Una perspectiva de analisis de las transformaciones geométricas
en curvas de la funcion f(x) = e** utilizando el GeoGebra
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Resumen

Con el propésito de superar algunas dificultades de los profesores en la integracion de
tecnologias en la ensefianza de las matematicas, se presenta una secuencia de analisis
de las trasformaciones geométricas de la funcion exponencial natural, definida por
f(x) = e, que se apoya en el uso del GeoGebra. Tal secuencia permite caracterizar
familias de curvas asociadas a la expresioén anterior, a partir del analisis de las
transformaciones geomeétricas “deformacion” y “reflexion” experimentadas por estas
curvas tras la variacion del parametro a. En el disefio de la secuencia se tomé en
cuenta aspectos teoricos, instrumentales y didacticos, que se consideran pertinentes
para realizar el andlisis. El uso de esta secuencia favorece el desarrollo de las
capacidades para la integracion eficiente de las tecnologias en la ensefianza de la
Matemética.
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Resumo

A fim de superar algumas dificuldades de professores na integracdo da tecnologia no
ensino de matematica, se apresenta uma sequéncia de analise das transformacfes
geométricas da funcéo exponencial natural, definida por f(x) = e®*, que se apoia no
uso de GeoGebra. Tal sequéncia permite caracterizar familias associadas com a
expressdo acima, a partir da andalise das transformacdes geométricas "deformacao” e
"reflexdo" experimentadas por estas curvas mediante a variacdo do parametro a. Ao
projetar a sequéncia se levou em conta aspectos tedricos, instrumentais e didaticos, que
sdo considerados relevantes para a andlise. O uso desta sequéncia pode promover 0
desenvolvimento das capacidades para a integracao eficiente da tecnologia no ensino
de Matematica.

Palavras-chave: Funcéo exponencial; transformacg6es; GeoGebra.

INTRODUCCION

Las investigaciones sobre la ensefianza de las funciones reales en el nivel medio han

revelado una serie de dificultades y obstaculos de aprendizaje vinculados al tratamiento
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del concepto de funcién desde un punto de vista mas algebraico y estatico, basado en la
manipulacion de formulas y la descripcion de técnicas que son aplicadas de forma
algoritmica (DOORMAN y DRIJVERS, 2011; REZENDE, PESCO y BORTOLOSSI,
2012). Por ejemplo, en el caso de la funcion cuadratica, los profesores suelen tratar la
cuestion de los puntos de corte con el eje x solo a través de la aplicacion de la férmula
conocida como la “resolvente”, expresion usada para determinar los ceros de la
ecuacion general ax? + bx + ¢ = 0, dejando asi de lado las bondades de los registros

graficos para dotar de sentido a tales puntos.

Situaciones como ésta limitan las posibilidades del alumno para apropiarse de un
conocimiento matematico relativo al concepto de funcion que le facilite el estudio de
sus caracteristicas y propiedades esenciales desde sus diferentes registros de
representacion (BAYAZIT, AKSOY y ALP ILHAN, 2010). En particular, se sabe que
los alumnos presentan dificultades para comprender los efectos geométricos que
produce la variacion de los parametros asociados a la formula de una funcion sobre la
familia de curvas asociadas a ésta (DARMAWAN e IWAN, 2011; TITO, SAN MIGUEL
y GAY, 2013). Superar estas dificultades coloca a los alumnos en una posicién favorable
frente al reto que supone reconocer las caracteristicas y propiedades de las funciones

mediante la coordinacion de multiples registros.

Algunas propuestas de analisis de las funciones desde un enfoque de coordinacion de
registros gréficos y algebraicos que se apoyan en el uso del GeoGebra (CASTILLO,
GUTIERREZ y PRIETO, 2013; CERVANTES y PRIETO, 2013; GUTIERREZ y
PRIETO, 2013) colocan la atencion en las facilidades que ofrece esta herramienta para
relacionar los aspectos graficos y algebraicos de un mismo objeto matemaético,
favoreciendo con ello el estudio de las transformaciones geométricas que experimentan
las graficas de funciones y la consecuente mejora en la comprension de los alumnos
(HOHENWARTER, 2006). Hoy dia el GeoGebra es considerado como una herramienta
didactica de facil acceso y manipulacion, respaldada por una comunidad de educadores
y profesores de matemaética en franco aumento (FIORITI, 2012). Por medio de este
programa es posible dibujar, manipular y explorar las graficas de funciones con cierta
precision, vinculandolas con otras formas de representaciones equivalentes, tales como

las formulas algebraicas y las tablas de valores.

A pesar de las ventajas que de usar el GeoGebra en clases de funciones, aun es escasa la

informacion referida a las formas de integrar eficientemente esta herramienta en las
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practicas matematicas de los alumnos. Con el proposito de hacer aportes al respecto, a
continuacion se describe una secuencia para establecer relaciones entre la variacion del
pardmetro a de la expresion f(x) = e** que define a la funcion exponencial natural (su
base es el nimero e) y las transformaciones experimentadas por las curvas asociadas,
utilizando el GeoGebra. La secuencia se basa en consideraciones de tipo conceptual
(relativas a las transformaciones), instrumentales (referidas a las opciones del GeoGebra
que hacen posible representar las transformaciones) y didacticas (referidas a la forma de

usar el GeoGebra para tratar lo conceptual).

1. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

Las transformaciones que sufren las gréficas de funciones reales se deben a cambios
sobre las expresiones algebraicas que las definen. Por ejemplo, si multiplicamos a la
expresion que define a una funcion r(x) por un valor no nulo, digamos a, obtenemos
una nueva funcién f(x) = a.r(x) cuya grafica ha sufrido un cambio en su aspecto, con
respecto a la gréfica de f(x). No obstante, es importante resaltar la existencia de una
familia funciones reales que no son producto de transformacion alguna, tales como
r(x) = x, r(x) = x2, r(x) = a*, entre otras, las cuales son denominadas “funciones
prototipo” por CONFREY y SMITH (1991). Al respecto, BORBA (1993) afirma que las
funciones prototipo son las representantes de las distintas clases de funciones y que, en
la mayoria de los casos, llegan a actuar como referentes de las transformaciones

aplicadas a funciones.

LARSON, HOSTLERTER y EDWARDS (2008) definen vy clasifican las

transformaciones de funciones en dos tipos:
1.1. TRANSFORMACIONES RIGIDAS

La grafica de una funcion real sufre una transformacion rigida cuando cambia de
posicion en el plano coordenado, manteniendo la misma forma que posee su referente.

Las transformaciones rigidas mas comunes son:

Traslacién: Este tipo de transformacidn consiste en desplazar la grafica de la funcion
por el plano coordenado, esto es, todos y cada uno de los puntos de la curva se
desplazan en la misma direccion, sentido y longitud. Si a la expresion algebraica de una
funcion real r(x) le sumamos o restamos un valor real positivo no nulo, digamos c,

obtenemos otra funcién f(x) = r(x) + ¢, cuya grafica se ha trasladado verticalmente ¢
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unidades hacia arriba (al sumar) o hacia abajo (al restar), respecto a la grafica de r(x).
Similarmente, si a la variable x de una funcion real r(x) le sumamos o restamos un
valor real positivo no nulo, digamos c, obtenemos otra funcion f(x) = r(x + c), cuya
grafica se ha trasladado horizontalmente ¢ unidades hacia la derecha (al restar) o hacia

la izquierda (al sumar), respecto a la grafica de r(x).

Reflexion: Esta transformacion rigida consiste en aplicar una simetria axial a la gréafica
de una funcion real r(x), obteniendo asi la grafica de otra funcion f(x) cuyos puntos
estan en lados opuestos y a la misma distancia del eje de reflexion, con respecto a sus
homologos en r(x) (BORBA, 1993). En el caso en que el eje x es el eje de reflexion, la
expresion algebraica de la nueva funcion f(x) = —r(x). Para el caso en el que el eje y

es el eje de reflexion, la expresion que define ésta transformacién es f(x) = r(—x).
1.2. TRANSFORMACIONES NO RIGIDAS

La gréfica de una funcion real sufre una transformacion no rigida cuando sélo se
produce una distorsion (modificacion) en su forma, en relacién a aquella que posee la
curva referente del efecto. Por su naturaleza, este tipo de transformacion recibe el

nombre de “deformacion” y la misma puede ser de dos tipos:

Deformacién vertical: Esta deformacion se produce al multiplicar la expresion
algebraica de una funcion canodnica r(x) por un numero real positivo a (a > 0),
obteniendo asi otra funcion f(x) = a.r(x). En el caso en que a = 1, ambas funciones
son “idénticas” (esto es f(x) = r(x)) y, en consecuencia, no se aprecia deformacion
alguna sobre la grafica de f(x). Por esta razon, vale la pena caracterizar a la
deformacion en funcion de dos intervalos posibles de valores de a: (0,1) y (1, +0).
Para el caso en que 0 < a < 1, se tiene que la grafica de f(x) sufre una “contraccion
vertical”, mientras que cuando a > 1 se tiene que la grafica de f(x) sufre una

“dilatacion vertical”.

Deformacién horizontal: Este tipo de transformacién se produce al multiplicar la
variable independiente de una funcion canonica r(x) por un numero real positivo a
(a > 0), diferente de 1 (por razones obvias), obteniendo asi la grafica de otra funcion
f(x) = r(ax). Considerando nuevamente los intervalos (0,1) y (1, +0), en el caso en
que 0 <a<1 se tiene que la grafica de f(x) sufre una “dilatacién horizontal”,

mientras que cuando a > 1 la grafica de f(x) sufre una “contraccion horizontal”.
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2. CONSIDERACIONES FUNDAMENTALES DEL DISENO

El disefio de esta secuencia se basa en tres tipos de conocimiento para la ensefianza de
las funciones reales con GeoGebra: Teorico (referido a las transformaciones de
funciones), instrumental (referido a las herramientas para representar las
transformaciones con GeoGebra) y didactico (referido a la forma de usar el GeoGebra

para el estudio de las transformaciones).
2.1. CONSIDERACIONES TEORICAS

En primer lugar, hemos considerado que los cambios en los valores del pardmetro de la
funcion f(x) = e® (con a # 0) producen dos tipos de transformaciones geométricas
sobre las graficas correspondientes, conocidas como “deformacién” (de tipo horizontal)
y “reflexion”. Ambos efectos son caracterizados a partir de las cualidades que posee
alguna curva de la familia de f(x) = e® que actle como referente del efecto. En el
caso de la deformacion, la curva referente es la grafica de la funcion canonica
r(x) = e*. En el caso de la reflexion, cada curva de la familia tiene su referente, de
manera que solo una de éstas es la reflexion de la funcion prototipo correspondiente,

mientras que el resto de gréaficas son la reflexion de curvas ya deformadas.
2.2. CONSIDERACIONES INSTRUMENTALES

En segundo lugar, consideramos que es posible manipular la variacion del parametro de
la funcion f(x) =e® (con a # 0) utilizando la herramienta “Deslizador” del
GeoGebra. Un deslizador es una variable del GeoGebra que representa a un conjunto de
valores reales o medidas angulares, el cual puede ser controlado y ajustado
convenientemente por el usuario en un intervalo de valores que éste recorrera
(BASURDO y GALLARDO, 2011). Los deslizadores pueden ser asociados a los
parametros de expresiones algebraicas, tales como a en la funcion f(x) = e, con el
fin de visualizar los cambios que sufren las curvas asociadas a la expresion en la medida

que el pardmetro cambia de valor.
2.3. CONSIDERACIONES DIDACTICAS

Finalmente, dado que la variacion del parametro a produce dos tipos de
transformaciones sobre las graficas de f(x) = e®*, el analisis de la deformacion y
reflexion se lleva a cabo por separado. En ambos casos, el estudio se basa en establecer

los intervalos en donde el pardmetro a debe variar para visualizar uno u otro efecto.
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Estos intervalos guiaran los ajustes convenientes al deslizador con la intencion de
apreciar las correspondencias entre los valores que el pardmetro toma y las

transformaciones de las curvas que se muestran en la interfaz del GeoGebra.

3. DEFORMACION EN LAS CURVAS DE f(x) = e**

La variacion del parametro a de la expresion f(x) = e®* en cada uno de los intervalos
(0, 1) y (1, +0), define a dos conjuntos particulares de curvas que son el producto de
deformaciones de tipo “dilatacion” y “contraccion” horizontales, respecto a la grafica de
r(x) = e*. Las curvas se dilatan horizontalmente cuando el pardmetro a toma valores
en el intervalo (0, 1). La figura 1la muestra una representacion grafica de la familia de
curvas dilatadas en relacion a la grafica de r(x) = e*. Desde un punto de vista
algebraico, la dilatacion en estas curvas adquiere sentido al observar que la preimagen
de cualquier valor de las imagenes de f(x) = e®* es siempre mayor a la preimagen del
mismo valor, evaluada en r(x) = e*. Geométricamente, la dilatacion se aprecia al
representar estas preimagenes por segmentos paralelos al eje x que van desde un valor k
del rango de imagenes (con k>0 y k # 1) hasta las graficas de f(x) y r(x),
observandose asi que la longitud del primer segmento es mayor que la del segundo (ver
Figura 1b).

a

\

FIGURA 1: Familia de curvas dilatadas horizontalmente
FUENTE: Castillo, Gutiérrez y Prieto (2013)

Por su parte, las curvas de f(x) = e se contraen horizontalmente cuando a toma
valores en el intervalo (1,+o0). En la figura 2a se observa a la familia de curvas
contraidas, respecto a la gréafica de r(x) = e*. Al igual que para la dilatacion, este tipo
de deformacion puede entenderse desde lo algebraico y lo geométrico. En el primer

caso, la contraccion en estas graficas se produce puesto que la preimagen de cualquier
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valor de las imagenes de f(x) = e%* es siempre menor a la preimagen del mismo valor
evaluada en r(x) = e*. En el segundo caso, la contraccion se da ya que la longitud del
segmento asociado a la grafica deformada es menor a la del segmento asociado con la

curva canonica, como se ve en la figura 2b.

-
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FIGURA 2: Familia de curvas contraidas horizontalmente
FUENTE: Castillo, Gutiérrez y Prieto (2013)

4. REFLEXION EN LAS CURVAS DE f(x) = e®*

La variacion del parametro a de f(x) = e® en el intervalo (—oo,0) define a una
familia de curvas caracterizadas por ser la reflexién de las curvas deformadas que
genera f(x) =e® cuando a > 0. En otras palabras, las curvas que son alguna
reflexion se derivan de la aplicacion de una simetria axial a las graficas asociadas a
f(x) = e, siendo el eje de simetria el eje y. Cada curva reflejada lo es con respecto a
s6lo una grafica de f(x) = e** (con a > 0), de manera que cada una de éstas posee una

Unica curva referente de la transformacion (ver Figura 3).

FIGURA 3: Familia de curvas reflejadas
FUENTE: Castillo, Gutiérrez y Prieto (2013)
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5. TRANSFORMACIONES EN UN ENTORNO DE GEOGEBRA

5.1. DEFORMACION

Para visualizar la deformacion en las graficas de f(x) =e* (a # 0), sin que
intervenga la reflexion, es necesario ajustar el deslizador asociado al parametro a en el
intervalo (0, +0), haciendo al valor minimo igual a 0 y el maximo igual a cualquier
entero positivo, tan grande o pequefio como lo amerite el andlisis y lo permita el
programa. En este intervalo se encuentra el valor 1, a partir del cual es posible dividir el

estudio en dos casos:
Caso 1: Dilatacion Horizontal en el intervalo (0, 1)

Para observar la deformacidn producida en este intervalo es necesario ajustar los valores
minimo y maximo del deslizador en 0 y 1, respectivamente. Luego de seleccionar las
opciones “Activa rastro” sobre la grafica de f(x) = e®* y “Animacion activada” al
deslizador, es posible apreciar la familia de curvas que se han dilatado horizontalmente,
con respecto a la curva candnica correspondiente a r(x) = e*. Mas aun, tras la
animacion puede concluirse que la dilatacion en las curvas es mas notable cuando el
valor que toma el pardmetro es mas cercano a 0. En otras palabras, las curvas vinculadas
af(x)=e* con0 < a<1tienden a ser proximas a la recta y = 1 en la medida que

el valor del parametro se acerca al minimo del intervalo (ver Figura 4a).

r
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\

FIGURA 4: Deformacion de tipo dilatacion y contraccion horizontales sobre g(x) = e*
FUENTE: Castillo, Gutiérrez y Prieto (2013)

Un aspecto importante del analisis radica en la cantidad de curvas que pueden
visualizarse para caracterizar este efecto. En este sentido, es posible apreciar un
conjunto amplio de curvas dilatadas horizontalmente al ajustar el “incremento” del
deslizador en valores “pequenos”, tal como lo es 0.01. Debido a lo reducido del

intervalo (0, 1), se torna complicado posar el deslizador en un valor en particular,
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situacion que puede resolverse al ampliar su “longitud” y, de esta manera, colocar el

deslizador en cualquier valor dentro del intervalo.
Caso 2: Contraccion Horizontal en el intervalo (1,+)

Para caracterizar las curvas generadas por este tipo de deformacion es necesario ajustar
los valores minimo y méaximo del deslizador en 1 y otro entero mayor que éste,
respectivamente. Pero, (qué tan mayor debe ser este valor? Una respuesta admisible
puede obtenerse al observar la deformacién producida luego de activar rastro a la
grafica de f(x) = e* y “Animacion activada” con distintos valores maximos del
deslizador, tales como 5, 11 y 63. La animacion en cada caso permite apreciar la familia
de curvas que se han contraido horizontalmente respecto a la curva canonica, siendo el
efecto mas notable en el caso que el maximo del deslizador sea 63, como se aprecia en

la figura 5b.
5.3. REFLEXION

Para visualizar y analizar esta transformacion es necesario ajustar los valores minimo y
maximo del deslizador asociado al parametro de f(x) = e® en cualquier entero
negativo y 0, respectivamente. De manera similar al analisis de la deformacion, en este
intervalo se encuentra un valor notable, el —1, puesto que la grafica de f(x), cuando
a = —1, corresponde al reflejo de la curva candnica. Por tal motivo, hemos dividido el

estudio de la reflexién en dos casos:
Caso 1: Reflexion en el intervalo (-1, 0)

En este caso debe ajustarse los valores minimo y maximo del deslizador en —1 y 0,
respectivamente. Luego de activar el rastro a la grafica de f(x) = e® y la animacion al
deslizador, es posible visualizar la familia de curvas que se caracterizan por ser el

reflejo de gréaficas que se han dilatado horizontalmente previamente (ver Figura 5a).

( "\

\ a b i
FIGURA 5: Efecto de reflexion para los intervalos (-1, 0) y (-o0,-1)
FUENTE: Castillo, Gutiérrez y Prieto (2013)
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Caso 2: Reflexion en el intervalo (-o0,-1)

Para caracterizar la reflexion en este intervalo se debe ajustar el minimo del deslizador
en un entero negativo menor que —1 y el méximo en este ultimo valor. Pero ;qué tan
menor debe ser el valor del minimo? La respuesta puede encontrarse tras observar la
reflexion que se produce luego de activar rastro a la grafica de f(x) =e* vy la
respectiva animacion al deslizador con diferentes valores minimos, por ejemplo —4, —12
y —60. Tras la animacion es posible apreciar la familia de curvas que se caracterizan por
ser el reflejo de graficas que previamente se han contraido horizontalmente y, para el
caso que se elija el valor de =60 como minimo, la reflexion es mas “marcada”, por asi

decirlo (ver Figura 5b).

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha descrito una secuencia para caracterizar la familia de curvas
correspondiente a la funcién f(x) = e®*, en relacion a los efectos de geométricos de
deformacion y reflexion visualizados tras la variacion del pardmetro a contenido en la
expresion de la funcion, utilizando el GeoGebra. Mediante el uso adecuado de un
deslizador se logré establecer relaciones entre los valores del pardmetro (en intervalos
establecidos convenientemente) y las curvas representadas en la vista grafica del
programa, lo que hace posible dotar de sentido a las transformaciones analizadas en la
secuencia. Lo anterior es una prueba mas de la capacidad evidente que el GeoGebra
posee al momento de establecer conexiones entre las principales representaciones de las
funciones (expresiones algebraicas y graficas) utilizadas en la secuencia, lo que conlleva
a desarrollar la comprension de los efectos analizados con mayor profundidad
(BAYAZIT y AKSOY, 2010; HOHENWARTER, 2006).

Puesto que las representaciones graficas de una funcidn son las mas tratadas en la
dinamica escolar (BASURTO y GALLARDO, 2011) resulta provechoso para el
profesorado de Educacién Media apoyarse en una secuencia de estudio de las
transformaciones de funciones como la que se propone en este trabajo, ya que ésta
permite desarrollar la capacidad de anticiparse al comportamiento geométrico de las
curvas correspondientes a la expresion f(x) = e®* a partir de la forma de su expresion
algebraica.

Por ultimo, consideramos que el profesor de Matematica mejorara su compresion en

relacion a este topico al involucrarse en procesos de disefio y puesta en practica de
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secuencias instruccionales como la descrita en este trabajo, haciendo posible con ello la
integracion de las tecnologias en su practica profesional y el logro de un aprendizaje

verdaderamente significativo entre sus estudiantes.
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