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Resumo

Discute-se nesse artigo alguns exemplos de aplicacdo do software Geogebra no ensino
de Anélise Complexa. Topico reconhecidamente de carater abstrato, num determinado
contexto, pode produzir uma série de dificuldades aos estudantes, na medida em que,
restringimos nossa mediacdo, do dmbito académico, ao emprego de argumentacOes
formais e estruturais. Assim, mostramos uma via alternativa para o ensino, gque torna
hegemaénico a algoritmizacédo, tendo em vista 0 emprego da tecnologia, com forte apelo
intuitivo e que enfatiza a visualizacdo e a percepcao de propriedades topologicas. Dessa
maneira, fornecemos alguns indicios para a exploracdo da visualizagdo como elemento
catalizador de um entendimento técito e inicial para os estudantes universitarios.
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Abstract

We discuss in this article some examples of applicattion of the software Geogebra in
teaching Complex Analysis. Topic admittedly abstract character, in a specific context, it
can produces some kind of difficulties to students, if we restrict our didactical
mediation, in the academic environment, by the use of formal and structural arguments.
So, we show an alternative way relatively to the teaching that emphasize a algebraic
style, through the use of technology, with a strong intuitive appeal and emphasizes the
visualization and the perception of topological properties. Thus, we provide some
evidence for the exploitation of the visualization component as a catalyst element and
initial tacit understanding for academic students.

Key-words: Complex Analysis, Visualisation, Geogebra, CAS Maple.

1. Introducéo

Evidenciamos em certos estudos desenvolvidos no locus académico, o relato das
dificuldades atinentes ao ensino de alguns assuntos que requerem uma maior capacidade
e habilidades mentais que evoluem, paulatinamente, na medida em que os estudantes
entram em contato com teorias mais abstratas. No contexto especifico do ensino de
Andlise Complexa - AC, trazemos alguns conceitos fundamentais que, embora
costumamos levar aos aprendizes todo o aparato formal/l6gico, acrescentamos que, com
recurso na tecnologia, vislumbramos certas possibilidades de visualizagdo e aquisi¢ao

de habilidades perceptuais (ALVES, 2011) para o entendimento de nogdes
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imprescindiveis na evolucdo do estudo dessa disciplina académica. Nesse sentido,
distinguimos a abordagem que caracteriza-se por Andlise Visual Complexa — AVC (
NEEDHAM, 2000).

Por fim, os elementos que costumamaos assinalar nessa abordagem evidencia aqueles de
ordem intuitiva e que podem produzir, num primeiro momento de contato com algumas
entidades conceituais, um impulso/estimulo para um patamar mais elevado de
compreensdo e que incorre, irremediavelmente, no entendimento, a posteriori, dos
modelos formais, por meio da inspecao de demonstracdes e provas formais.

2. Algumas noc¢oes da Analise Complexa

Quando passamos a levar em consideragdo a mudanga dimensional (1D — 2D), no
contexto da transicdo da variavel real para a varidvel complexa X+i0r x+1y,
podemos defrontar inimeras mudancas conceituais. O conceito que constitui ser
fundante e inicial de estudo, nos primeiros anos de academia, costuma ser a nogéo de
limite. Em outros trabalhos, temos assinalados que as mudancas conceituais (nem

sempre  naturais) vinculadas a simbologias do tipo: lim, , f(X)=L,

Mg, oy FOGY)=L ou lim,_,, f(z) =L encerram semelhancas e dessemelhancas

(ALVES, 2011).

N&o obstante, restringir-nos-emos ao caso da Transicdo Complexa do Calculo - TCC.
Por exemplo, sabemos que o estudo do modelo epislonico se assenta quase em um
carater compulsorio, que enfatiza o lado logicizante e formal das argumentacdes,
recorrentemente empregado no locus académico.

Por exemplo, em qualquer compendio especializado (FERNANDEZ & BERNARDES;
2008; GELBALUM, 1992; KRZYZ, 1971; LINS NETO, 1993; SHOKRANIAN, 2011,

2

TAUVEL, 2006), registramos as seguintes atividades: (i) Mostre que Lim, ,, f(z) =z,
onde f(z)=1z?; (ii) Calcule o seguinte limite Lim,_ (z+1+z-log(z))=1; (iii) decidir
0 tipo de convergéncia correspondentemente a sequéncia de funcdes definidas por
f(z2)=2".

Ora, no primeiro item, de modo standard, escrevemos que dado &>0 buscamos
encontrar um delta 5(¢,z,) >0 tal que ‘22 —220‘<g se temos que 0<|z—2z,|<&. Por
outro lado, escrevemos ‘ZZ—220‘:‘Z—ZOHZ-I—ZO‘<5‘Z—ZO~|—220‘S5(‘2—20+220‘)S5[‘Z—ZO‘+2‘20‘]

(*). Portanto, desde que buscamos pontos nas vizinhangas de |z — zo| <0 <1 eapartir
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da expressao *) escolhemos, com origem na desigualdade

E
[z—2z,|+2|z,]

‘22 — 220‘ < 8[|z — z,| + 2|z,[] 0 a seguinte relagdo 5(z, z,) ==

Acentuamos o elemento indicado ha pouco por (e,z,) para acentuar sua dependéncia
(analitica) do & e do ponto z, em que escolnemos avaliar o limite. Relagédo semelhante

pode ser extraida quando nos atemos a seguinte fungdo f(z) = 1 na regiao |z| <1. Neste
z

caso, 0 argumento standard consiste em verificar se contamos ou ndo com a

convergéncia uniforme ou a convergéncia pontual. Um aluno aplicado, podera

conjecturar que a fungéo f(z)= 1 podera herdar algumas das propriedades da funcéo
z

f(x)= 1 , COM Xe IR—{O}, e que ja sabemos ndo ser uniformemente continua (LIMA,
X
2009, p. 233).

Por outro lado, no caso da fungéo f (z) =1, a saida € admitirmos possibilidade de que
z

contamos com primeira categoria de convergéncia, entdo, para todo & >0 poderiamos

obter um delta correspondente &(&) >0 que, independentemente do ponto em que se

toma o limite, teriamos que |f(z)—f(z,)|<& sempre que 0<|z-2z|<5(e). Néo

obstante, dado &>0, vamos tomar um delta O<d<1l e o0s nUmeros

2:=5,7, = 0 entdo teremos que |z —z,|=|5 - O |- ¢ 5<1.5, entretanto
QL+e Q+e) 1+e
se tem que E—iz‘l—H—ngme, pois 0<o<1. Portanto, ndo poderd ser
Z | [0 o o

uniformemente continua. Mais uma vez enfatizamos relacdes essencialmente analiticas

e devemos grafar 0 < |z - zO| <0(&,2,) o0 que indica a dependéncia do ponto.

No pendltimo caso, quando indicamos o limite Lim, ,(z+1+z-log(z))=1, vale

recordar que em diversos trabalhos temos questionado um viés metodoldgico ou mesmo
um caminho operacional adquirido pelo professor que enfatiza tarefas que fornecem
completa indicacdo de um Unico caminho a seguir, sem conceder margem a davida e ao
experimento, por parte do estudante (ALVES, 2013; 2014a; 2014b).

De fato, quando designamos, de modo imperativo, a avaliagdo do limite acima,

admitimos, peremptoriamente que a preocupagdo com sua existéncia (do significado do
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simbolo) ndo diz respeito mais ao estudante. A consequéncia disto é a aplicacédo
automatica e pouco refletida de regras inferenciais que, permitem a obtencdo da
resposta sem, todavia, indicar um sentido. Outro fato que temos questionado nos livros
didaticos que registramos na academia, diz respeito a declaragédo arbitraria do ponto no
qual se deseja avaliar o limite, bem como o candidato a valor de aderéncia da imagem
da funcdo. Deste modo, temos assinalado o valor pedagdgico de se explorar um registro
algébrico do tipo Lim, ,(z+1+z-log(z))=".

Na circunstancias da simbologia anterior, devera partir do préprio estudante a escolha e
conveniéncia de um ponto adequado e que envolva o uso efetivo da nocao de limite,
inclusive um candidato a seu Unico valor, caso o estudante conjecture sua existéncia. O
ultimo exemplo relacionado com a funcdo f(z)=z", permite a discussdo teorica da
nocdo de convergéncia pontual e uniforme, todavia, do ponto de vista visual, como
diferenciar uma da outra? Como entender do ponto de vista visual relacGes intrincadas

&

. _ 5
do tipo J(e,z,): [|z—zo|+2|zo|] :

Na secdo seguinte, indicaremos algumas possibilidades de uso do software Geogebra.
Advertimos ainda ao leitor que certas operacdes foram possibilitadas tendo em vista o
uso do CAS Maple, sobretudo, quando necessitamos realizar a descricdo das partes real
e imaginarias de funcbes na variavel complexa. Veremos todos esses questionamentos
podem ser explorados com a tecnologia (ALVES, 2012).

Para concluir esta secdo, assinalamos as consideracOes de Fernandez & Bernardes
(2008, p. 56), na medida em que permitem extrair proficuas implicacdes para o ensino.
De fato, no contexto de explicacdo da no¢do de diferenciabilidade na variavel complexa,
os advertem que “as defini¢des e resultados da se¢do anterior certamente dao ao leitor a
impressao de que o ‘calculo diferencial complexo’ ¢ completamente analogo a ‘célculo
diferencial real’. Entretanto, esta primeira impressdo ndo condiz com a verdade.” Neste

2 10
sentido, o simples célculo da derivada da fungdo f(z) =[Z—J =Re(f(2))+ilm(f(z)) o
Z+

10(z* +22)z*®
(z+D)"

que, o mesmo envolve um procedimento algoritmico semelhante ao caso da variavel

que conduz a expressdo f'(z) = =Re(f'(z))+iIlm(f'(z)), ao passo

real, seu significado, sobretudo o de natureza geometrica, € completamente diferente.
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Na Figura 1 e 2 trazemos a descricdo das partes real e imaginaria de f . O leitor pode

adquirir um entendimento quanto aos modelos analiticos complexos em quest&o.

Em alguns trabalhos (ALVES, 2012), temos criticado a abordagem que enfatiza a
identificacdo de padrdes algébrico-analiticos como indicio para o aprendiz, no sentido
de fornecer pistas (roteiros) atinentes a uma regra particular a ser empregada.
Possivelmente, o caso classico da literatura refere-se as técnicas de integracdo (ALVES,
& LOPES, 2012). Nesse caso de derivacdo, observamos a impossibilidade de
enfatizarmos elementos de ordem analitica, para situacdes mais gerais.

Arquivo (F) Editar (E) Visualizar (V) Inserir(I) Formatar (R} Tabela (A) Desenho (D) Grafico (P] Planilha () Feramentas (T) Janela (W) Ajuda (H)
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Figura 1. Descrigdo analitica da parte real Re(f(z)) da fung&o racional
Apenas como curiosidade do célculo algébrico envolvido, trazemos as Figuras 1 e 2, no
sentido de descrever a complexidade do padréao algébrico envolvido nesse exemplo, que
permitem a descricdo das partes real e imaginarias. Podemos empregar as expressdes
indicadas acima e inserir os dados (no CAS Maple), com referéncia aos valores dos
seletores previamente definidos e, observar, dessa maneira, a interpretagdo dinamica e

geométrica da fungdo, como uma opera¢do que atua num vetor e o transforma da

> 10
. z
sequinte forma v — .
z+1
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Figura 2. Descricdo analitica da parte real Im(f(z)) da fung&o racional

3. Exploracéo de situacdes com énfase na visualizacéo: uso dos softwares Geogebra
e CAS Maple

Temos indicado em diversos trabalhos as potencialidades de recurso didatico em dois
softwares de Matematica (ALVES, 2014), numa perspectiva de complementaridade
(ALVES, 2014d). Neste trabalho trazemos varias situagfes que, por intermédio da
visualizagdo, proporcionamos ao leitor ou estudante o entendimento intuitivo de
propriedades desejadas (ALVES, 2011). Por outro lado, quando deparamos situagoes
7° +e'cos(z) +2°- 2

em que buscamos reinterpretar o seguinte limite lim 3
z°+1+z-log(z)

z—0

dificilmente conseguiremos indicar as partes real e complexa da fungéo

2’ +e* cos(z) +2°~z
28 +1+z-log(2)

f(2)=

. Conguanto que, com o CAS Maple, a partir de comandos

simples, conseguimos sua descricdo analitica, fato que proporciona/facilita sua
implementacdo posterior com o Geogebra (ALVES, 2014d).
Vamos agora evidenciar as potencialidades da tecnologia. De fato, nossos dois

primeiros exemplos relacionam-se com a no¢do de limite. Com arrimo da tecnologia,
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vislumbramos outras possibilidades de exploracdo de habilidades relacionadas com a
visualizacao. Para efeito pedagogico, vamos grafar 0

registroLim,_,(z+1+z-log(z))=?. Em seguida, podemos instigar o estudante em

7—7?
manusear a seguinte construcao que exibimos nas Figuras 3 e 4.

Na Figura 3, logo abaixo, descrevemos ao lado esquerdo, uma familia de vetores zO_A
(amarelos) centrados no ponto z,. Assim, o aluno pode inferir, como amparo na
visualizacdo que, quando lidamos com vetores (em cor amarela) que satisfazem a

condicédo 0<|z—zo| <5(g, zo), ao lado direito, 0 mesmo pode divisar que existe uma

outra familia de vetores zl_B (em cor azul) satisfazendo a condigdes | f(z)-f (zo)| <eg.

Neste momento, com o0s seletores criados no software Geogebra, exploramos

£
[[z—zo|+2|z,]1

Arquivo Editar Exibir Opclies Femamentas Janela Ajuda

numericamente a relagéo dinamica o(s, z,) =

: | @
E R RCEENEE '

A V| t./’l'v' ’—“/ﬁ' bﬁ' ®V ¢ V| * &l 5 _._V $V -:;J:
v Janela de Visualizagio || v Janela de Visualizagio 2 Ed
[ s L

a=158 e=1

g _ J
“ =177 i

*
24 2 34
f(z) ==

251

If(z) = F(z0)| <&

h=077 o5l ‘
Y ——— 6 =minl, ————
0 0z 04 08 08 1 12 14 1§ 13 2 14 2|z

- - — - T + . ” :
Entrada: @
- —————————————————————————————————— |

Figura 3. Visualizagdo da condigdo epislonica para pontos no interior do disco centrado em Z,

Por outro lado, quando o alunos buscar explorar a mesma condicéo, para vetores (ou
pontos) com norma maior do que 5(5, zo)>0(observar 0s vetores zo_A em cor

vermelha), 0 mesmo, pode correlacionar com os vetores ao lado direito, na cor azul, que
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apresentam a seguinte propriedade |f(z)- f(z,)|>&>0. Na Figura 4 trazemos um

cenario dinamico para a exploracao das relagcdes analiticas exibidas na secdo anterior.

Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

.Av’/{v)h'b.v@v@v‘{a'vxleﬂcvjlv é’v t:

~ Janela de Visualizagao #| | = Janela de Visualizagdo 2 S

‘.v v ALY l—ﬁ

a=158

c=185

0 I inl :
& = Tnin. QA
06 08 1 12 14 18 18 2 "1 + 2|zq|

Entrada: ®

Figura 4. Com o Geogebra conseguimos proporcionar ao estudante a visualizacédo da propriedade
epsilonica no contexto da variavel complexa (elaboracdo do autor)

Na Figura 5 retomamos o problema de fornecer um indicativo excessivamente restrito
na atividade de calculo de um limite que indicamos por Lim, ,(z+1+z-log(z))=1. Ao
passo que optamos por Lim, ,(z+1+z-log(z))=? e fornecemos a construcdo das
Figuras 5 e 6 para ser explorada/inspecionada pelo estudante. Ora, podemos divisar
abaixo o rastro de um ponto z e D, (0,0) c C nas proximidades da origem, conquanto

que, ao lado direito, podemos explorar 0 comportamento, pelo intermédio do rastro dos
vetores, correspondentes a relacdo funcional z+»> z+1+z-log(z)). Ao lado direito da
Figura abaixo, depreendemos que ocorre uma acumulacdo (aproximacao) de pontos na
vizinhanga do ponto (1,0), que divisamos ao lado direito da Figura. Dai, identificamos

um candidato ao valor limite.
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Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

[a] A O] O] &) N e ] -

~ Janela de Visualizagao ~ Janela de Visualizagio 2 x

‘.v o v aivw L #

*

a=009 b

o f(z) = (z4 1+ zlog(z))

h=-0.08

woa 054

02 il |

5]
, . . :
4 08 08 04 02 & 04 08 08 1 12 14 - .05 o os“ 15

-0.54

o 0<|z—(0,0)| <4 FAND(z,8) C D(f(2),¢)

Entrada: ®

Figura 5. Visualizacao e identificacdo do candidato ao valor limite de uma fung¢éo no plano
complexo (elaboracdo do autor)

Vale comentar que a vizinhanca do lado esquerdo por ser ajustada pelo estudante para
uma vizinhanca de raio O<r <1 pequeno e, nessas condi¢bes, o aprendiz tera
condicGes de inspecionar o comportamento do nimero complexo z+1+z-log(z)), que
representa a imagem da funcdo, e para que valor tal expressdo, para determinados
valores particulares, tende a apresentar valores que indicam a convergéncia.

Ja na Figura 6, o estudante pode ainda buscar compreender o comportamento numérico

da expressao z+1+z-log(z)), na medida em que tomamos pontos (vetores) particulares
ze D, (0,0) = C se distanciando, paulatinamente da origem do plano complexo. Neste

caso, ao lado direito, os valores correspondentes da funcdo se afastam do candidato a
valor limite que, em nosso caso, podera ser descoberto como sendo 3. Nesse caso 0S
pontos (imagens dos vetores) ndo se acumulam em ponto algum do plano complexo. Tal

fato reflete um comportamento topolégico e métrico.
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Figura 6. Com 0 Geogebra permitimos ao estudante a exploracao da situacéo e a escolha, de acordo
com as conjecturas produzidas, de pontos em que podemos determinar o limite
Um procedimento standard estudando no Célculo a Varias Varidveis é a inspecdo da

existéncia do limite, pode meio de caminhos (ou curvas parametrizadas) previamente

tomadas. Na Figura 7 trazemos para o leitor, uma construcdo dindmica que viabiliza

uma inspecdo semelhante. Por exemplo, sugerimos ainda a andlise visual do

z

e’ -1
que surge quando buscamos

comportamento do seguinte limite lim,

inspecionar o carater de diferenciabilidade da funcéo f(z)=e2. Na Figura 7 o

estudante tem a possibilidade de identificar dois candidatos ao valor limite, em
dependéncia do caminho ou trajetdria escolhida. Nessa construgdo o estudante devera
obter os valores +1.

Adquirimos, deste modo, a nocdo topoldgica de ponto de acumulacdo, quando
divisamos os tracos dos vetores nas vizinhangas centradas em cada ponto abaixo.
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Figura 7. Visualizagdo do comportamento relativo a ndo existéncia de limite na variavel complexa
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Figura 8. Entendimento visual sobre a no¢éo de convergéncia/divergéncia pontual e uniforme na
variavel complexa (elaboragdo do autor)

Nosso ultimo cenério de visualizacdo de conceitos esta relacionado com a nocdo de
convergéncia de sequencias de fungdes {fn}neIN . Ao lado direito, o rastro na cor verde
corresponde aos vetores tomados nas partes compactas e interiores ao disco de raio
unitario (convergéncia nas partes compactas). Por outro lado, o rastro dos vetores em

cor vermelha sdo indicativo da divergéncia quando nos afastamos da origem, posto que

apresentam grande variagéo em seus comprimentos. Nesse caso, antevemos o

comportamento da familia de fungBes f, (z) =z".
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Ora, quando  tomamos O<r<l1 ndo &  dificil verificar  que

nN—+eoo

|f (z)—0| =|z" —0‘ <r" — 0 que trata-se na convergéncia nas partes compactas
n cu.c

do disco. Mas, do ponto de vista grafico-topologico, como transmitir um significado
para a referida categoria de convergéncia? O software Geoegrabra tem fornecido certos

indicativos que discutimos em nossos trabalhos (ALVES, 2013b).

Apesar ainda de suas limitagdes, com arrimo aos softwares comentados aqui neste
trabalho, temos a possibilidade de sua exploragdo inicial e intuitiva num cenério

dindmico de aprendizagens e descobertas no contexto das fungdes de variavel complexa.

4. Consideracg0es e recomendacodes
Neste trabalho trazemos ao leitor um modo diferenciado de descrever e interpretar a

acao de fungdes na variavel complexa, a saber, como a a¢do sobre um vetor do plano

vetor

complexo do tipo Z  f(z). Com efeito, em todos o0s casos apresentados,
vetor

assinalamos propriedades e certos conceitos abstratos, a partir do estudo de vetores e
seu comportamento dindmico, proporcionado pela exploracdo adequada do software
Geogebra (bem como o CAS Maple).

Discutimos alguns exemplos de problemas classicos, que se mostram recorrentes no
estudo de Andlise Complexa que sdo eficientemente solucionados por intermédio de
argumentos formais e l6gicos. Embora para o expert, a formalizacdo seja o caminho
mais seguro e de maior credibilidade (e comodidade), para o estudante, que depara
muitas vezes situacbes de uma aprendizagem primeira relativa a um conceito,
sublinhamos a exploracdo de elementos de ordem intuitiva e tacita (ALVES, 2013;
2014c).

Neste sentido, em varios artigos (ALVES & BORGES NETO, 2011), temos destacado o
papel da visualizacdo (ver Figuras 3, 4, 5, 6, 7 e 8) como elemento impulsionador de
um aprendizado tacito e intuitivo, que se mostra afetado por elementos de ordem
qualitativa e ndo apenas aqueles de ordem estruturante e formal (ALVES, 2014).

Por fim, vale recordar que, para o expertise, o fato de que “existem resultados que
especialmente vale para os nimeros complexos e as fungdes complexas. E, alguns deles
sdo usados para demonstrar os resultados sobre funcbes reais que ndo eram antes
conhecidos” (FERNANDEZ & BERNARDES, 2008). Tal perspectiva, do ponto de
vista epistemologico, pode inspirar uma preocupacao didatico-metodologica, na medida

em que, o professor expert saiba explorar e descrever cenarios de aprendizagem que
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permitam o0s estudantes descobrirem certas generalidades e propriedades que se
evidenciam, gracas ao trato com a varidvel no corpo C parcialmente ordenado dos
nameros complexos.
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