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Resumo

Este artigo consiste na analise do movimento conceitual adotado por Davydov e seus
colaboradores ao proporem o ensino do conceito de multiplicacéo e diviséo no segundo
ano do Ensino Fundamental. Os dados foram coletados nos livros didaticos e livros de
orientacGes aos professores publicados pelo mencionado grupo. As significacdes
conceituais sdo reveladas durante o desenvolvimento das tarefas. A introducdo do
conceito de divisdo e multiplicacdo em Davydov ocorre a partir da reta numérica.
Durante o processo de analise das proposi¢cBes davydovianas, constatamos que 0S
conceitos de multiplicacdo e divisdo estdo fortemente fundamentados, cientificamente,
nas propriedades fundamentais da matematica.
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Abstract

This article presents an analysis of the conceptual movement adopted by Davydov and
his co-workers when they have purposed the teaching of multiplication and division
concepts in the second grade of Elementary School. The data has been collected in
textbooks and guidance to teachers published by the group mentioned before.
Conceptual significances are revealed during the development of tasks. The
introduction of multiplication and division concepts is performed from the geometric
representation that is fundamental in Mathematics, the number line. By the analysis of
Davydov’s propositions, it was observed that multiplication and division concepts are
strongly based scientifically in the Mathematics properties.

Keywords: Davydov; Division; multiplication.

L A investigacdo que gerou este artigo faz parte de um projeto maior desenvolvido por integrantes de dois
grupos de pesquisa, 0 GPEMAHC (Grupo de Pesquisa em Educacdo Matematica: uma Abordagem
Historico-Cultural) e 0 GEPAPe (Grupo de Estudos e Pesquisa Sobre Atividades Pedagdgicas).

Z Doutora em Educagéo pela Universidade Federal do Parana - UFPR. Professora do programa de Pds-
Graduagdo em Educacdo da Universidade do Sul de Santa Catarina - UNISUL, e-mail:
joselia.rosa@unisul.br.

® Doutor em Educacéo pela Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC. Professor da Universidade
do Extremo Sul Catarinense - UNESC, e-mail: add@unesc.net.

* Mestranda em Educacio UNISUL - Tubar&o, e-mail: sandra_crestani@hotmail.com.

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.16, n.1, pp. 167-187, 2014


mailto:joselia.rosa@unisul.br
mailto:add@unesc.net

Introducéo

No presente artigo apresentamos o0s resultados de uma investigacdo sobre as
proposigdes elaboradas por Davydov (/laBbimoB) e seus colaboradores, tais como
Gorbov (T'op6os), Mikulina (Mukynuna) e Savieliev (CaBenbeBa) para o ensino dos
conceitos de diviséo e multiplicagdo em suas primeiras manifestagdes conceituais.
Davydov, seguidor de Vygotski, coordenou, na Russia, 0 processo de elaboragdo e
desenvolvimento de uma proposta para o ensino de Matematica com base na Teoria
Historico-Cultural. Tal proposta consiste em uma expressdo fiel dos fundamentos da
filosofia marxista e da psicologia vygotskiana (ROSA, 2012; MADEIRA, 2012; ROSA,
DAMAZIO, ALVES, 2013; CRESTANI, 2013; DORIGON, 2013; MATOS, 2013;
SILVEIRA, 2013).

As proposicdes davydovianas foram elaboradas, desenvolvidas em sala de aula,
reelaboradas e publicadas por meio de livros didaticos e de orientacGes ao professor.
Esse processo foi coordenado por Davydov durante vinte e cinco anos. Com sua morte,
em 1998, os seguidores deram continuidade ao trabalho iniciado por ele. Atualmente, os
livros didaticos e de orientacdo ao professor sdo reelaborados anualmente, com base em
novos resultados de investigacao.

Na especificidade da presente pesquisa, de natureza tedrica, os dados foram extraidos do
livro didatico de Matematica desenvolvido por Davydov e seus colaboradores para o 2°
ano do Ensino Fundamental (JIABBIZIOB et al. 2012), além do livro de orientacdo ao
professor para utilizagdo do referido livro didatico (OPBOB, MUKVYJIMHA e
CABEJIBEBA, 2009). Essas duas obras constituem a fonte de dados referentes as
proposi¢cOes davydovianas. Ambas escritas originalmente em russo e apenas a segunda
foi traduzido para a Lingua Portuguesa por Elvira Kim (professora de Lingua Russa do
Centro de Linguas e Interculturalidade da Universidade Federal do Parand). Nosso
objetivo consistiu em investigar 0 movimento conceitual adotado por Davydov e seus
colaboradores ao proporem o0 ensino do conceito de multiplicacdo e divisdo dos
numeros naturais no segundo ano do Ensino Fundamental.

O livro didatico davydoviano € organizado por meio de tarefas correspondentes aos
exercicios ou atividades no ensino brasileiro. No livro de orientacdo ao professor, por
sua vez, sdo apresentadas as orientacGes tedrico-metodoldgicas para o processo de

desenvolvimento das tarefas em sala de aula.
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Entre as tarefas apresentadas, selecionamos aquelas que dao ideia da totalidade das
proposi¢cOes davydovianas para o processo de introdugdo aos conceitos de multiplicacédo
e divisdo no segundo ano do Ensino Fundamental. Para o processo de apresentacdo dos
dados, adotamos o principio de explicagdo (VIGOTSKI, 2000) em detrimento da
descricdo. Deste modo, em vez de descrever cada tarefa, elas sdo explicadas com base
no livro de orientacdes ao professor.

Durante a anélise, estabelecemos um didlogo com os Fundamentos da Matematica,
referentes ao conceito de divisio e multiplicacdo (CARACA, 2002, BEZOUT, 1849) e
com os Fundamentos Logicos, Psicolégicos e Didaticos (DAVYDOV, 1982;
DAVIDOV E SLOBODCHIKOV, 1991; DAVIDOV, 1987 e DAVYDOV, 1998).

As questbes que nortearam 0 processo de analise foram: qual o ponto de partida das
proposi¢Oes davydovianas para introducdo dos conceitos de multiplicacéo e divisdao? Os
campos aritméticos, algébricos e geométricos sdo contemplados? Os conceitos de
multiplicacdo e divisdo sdo apresentados de modo inter-relacionado? A relacdo inversa
entre a multiplicacéo e a divisdo é considerada? Qual € o elo que interconecta esses dois
conceitos? Quais significacdes cientificas sdo consideradas?

De acordo com Davydov (1982), faz-se necessario antecipar o ensino dos conceitos
cientificos para os primeiros anos do Ensino Fundamental. O autor em referéncia
defende a formagdo nas criancas, desde 0s primeiros anos escolares, do pensamento
tedrico por meio da apropriacdo dos conhecimentos cientificos. Alem disso, alerta que a
educacdo escolar atual ndo acompanha o desenvolvimento cientifico contemporaneo.
Nas escolas ndo se tem dado a devida importancia a apropriacdo, pelos estudantes, do
conhecimento cientifico sistematizado e, consequentemente, ndo ha formagdo humana
adequada para suprir as necessidades requeridas pelo atual estagio de desenvolvimento
atingido pela humanidade.

Com base nesses e em outros principios, as proposi¢des davydovianas foram
elaboradas. Vale antecipar que no processo de andlise, explicitaremos que a introducéo
do conceito de divisdo e multiplicacdo, em Davydov, é realizada a partir de uma
representacdo fundamental do conceito de nimero, a reta numérica. E nesse contexto
matematico, que as tarefas revelam o movimento interno e as relagdes entre os conceitos
de diviséo e multiplicacao.

A seguir, procedemos a analise das sete tarefas davydovianas referentes a introducdo da

operacionalizacdo dos referidos conceitos matematicos, objeto do presente estudo.
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TAREFA 1: O professor apresenta dois recipientes de mesma forma e tamanho, um
com liquido (volume K) e outro vazio (figura 1). Ambos estdo sobre duas mesas
distantes uma da outra. A tarefa consiste em transferir o liquido de um recipiente ao
outro ('OPBOB, MUKVYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

Figura 1: Recipientes.

———

K
Fonte: Elaboragdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Para realizacdo da tarefa, sdo apresentados outros dois recipientes vazios (Figura 2).
Estes sdo de mesma forma que os anteriores, porém menores e com capacidades
distintas (TOPBOB, MUKYJIMHA ¢ CABEJIBEBA, 2009).

Figura 2: Unidades de medidas basica e intermediaria

-
Y =

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢cdes davydovianas.

O professor relata aos estudantes que uma crianga, ao fazer a transferéncia do liquido,
utilizou o recipiente de volume A e precisou repetir o procedimento por 24 vezes.

Enquanto expde, faz o seguinte registro no quadro (figura 3):

Figura 3: Representagdo das unidades basicas no esquema.

24
A > K

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

O esquema (Figura 3) representa 0 movimento da transferéncia de liquido e possibilita a
concluséo acerca de sua medida, ou seja, o0 volume A cabe 24 vezes no volume K. Mas

€ mesmo necessario repetir por 24 vezes o movimento de transferéncia até atingir todo o
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liquido? Ou existe outro modo de desenvolver a mesma tarefa mais rapidamente? Cabe
ao professor direcionar as discussfes para a conclusdo de que a utilizacdo de um
recipiente de volume maior facilita o processo de transferéncia e, consequentemente, de
medicdo (TOPBOB, MUKYJIMHA ¢ CABEJIBEBA, 2009).

A tarefa prevé que os dois recipientes menores (volumes A e C) sejam tomados como
unidade para medir o volume de medida K. Consideradas, respectivamente, de unidade
de medida basica e intermediaria. A partir disso, o professor apresenta o seguinte
questionamento: quantas unidades de medidas intermediarias cabem no volume K?
('OPBOB, MUKVYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

A tarefa ndo explicita a quantidade de vezes que serd necessario fazer a transferéncia do
liquido com a unidade de medida intermediaria. O professor inicia um dialogo com as
criancas por meio de questionamentos e as instiga na busca por solucdes. Se nenhuma
crianca apresentar a solucdo correta, o professor sugere encontrd-la a partir da
comparagéo entre os volumes A e C ('OPBOB, MUKVYJIMHA ¢ CABEJILEBA, 2009).
A relacdo quantitativa entre as duas unidades de medida possibilita a resolucdo da tarefa
no plano tedrico, ou seja, ndo sera necessaria a transferéncia de liquido novamente.
Surge, entdo, um novo questionamento: quantas vezes o volume da unidade de medida
basica (A) cabe na unidade de medida intermediaria (C)? O professor solicita ajuda aos
estudantes que realizem o procedimento, constatando que, no volume C (Figura 4), cabe
quatro vezes o volume A (TOPBOB, MUKYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

Figura 4: Relacéo quantitativa entre as unidades basica e intermediaria.

~ C
Fonte: Elaboragdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

A constatacdo de que o volume de medida C é igual a quatro vezes o volume de medida
A (C = 4A) possibilita a determinagéo da relagdo quantitativa entre os volumes Ke C. E
agora, quantas vezes o volume de medida C cabe no volume de medida K? Sabe-se o
total de medidas basicas (24A) e o valor da medida intermediaria (4A). Mas, como

determinar a quantidade de medidas intermediarias que compdem o volume K?
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A partir do esquema inicial (Figura 3), que representava a quantidade de medidas
béasicas, o professor traca uma seta da esquerda para baixo, e coloca o nimero 4 (Figura
5), que representa o valor da medida intermediaria. Na sequéncia, acrescenta uma seta a
esquerda do esquema, e escreve um ponto de interrogacdo, que representa o valor
desconhecido, referente ao total de medidas intermediarias (TOPBOB, MUKYJIMHA ¢
CABEJIBEBA, 2009).

Figura 5: Operacéo de divisdo no esquema.

24

A

\ 4
~

C

Fonte: Elaboragdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Novamente o professor questiona: quantas medidas C serdo colocadas no recipiente
para concluirmos a medida do volume de liquido K? As criangas expressam suas
opiniBes e o professor sugere representar esse movimento operacional na reta numérica,
conforme a figura 6 (TOPBOB, MUKYJIMHA ¢ CABEJIBEBA, 2009).

Figura 6: Tarefa 1 — Operagao de divisdo na reta numérica

1 3 3 7 9 11 13 15 17 13 21 23
—ttt—t—t—t—t—t—t—f—t—t—t—
0~ 2 4. 6 _-8-_ 10 A2~ 14 ~16~_18 ~20~_22 -~

- e I fna — -

Feme: Flabvencdo govm com bagr-pas gropogicles davpdoviaas

Fonte: Elaboragdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

No procedimento com a reta, a questdo norteadora das reflexdes serd em relacdo ao total
de medidas intermediarias. Como o valor de cada medida intermediaria é quatro (4)
unidades basicas, 0s agrupamentos (delimitados pelos arcos) serdo compostos, na reta,
por quatro unidades cada, até atingir o total de 24 unidades de medidas basicas
(FOPBOB, MUKYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

Em seguida, verifica-se a quantidade de arcos que se formaram. A conclusédo a ser
obtida é que sdo 24 unidades basicas ao todo, agrupadas de quatro em quatro, por seis
vezes ('OPBOB, MUKVJIMHA ¢ CABEJIBEBA, 2009).
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Deste modo, a tarefa € resolvida, teoricamente, na reta numérica. Este foi o contexto que
possibilitou a determinacdo de quantas medidas intermediarias (6) havia no total de
medidas basicas (24). Para finalizar, o professor informa que o procedimento de
determinar a quantidade de unidades de medidas intermediarias chama-se divis&o.
Dividiram-se vinte e quatro (24) por quatro (4), obteve-se seis (6) como resultado, ou
seja, 24 + 4 = 6 (TOPBOB, MUKYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

Na tarefa em analise, 0 conceito de divisdo é introduzido por meio de situacdes que
possibilitam a revelacdo de seu contetido, por conseguinte, ndo ha apresentacdo por
meio de defini¢cdes formais, pois, para Davydov (1982), se os conceitos forem restritos a
algumas definicdes verbais, havera limitacbes no processo de apropriacdo dos mesmos.
Tal atitude € insuficiente e insatisfatoria a luz dos pressupostos da Teoria Historico-
Cultural, pois atende somente as exigéncias formais da propria definicdo, em vez de seu
conteudo tedrico, pois possibilita apenas uma vaga ideia sobre o conceito em estudo. De
acordo com Kopnin (1960, p. 321), “[...] se a profunda andlise da esséncia dos
fendmenos € substituida por magras definicbes, estas deixam de ser um meio para o
conhecimento da realidade”.

A abordagem proposta por Davydov e seus colaboradores se diferencia das proposi¢coes
brasileiras, neste aspecto, pelo fato de que as defini¢des séo reproduzidas pelas criangas
em seus detalhes essenciais durante o desenvolvimento das tarefas. Nao ha apresentacédo
de sua forma pronta. Estas sdo ponto de chegada, em Davydov, apesar de ser o
verdadeiro ponto de partida, mas ndo em forma de sintese. O desenvolvimento das
tarefas davydovianas possibilita a revelagcdo dos aspectos internos do conceito em nivel
teorico.

TAREFA 2: O professor propde aos estudantes que efetuem, na reta numérica (Figura
7), aoperacdo 12 +4=__ (FOPBOB, MUKVJIMHA e CABEJILEBA, 2009).

Figura 7: Operacdo da divisdo na reta numérica.

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposic6es davydovianas.

O procedimento na reta (Figura 7) foi realizado a partir do produto (12), seguido de

arcos compostos por quatro unidades cada, até atingir o numero zero. O professor
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apresenta 0 esquema (Figura 8) com um valor desconhecido para ser determinado
(TOPBOB, MUKVYJIMHA ¢ CABEJIBEBA, 2009).

Figura 8: Operacéo da divisdo no esquema.

12

\ 4

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

O esquema representa 0 seguinte questionamento: quantas unidades de medidas
intermediarias (compostas por quatro unidades basicas) existem em doze unidades de
medidas basicas? Com base no procedimento realizado na reta numérica, é possivel
concluir que sdo trés (3) medidas intermediarias que compbe o todo (12), ou seja,
quatro cabe trés vezes em doze. A tarefa € concluida com o registro no esquema,
conforme figura 9 (TOPBOB, MUKVYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009):

Figura 9: Resultado da operacéao de divisdo no esquema.

12

\4

4 3

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Em Davydov (1982), é indispensavel que os fundamentos dos conhecimentos cientificos
sejam contemplados desde os anos iniciais, por meio de tarefas que possibilitem o
desenvolvimento do pensamento tedrico. Cabe ao professor organizar, dirigir e criar as
condigdes para o desenvolvimento da capacidade de pensar, dos estudantes, no plano
tedrico (DAVIDOV, 1987). Isso significa que a divisio empirica de 12 objetos (balas,
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bolas, dedos, tracos...) por quatro, como comumente é realizada no ensino brasileiro, é
insuficiente.

TAREFA 3: O professor disponibiliza algumas retas para que as criangas realizem as
seguintes operagdes: 12 + 3; 18 + 3; 12 +4; 16 + 4. Para a primeira operacdo (12 + 3)

temos a seguinte representacdo na reta numérica (Figura 10):

Figura 10: Operacdo da divisdo 12 + 3 na reta numérica

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Como doze (12) é o total de medidas basicas, foram marcadas 12 unidades de medidas
na reta. A partir do ponto da reta representado pelo numero doze, formaram-se
agrupamentos compostos por trés (3) unidades basicas cada, até atingir o ponto
referente a0 nimero zero. Os agrupamentos, unidades de medida intermediaria, sdo
representados por meio de arcos. O resultado da divisdo, o quociente, serd quatro (4).
Portanto, nas 12 unidades de medidas béasicas foram formadas quatro (4) unidades de
medidas intermediarias (TOPBOB, MUKVYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009). Do mesmo
modo se procede com as demais operagdes apresentadas na tarefa. Ao dividir o
dividendo pelo divisor, 0 objetivo é determinar quantas vezes o divisor cabe no
dividendo. Conforme Bézout (1849, p. 45):

Repartir ou dividir um nGmero por outro, ndo é outra coisa mais do
que buscar quantas vezes o primeiro deles contém o segundo; e a
operacdo com que se busca chama-se [...] divisdo. Assim, repartir 12
por 4 é 0 mesmo que buscar em 12 quantas vezes ha 4, que sera trés
Vezes.

O ndmero que se toma para se dividir chama-se dividendo [...]; o
namero pelo qual se divide, chama-se divisor [...]; € 0 nimero que
mostra quantas vezes o dividendo contém o divisor, chama-se
guociente.

A operacdo da divisdo, nas tarefas davydovianas, € realizada a partir de uma
representacdo geométrica fundamental em Matematica, a reta numérica. Assim, 0
quociente é determinado a partir da inter-relacdo entre as significacfes aritméticas e
geomeétricas, e propicia a revelagdo do conceito cientifico de divisdo mencionado por
Bézout (1849).
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TAREFA 4: O professor apresenta alguns recipientes com liquido e um esquema
abstrato (Figura 11). Sugere, entdo, que as criancas estabelecam relagdes entre a
representacdo objetal (na especificidade da presente tarefa, por meio de liquidos) e a
representacédo abstrata (TOPBOB, MUKYJIMHA ¢ CABEJIBEBA, 2009).

Figura 11: recipientes com liquido e esquema.

ﬁ i 4 3
N -

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

A partir da analise, os estudantes deverdo concluir, com a orientacdo do professor, que
ha quatro (4) medidas basicas (unidade de medida menor) em uma unidade de medida
intermediaria, e esta cabe trés (3) vezes no total de medidas basicas colocadas no
recipiente maior. A questdo norteadora para continuidade do desenvolvimento da tarefa
é: qual o total de unidades de medida basicas do recipiente maior? (I'OPBOB,
MUKVYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

Para a resolucdo, o professor sugere a utilizacdo da reta numérica (Figura 12). Contudo,
antes que os agrupamentos de medidas intermediérias sejam representados na reta, 0s
estudantes sdo questionados por onde iniciar o registro dos arcos. Esta pergunta é
relevante para que eles reflitam sobre o movimento inverso inerente ao processo de
desenvolvimento da tarefa, quando comparado com as tarefas anteriores. Desta forma,
envolve a operacdo inversa da divisdo, a multiplicacdo e, por se tratar de operacdes

inversas, 0 movimento, pela reta numérica, também é inverso.

Figura 12: Operagdo da multiplicagdo na reta numérica.

1 3 5 7 9 11 13 15

| — —t—r ——1 —ij -
2 4 6 8 10 12 14

Fonte: Elaboragdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Foram formados, na reta numérica (figura 12), agrupamentos compostos por quatro (4)
unidades bésicas, representados pelos arcos. Estes se repetem por trés (3) vezes, a partir
do nimero zero. O ponto de partida para a operacdo de multiplicacdo foi o zero (0),

porque o valor do todo, que na operacdo da divisdo era ponto de partida, agora é
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desconhecido. Apo0s a realizacdo do procedimento na reta numérica, as criangas
completam o nimero doze (12) no esquema (Figura 13) - total de unidades de medidas
basicas (TOPBOB, MUKVYJIMHA ¢ CABEJIBEBA, 2009).

Figura 13: Resultado da operagdo da multiplicacdo no esquema.

12

\ 4

4 3

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Para finalizar, o professor informa que, o valor desconhecido, refere-se a quantidade de
medidas bésicas, ou seja, o produto. E, também, que a operacdo pela qual se determina
0 produto é a multiplicagdo (TOPBOB, MUKYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

Deste modo, 0 movimento interno entre as operacdes de divisdo e multiplicacdo é
revelado. Vale ressaltar que o conceito de multiplicacdo ja havia sido objeto de estudo
nas tarefas precedentes do livro didatico davydoviano. A anélise, no presente artigo,
incide nas relacGes entre ambas. Aos leitores interessados na introdugdo do conceito de
multiplicacdo em Davydov, indicamos a dissertacdo de mestrado desenvolvida por
Madeira (2012).

TAREFA 5: Por meio do esquema (Figura 14), as criancas deverdo determinar o valor
desconhecido relativo ao total de medidas intermediarias. Sabe-se, a partir do esquema,
que sdo dezoito (18) unidades de medidas bésicas e seis (6) unidades de medida
intermediaria (TOPBOB, MUKVYJIMHA e CABEJILEBA, 2009).

Figura 14: Representacdo do volume no esquema.

18

6 ?
8 &,

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢cdes davydovianas.
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Na tarefa anterior, tinhamos a unidade de medida intermediaria e a quantidade de vezes
que esta se repetia. Os estudantes deveriam determinar o total de unidades de medidas
basicas, ou seja, o produto (resultado da operacdo 4 x 3 = 12). Na presente tarefa, o
movimento é inverso. S8o apresentados o total de medidas béasicas e a medida
intermediaria. A questao norteadora para o desenvolvimento da tarefa é: quantas vezes a
medida intermediaria cabe no total de medidas basicas (volume maior de liquido)? Ou
seja, qual é o valor do quociente? Por meio da reta numérica (Figura 15) é possivel
determinar o valor desconhecido ('OPBOB, MUKVYJIMHA e CABEJILEBA, 2009):

Figura 15: Operacéo da divisdo na reta numérica.

Fonte: Elaboragdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Na reta, foram compostos grupos de seis (6) unidades. Como o valor do todo é
conhecido, este, na representacdo geométrica da operacao, constitui o ponto de partida.
Portanto, o inicio do processo na reta numérica € o nimero dezoito (18) em direcdo ao
zero. A constatacdo é de que havia trés (3) unidades de medidas intermediarias em
dezoito (18) unidades de medida béasica (TOPBOB, MUKVYJIMHA e¢ CABEJIBEBA,
2009).

A tarefa é finalizada com o registro do resultado obtido no esquema (Figura 16), logo,
com o registro do valor trés (3), que representa o total de unidades de medidas
intermediarias ou quociente (TOPBOB, MUKVYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

Figura 16: Resultado da operagdo da divisdo no esquema.

1

>

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Asseveramos que as tarefas em analise sdo complexas e as criangas nao conseguiriam

resolvé-las. Entretanto, vale ressaltar que, nas tarefas davydovianas, o professor orienta
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cada acdo dos estudantes. Assim, ele “¢ o agente de integracdo social, ¢ responsavel
pela aprendizagem dos conceitos cientificos” dos seus estudantes (ROSA, 2006, p. 27),
além de organizador e o orientador durante a execucdo das tarefas (ROSA, 2012). E
importante salientar que as pesquisas desenvolvidas por Davydov e seus colaboradores,
durante vinte e cinco anos, creditam a possibilidade de desenvolvimento das tarefas por
parte dos estudantes com orientacao do professor (DAVYDOV, 1982).

TAREFA 6: Nos registros 5 x 2 e 8 + 2, é para determinar o produto ou quociente?
(FOPBOB, MUKYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).

No registro 5 x 2, 0 nimero cinco (5) representa a medida intermediaria e o nimero dois
(2), quantas vezes a medida intermediaria se repete. Na reta numérica (Figura 17), as
criancas deverdo agrupar as unidades bésicas, de cinco em cinco, por meio dos arcos.
Assim, serdo formados dois (2) agrupamentos (arcos). O procedimento é iniciado a
partir do ponto zero na reta. O ponto de chegada do Gltimo arco representa o valor total

de unidades de medidas bésicas, ou seja, 0 produto. Deste modo, 5 x 2 = 10:

Figura 17: Operacéao da multiplicagdo na reta numérica.

1 3 5 7 9 11 13 15

| t | t t | t | | t | t -

0 2 4 6 8 10 12 14
Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

E o registro 8 + 2, permite determinar o produto ou quociente? O nimero oito (8)
representa o total de unidades de medidas basicas, e 0 nimero dois (2), o valor da
medida intermediaria. As criangas deverdo concluir, com orientagdo do professor, que
conhecem o valor do todo, e sendo necessario encontrar uma das partes, o quociente. O
professor também propde o desenvolvimento da tarefa na reta numeérica, a partir da
seguinte questdo norteadora: quantas vezes dois (2) cabem em oito (8)?

Como o valor oito (8) representa o total de unidades de medidas basicas (todo), serdo
formados, a partir do ndmero oito, agrupamentos (unidade de medida intermediaria)
compostos por duas (2) unidades basicas, até atingir o ponto da reta referente ao nimero

zero (Figura 18):
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Figura 18: Operacéo da divisdo na reta numérica.

4
O ) f b 8

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

A constatacdo, a partir do procedimento desenvolvido na reta numérica, sera que a
unidade de medida intermediaria dois (2) cabe quatro (4) vezes nas oito (8) unidades de
medidas basicas. A operacdo a ser realizada para determinar o valor desconhecido é a
divisdo, cujo resultado é o quociente (TOPBOB, MUKVYJIMHA e CABEJIBEBA, 2009).
A tarefa tem como finalidade, a sistematizacdo do conceito de divisdo e multiplicacéo e
a inter-relagdo entre ambos. A evidéncia é para o significado do conceito de divisdo
como operagéo inversa da multiplicacdo e suas representagdes.

As tarefas propostas por Davydov e seus colaboradores permitem a constatacdo, a partir
das significacdes geométricas, que multiplicacédo e divisdo apresentam um movimento
interno inverso entre si. Por exemplo, no primeiro registro da tarefa (5 x 2), é a unidade
de medida intermediaria (cinco) que se repete duas vezes, no movimento orientado da

esquerda para a direita, até atingir o namero 10 na reta numérica (5 x 2 = 10), figura 19:

Figura 19: Operacéao da multiplicagdo na reta numérica.

1 3 S 7 9 11 13 15

} t } t t } t } } t } t -

0 2 4 6 8 10 12 14
Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

O movimento inverso ocorre na operacdo de divisdo de dez (10) por cinco (5). O todo
(10) é conhecido e, a partir deste, sdo formados agrupamentos compostos por cinco (5)
unidades basicas cada, até atingir o nimero zero. O resultado sera dois agrupamentos,
ou seja: 10 + 5 = 2 (Figura 20):

Figura 20: Operacéo da divisdo na reta numérica.

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.
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Em sintese, na operacdo de multiplicagdo, os agrupamentos sdo formados a partir do
ponto zero (0) em direcdo ao total, em outras palavras, o produto. Na divisdo ocorre o
inverso: 0s agrupamentos iniciam do total de unidades de medidas basicas (produto) em
direcdo ao ponto zero (0). Esta ultima possibilita a determina¢do da quantidade de
unidades de medidas intermediarias, o quociente.

TAREFA 7: O professor expde uma reta numérica (Figura 21) e questiona as criancas

sobre qual operacdo foi realizada.

Figura 21: Operacéo da multiplicagdo e divisdo na reta numérica

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

é’\,,%_I___2'__,,/h\_j_l__'__,,./é\______é__ /\;_l_p__l___,,/ihi\____ _1_5_/ 6 18 20 2

Fonte: Elaboragdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas.

Para a finalizacdo da tarefa, o professor faz dois registros no quadro e solicita que as
criangas completem, conforme segue: 3 x 5 = 15 e 15 + 3 = 5. Deste modo, conclui-se
que a operacdo poderia ser, tanto de multiplicacdo, quanto de divisdo. Mas, por que isso
ocorre? A conclusdo, apds as reflexdes com base na reta numeérica, é de que, em ambos
0s casos, trata-se da mesma quantidade de unidades de medidas basicas e
intermedidrias.

Por outro lado, a maioria das proposicdes brasileiras ndo contempla 0 movimento que
inter-relaciona as operacdes de multiplicacéo e divisdo. Geralmente, a operacdo 6 x 3 é
representada do seguinte modo: 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 18. Ou seja, seis (6) vezes 0

namero trés (3), significando que o trés (3) repete-se por seis (6) vezes (figura 22):

Figura 22: Operacéo da multiplicagdo e divisdo na reta numérica.

1 5 7 11 13 17
} f f } } f f } } f f } >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Fonte: Elaborago nossa com base nas proposi¢des brasileiras.

A representacdo, no esquema abstrato, das operacOes de divisdao e multiplicagcdo com
base na interpretacdo apresentada na reta anterior pode ser verificada na figura 23:
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Figura 23: Operacéo da multiplicagéo e divisdo na reta numérica

18 ?

N7 S

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des brasileiras e davydovianas.

Assim, a medida intermediaria seria seis (6), porém, diferentemente das proposicoes
davydovianas, 0 mesmo ndo ocorre na multiplicacdo. Nesta, a medida intermediaria a
ser considerada seria 0 numero 3. Desta forma, perde-se de vista a condi¢do para que as
operagdes de multiplicacdo e divisédo sejam inversas entre si: que a unidade de medida
intermediaria coincida.

Ao considerar a divisdo como inversa da multiplicacdo, as proposicdes brasileiras
geralmente apresentam exemplos como: 6 x 3 = 18, entdo 18 + 3 = 6. Tais operacgoes

seriam assim representadas na reta numérica (Figura 24):

Figura 24: Operacéo de multiplicagdo e divisdo na reta numérica

Fonte: Elaboragdo nossa com base nas proposicdes brasileiras.

Os arcos compostos por trés (3) unidades cada, sobre a reta, representam a operacéao de
multiplicacdo, e 0s arcos que representam agrupamentos com seis (6) unidades,
localizados abaixo da reta, representam a divisdo. A analise da representagdo anterior
(figura 24) leva a elaboracdo dos seguintes questionamentos: Tal representacdo é
expressao do movimento entre duas operacOes inversas entre si? Por que 0s arcos sao
compostos por quantidade de unidades diferentes, um com trés (3) e outro com seis (6)?
Caraca (2002) apresenta alguns apontamentos que possibilitam refletir sobre as questoes
apresentadas anteriormente, ao conceber a divisdo como operagdo inversa da
multiplicacdo:
a:b=c <~—b.c=a

Ao nimero a chama-se dividendo; ao nimero b, divisor; ao nimero c,
quociente; a divisdo &, portanto, a operacéo pela qual, dados o dividendo e o
divisor, se determina um terceiro nimero, quociente, que multiplicado pelo
divisor da o dividendo (CARACA, 2002, p. 22).
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Para explicitar a relacdo entre a definicdo anterior e as proposi¢es davydovianas,

apresentamos o seguinte esquema abstrato (Figura 25):

Figura 25: Operacéao de multiplicacdo e divisdo no esquema abstrato.

a

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas e em Caraca.

Segundo Caraga (2002, p. 18), “a multiplicagdo define-se como uma soma de parcelas
iguais”. A representagdo apresentada na figura anterior (25) consiste na seguinte ideia: 0
numero b, que se repete, chama-se multiplicando (unidade de medida intermediaria); o
nimero ¢, que representa a quantidade de vezes que b se repete, chama-se
multiplicador, e o resultado (a) é chamado produto (total de unidades basicas),

conforme a figura 26:

Figura 26: Representacdo algébrica da multiplicacéo.
(c)
b.c=b+b+..+b

Fonte: Elaboracdo nossa com base em Caraga (2002).

As definigdes apresentadas por Caraca (2002) levam a questionar o modo pelo qual as
proposicOes brasileiras apresentam o conceito de multiplicacéo e divisdo. Como vimos,
de acordo com o autor, o multiplicando (a) cumpre um papel passivo, € 0 nimero que se
repete, e a quantidade de vezes que o multiplicando sofre repeticdo é determinada pelo
multiplicador (b). Portanto, a operagdo 6 x 3, em concernéncia com as proposic¢oes
davydovianas e os Fundamentos da Matematica apresentados por Caraca, seria assim

representada na reta numérica (figura 27):

Figura 27: Operacéao da multiplicagdo na reta numérica.

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas e em Caraca.

Por conseguinte, diferentemente da representacdo elaborada com base em algumas

proposi¢cOes brasileiras (figura 22), o numero 6, multiplicando, € 0 ndmero que se
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repete; e o numero 3, multiplicador, determina quantas vezes o multiplicando se repete:
6x3=6+6+6=18. Sua operacdo inversa é 18 + 6, e nela, o todo (18) é agrupado de
6 em 6 unidades. O total de vezes que seis (6) se repete determina o quociente da

operagéo, o resultado (figura 28):

Figura 28: Operacéo de divisdo na reta numérica.

1 3 5 7 9 11 13 15 17

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas e em Caraca.

De maneira distinta da representacdo elaborada com base nas proposi¢cdes brasileiras
(figura 24), a representacdo geométrica das operacdes 6 x 3 e 18 + 6, em uma Unica reta,

consiste em (figura 29):

Figura 29: Operacdo da multiplicacdo e divisdo na reta numérica.

1 3 5 7 9 11 13 15 17

| | | | | | | »
T T t T T >

2 4 8 10 14 16 8

Fonte: Elaboracdo nossa com base nas proposi¢des davydovianas e em Caraca.

Diante do exposto, surgem 0s seguintes questionamentos: a representacdo apresentada
na figura 29 e expressdo do movimento entre duas operacdes inversas entre si? Por que
0s arcos sdo compostos pela mesma quantidade de unidades? Qual a diferenca entre a
representacdo apresentada nas figuras 24 e 29?
A figura 29 consiste na representacdo da divisdo como operagdo inversa da
multiplicacdo. O inverso, aqui, consiste em dois movimentos orientados em sentidos
opostos, porém, com o mesmo intervalo entre eles.
De acordo com a propriedade comutativa da multiplicacgéo, temos:
A comutativa de a x b = c consisteembxa=c

A operacdo inversade ax b =cconsisteemc+a=b

A operagdo inversade b x a=cconsisteemc+b=a
As proposicdes brasileiras, comumente, ndo consideram a inversdo da operagdo, mas de
sua comutativa. Por exemplo, a comutativa da operacdo a x b =c é b x a =c. As

operacg0es inversas sdo, respectivamente, c-a=bec+b=a.

184 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.16, n.1, pp. 167-187, 2014



A primeira vista, podem parecer irrelevantes as reflexdes aqui apresentadas sobre
proposicOes brasileiras. Porém, esta adquire sua importancia em funcdo do que alerta
Caraca (2002, p. 25), quando afirma que, no calculo aritmético e algébrico, as
propriedades matematicas sdo aplicadas constantemente, e quem as conhecer bem “tem

a chave do célculo algébrico”.

Consideracoes finais

Investigamos o movimento conceitual adotado por Davydov e seus colaboradores ao
proporem o ensino do conceito de multiplicacdo e divisdo dos numeros naturais no
segundo ano do Ensino Fundamental. Durante a investigagdo, constatamos que 0 ponto
de partida, no desenvolvimento de cada tarefa, é a relacdo entre grandezas (volumes
com volumes e comprimentos com comprimentos).

A abordagem dos conceitos ndo ocorre de forma linear, mas trata-se de um movimento
marcado por avangos e retrocessos de modo interconectado. Por meio do esquema
abstrato, Davydov e seus colaboradores introduzem o conceito da divisdo como inverso
do conceito de multiplicacdo. Para tanto, adotam a mesma unidade de medida
intermediaria para ambos, 0 que possibilita a representacdo, na reta numérica, do
segmento com agrupamentos idénticos. Tais agrupamentos apresentam 0 mesmo
nimero de unidades, porém, com movimentos de sentidos contrarios, que expressam a
relacdo inversa que ha entre os dois conceitos. Ao partirem do esquema e atentarem
para as posi¢cdes ocupadas pelas unidades de medidas, que se repetem em ambas as
operacOes, as tarefas possibilitam as representacGes geométricas do elo que sustenta o
movimento interno de inversibilidade.

O estudo dos Fundamentos da Matematica (CARACA, 2002) atrelado ao material
didatico davydoviano, possibilitou a apreensdo do significado do esquema genérico
como representacdo das propriedades matematicas inerentes aos conceitos de
multiplicagdo e divisdo, por meio da reta numérica. Assim, ao propor o esquema em
suas proposicbes de ensino, Davydov e seus colaboradores introduzem,
significativamente, as primeiras no¢oes das propriedades tedricas da Matematica.

Os conceitos de divisdo e multiplicacdo sdo apresentados a partir da inter-relagdo entre
0s campos aritmético (operagfes numeéricas), geométrico (reta numérica, esquema
abstrato, volume, comprimento) e algébrico (relacdo genérica entre as grandezas

representadas por meio de letras).
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Ressaltamos que o trabalho apresentado no decorrer deste artigo € resultante de uma
pesquisa de natureza tedrica. Davydov e seus colaboradores elaboraram, desenvolveram
e suas proposicdes de ensino sdo reelaboradas com base em investigacfes desenvolvidas
com estudantes, nas escolas russas, durante muitos anos. Porém, ainda ndo ha
investigacOes sobre os resultados do desenvolvimento das proposi¢es davydovianas
para o ensino de multiplicacdo e divisdo com estudantes brasileiros. Tal objeto integra

nossas intencdes de futuras pesquisas.
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