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Resumo

Com a presente pesquisa, buscamos identificar as operacgdes discursivas recorrentes,
utilizadas por alunos, na resolucdo de problemas matematicos. Procuramos identificar
as diferencas de discurso na resolucéo de problemas segundo o grau de escolaridade e
também segundo a validade do ponto de vista de argumentacdo matematica.
Procuramos solugbes para as perguntas: Que operacOes discursivas sdo mais
recorrentes pelos alunos na resolucdo de problemas matematicos? Ha diferencas de
discurso na resolucdo de problemas segundo o grau de escolaridade? O discurso
utilizado na resolucdo do problema matematico é valido do ponto de vista de
argumentacdo matematica? As reflexfes analiticas foram fundamentadas na Teoria de
RepresentacGes Semioticas, segundo Raymond Duval, que se mostrou adequada para
oferecer explicagOes sobre as diferentes formas de resolver problemas e de valida-las
do ponto de vista da argumentacdo matematica. Avancamos com algumas analises e
nos aproximamos de algumas solugdes, que foram expostas ao longo do texto.
Palavras-chave: representacfes semioticas; resolucdo de problemas; operacdes
discursivas.

Abstract

The aim of this research was to identify the recurrent discursive operations used by
students in the resolution of math problems. The study tried to identify the difference in
the discourse used in the resolution of problems according to students’ level of
schooling, as well as to the point of view present in the mathematical reasoning. To this
end, the study tried to answer the following questions: What discursive operations are
more used by students in the resolution of mathematical problems? Are there any
differences in the discourse used by students in the resolution of problems according to
their level of schooling? Is the discourse used in the resolution of mathematical
problems valid in terms of math reasoning? The analytical reflections in the Semiotic
Representation Theory, according to Raymond Duval, were adequate to offer
explanations concerning the different forms of solving problems and validating them
from a mathematical reasoning point of view. The study provided the advancement of
some analysis and also allowed us to present some solutions.
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Introducéao

Neste estudo, analisamos a resolucdo de determinadas situacdes-problema por alunos da
educacdo basica e superior. As analises voltaram-se para os tipos de solucdes
apresentadas — que podem ser de ordem pragmatica ou intelectual — e seu valor de
prova. Nossas anélises, realizadas no plano do discurso, foram subsidiadas pela Teoria
de Representagdes Semioticas, segundo Duval (1995, 2004).

Para Duval (1995, p. 89-91) uma lingua se vale de dois grupos de func¢des radicalmente
diferentes. Um grupo que lhe é préprio e retne as fungdes discursivas, e outro grupo,
que é comum a qualquer sistema de representacdo e que retne as funcdes meta-

discursivas, conforme se pode perceber no esquema a seguir:

Figura 1: Fungdes metadiscursivas e discursivas no uso de uma lingua

Funcdes (1) Comunicag¢do operagodes

metadiscursivas — > (2) Tratamento
(3) Objenvagao Designagao pura
* (4) Referencial , Catcgor_izaq?o simples
. Determinagao
LINGUA NATURAL Descrig¢ao
operagoes
\ Iéxicos
Predicagao Sistematico
Funcdes discursivas Elocug¢do Associativo
A\ / Predic. e elocugdo De extensdo semantica
(5) Apofantica V\v:llores
- Logico
- operagdes ; .
(6) Reflexividade Lt Epistémico
Substitui¢do Social

Acumulagio

formas
(7) Expansdo discursiva Similitude Similtude
interne externa
Semilitude | Expansdo Expansdo
semiotica lexical formal

Semilitude | Expansdo Expansao
semantica | natural cognitiva

Fonte: Esquema elaborado pelos autores a partir de Duval (1995, p. 87-136)

Analise do esquema da Figura 1

A analise do esquema da Figura 1 tomara por base principalmente os escritos de Duval
(1995, p. 87-136), a partir dos quais este esquema foi construido. As palavras ou
expressdes em negrito, neste item do texto, referem-se aos termos encontrados no

esquema da Figura 1.
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A funcdo de comunicagdo é uma condicdo necesséria a qualquer sistema semidtico de
representagdo. Para o “registro”, termo utilizado por Duval (1995, p. 21; 2004, p. 44),
sdo primordiais as funcdes de tratamento e objetivacdo, para que seja possivel
designar, também, um sistema semidtico de representacdo, além da comunicacao.

O tratamento diz respeito as operagdes que podem ser efetuadas no interior do registro.
Por exemplo, quando alguém, em uma conversa, com o intuito de deixar claro alguma
coisa, diz a frase “em outras palavras”, seguida de uma nova oragao, esta pessoa se vale
de um recurso da lingua para dizer “a mesma coisa”, mas com outros termos e outras
possibilidades que a lingua também Ihe oferece. A criacdo de novos registros em
matematica tem, na possibilidade de tratamento, um de seus elementos motivadores: o
sistema decimal de numeracdo é um exemplo importante, basta compara-lo com o
sistema romano de numeragdo, em que o0s tratamentos séo extremamente custosos.

A objetivacdo diz respeito a possibilidade do sujeito de se conscientizar de algo de que
ele ndo tinha consciéncia, enquanto um trabalho de exteriorizacdo ainda ndo havia sido
acabado. Este tipo de exteriorizacdo pode acontecer ndo apenas na lingua, mas por
outros meios — como por exemplo, por um simples desenho. Essas trés funcoes
(comunicacdo, tratamento e objetivacdo) pertencem a qualquer sistema semiotico de
representacéo.

Entretanto, um sistema semidtico, para ser considerado uma lingua, além de cumprir as
funcbes de comunicacgdo, tratamento e objetivacdo, deve preencher todas as funcdes
discursivas. Ou seja, ele deve ser capaz de:

- poder designar objetos ((4) Funcéo referencial);

- dizer algo dos objetos assim designados sob a forma de uma proposic¢éo ((5) Fungéo
apofantica);

- marcar o valor, 0 modo ou estatuto de uma expressao ((6) Funcéo de reflexividade);

- religar uma proposicdo a outra de forma coerente ((7) Funcdo de expansao
discursiva).

No interior de cada uma dessas funcbes discursivas, diferentes operacdes discursivas
podem ocorrer. No caso da funcdo referencial, podemos observar, no esquema da figura
1, quatro operacdes possiveis:

- Designacéo pura: consiste na identificagdo de um objeto. Por exemplo, P e r na frase
seguinte: “Seja P um ponto qualquer dareta r...”;

- Categorizacao simples: identificacdo de um objeto por uma de suas caracteristicas.

Por exemplo, MMC na frase seguinte: “Determinar o MMC dos niimeros 3, 4 ¢ 9”;
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- Determinacéo: torna preciso o campo de aplicacdo da operacdo de categorizagéo. Por
exemplo, a frase anterior “Determinar 0 MMC dos ntimeros 3,4 ¢ 97;

O que se pode perceber, nestas duas Ultimas operacOes, € que a categorizagao simples
ndo é suficiente por si sO para designar um objeto, ela deve estar combinada com a

operagéo de determinacéo.

Ha ainda outra funcdo discursiva, qual seja:

- Descricéo: consiste em identificar um objeto pelo cruzamento de diversas operacOes
de categorizacdo; é uma operacdo de categorizacdo mais complexa. Ainda na frase
anterior, MMC designa o Minimo Multiplo Comum, e os algarismos 3, 4 e 9 designam
0s numeros. Essas duas designacgdes sdo interligadas pela preposicdo de: “Determinar o
MMC dos (de + os) nimeros 3, 4 ¢ 9”.

Nenhuma lingua, mesmo a natural, pode ter um nome para cada objeto ou classe de
objetos. Portanto, € por meio da operacdo de descricdo que se pode nomear qualquer
objeto, apesar da limitacdo lexical (DUVAL, 1995, p. 99).

Um [éxico é um conjunto de elementos (signos, palavras ou simbolos) que permite
marcar explicitamente a realizacdo de cada uma dessas quatro operagdes discursivas da
funcéo referencial. Ele é caracterizado, para a funcéo de designacdo, como associativo,
sistematico e de extensdo semantica.

Podemos dizer que “um léxico é associativo quando o léxico de partida ndo remete mais
a um conjunto de elementos elementares, mas a uma diversidade de objetos e
fendmenos do meio fisico e do ambiente sociocultural” (DUVAL, 1995, p. 103). Por
exemplo, seja AB o segmento de reta; seja AB o lado do tridngulo ABC. Nesses casos,
o0 lexico AB ¢é associado ao segmento de reta e também ao lado do triangulo. O sistema
posicional decimal de numeracdo ¢ um exemplo claro de Iéxico sistematico, uma vez
que qualquer numero é designado a partir da posicdo e da combinagcdo de dez signos
iniciais. Ja o procedimento por extensdo semantica permite que novos objetos sejam
criados por metonimia, metafora, sinédoque etc.

Em relacdo a funcédo apofantica, podemos destacar duas operacfes que podem ser
efetuadas de forma isolada ou em conjunto: predicacdo e elocugdo. Uma unidade
apofantica pode ser vista pelo seu conteldo ou estatuto: o contetdo diz respeito aos
diferentes aspectos pelos quais ela pode ser considerada (materialidade dos signos que
permite distinguir um do outro, afora as significagdes e associa¢Bes de suas expressoes),

enguanto que o estatuto refere-se ao papel que ela preenche na organizagédo global do
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discurso — hipoteses dadas, premissa, regra, conclusdo intermediaria, conclusao final
(DUVAL, 1995, p. 123-124).

Uma lingua deve permitir a distingdo entre o engajamento do locutor e aquilo que ele
quer dizer. Granger (1979, p. 170-172) define esta funcdo da lingua como elocugao.
Mas, conforme afirma Duval (1995, p. 133) ndo é somente para fins de comunicacéo
entre as pessoas que as marcas de enunciacdo sao importantes, e prefere chamar esta
funcdo de funcao de reflexividade para o discurso com fins estritamente cientificos. Do
fato que uma unidade apofantica depende de um ato de elocugdo ou predicacdo, ou de
elocucdo e predicagcdo ao mesmo tempo, este enunciado pode ter um valor social,
epistémico ou légico — em geral, ndo explicito. No caso em que o valor I6gico sobressai
sobre os demais, como no discurso cientifico, a funcdo de comunicacdo persiste. No
entanto, estd implicita, também, a funcdo de tratamento, que é fundamental para a
expansao discursiva.

A funcdo de expansdo discursiva € importante por permitir ao interlocutor fazer
inferéncias, tornando explicito o que, no discurso, esta implicito. Isto significa que o
discurso diz mais do que parece dizer, e isso ocorre por meio das operac¢des discursivas.
Estas, por sua vez, ocorrem pelos modos de progressao do discurso, que podem ser de
dois tipos: o primeiro é caracterizado como l6gico e o segundo como natural, por ser
mais espontaneo. Por exemplo, o discurso a seguir caracteriza a expansdo discursiva do
tipo logico: se AABC ¢ isosceles com A=F , ADEF ¢ isosceles com E=FeseA=
E, entdo os tridngulos ABC e DEF sio semelhantes. J4 o exemplo “a soma de dois
nameros impares ¢ um ntmero par” caracteriza uma expansao do tipo discursiva
natural.

A funcdo de expansdo discursiva é operada de dois modos: por substituicdo ou
acumulacgéo; e por quatro formas de expansdes distintas: expansao lexical, expansao
formal, expansdo natural e expansao cognitiva.

As inferéncias possibilitadas a partir da progressdo das proposicdes podem ser
realizadas pela substituicdo do resultado das novas inferéncias sobre as que foram feitas
nas proposicOes anteriores. Essa expansdo discursiva por inferéncia funciona por
substituicdo, como se fosse um célculo (DUVAL, 1995, p. 123). Para o autor, as
inferéncias de um discurso desenvolvido nesse modelo requerem que se note cada vez
mais a aplicacdo da regra utilizada, a qual pode ser explicita ou implicita ao discurso.
Duval (1995, p. 123) aponta ainda que a expansao discursiva por substituicdo depende

do estatuto dos respectivos enunciados, que podem estar prévia e explicitamente fixados
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desde o comeco, de acordo com o marco tedrico e com as hipéteses que fundamentam o
enunciado; ou apenas no momento em que ele aparece, durante o discurso. Assim, esse
estatuto faz parte do sentido do enunciado.

N&o é do mesmo modo que se faz a progressdo do discurso em uma narracao, descricdo
ou explicacdo: as frases se unem umas as outras e vao, por meio de conectores,
determinando a progressdo dos objetos nelas tratados, transformando-os ou
enriquecendo-0s no proprio percurso discursivo: a expansao se da por acumulacéo de
tracos e de novas informacgdes.

Quando a expansdo discursiva acontece por acumulacdo, a evolugdo do enunciado
depende do contedo expresso. O estatuto é quase sempre esquecido, pois se imagina
que as informacdes expressadas tém o mesmo valor epistémico e estdo relacionadas ao
mesmo assunto.

Para as formas de expansao discursiva, Duval (1995, p. 125-132) salienta quatro formas
que possibilitam o reconhecimento do propdsito que ha na unidade de uma série de
frases — como, por exemplo, a narracdo de um conto, 0s passos de um raciocinio, a
descricdo de um objeto, a narracdo de uma histdria e a justificativa de uma declaracao.
A andlise dessas formas se faz pela coeréncia do texto, e é ditada por regras que
asseguram a continuidade do propdsito em uma sequéncia de frases ou em proposicoes
assertivas. Uma caminhada discursiva pode ser feita por meio de uma dessas formas, ou
elas podem ser combinadas em um texto, desde que sejam respeitadas as regras de
coeréncia e a gramatica textual. Sendo assim, afirma o autor, ndo se pode pretender uma
aprendizagem da producgdo escrita, bem como a compreensdo de texto (que é o que
estaremos fazendo ao analisar as solucbes dos problemas apresentadas pelos dos
alunos), se ndo levarmos em consideracdo o desenvolvimento de capacidades de
discriminacdo dessas quatro formas de expanséo discursiva.

A expansdo lexical é baseada na recuperacdo de um mesmo significante, por
identificacdo homofonica ou homogréfica, processo que garante a continuidade e a
coesdo do discurso na passagem de uma frase a outra. Exemplo: o pelo do cachorro é
preto; vou pelo lado de dentro.

A expansdo formal ocorre pela aplicacdo de regras de substituicdo, embasadas
exclusivamente em simbolos que representam varidveis ou proposicoes,
independentemente de sua significacdo. Tais regras permitem a obtencdo de uma nova
assercdo quando ha a substituicdo de simbolos na assercdo de partida, como em uma

demonstracdo. Exemplo: ¥Xey €R sex>yey>z = x>z
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Outra forma de expansdo discursiva que pode ser levada em conta na analise dos
discursos € a expansdo cognitiva, caracterizada pelo emprego especializado da
linguagem natural, cujo vocabulario é limitado pelas terminologias restritas a um
conhecimento dominado. Exemplo: Um nUmero impar excede um ndmero par em uma
unidade. Logo, a soma de dois impares resulta num numero par. Esse vocabulario
associativo vai expressar significacfes estabelecidas pelas defini¢des, pelos enunciados
das demonstracGes, por observacOes, experiéncias etc. Sao associados a essa expansao
discursiva as descrices, as explicacdes técnicas e tedricas, além de algumas
demonstracBGes. Em relacdo as demonstracdes, o que as difere da forma de expanséo
formal esta no fato de que as regras de substituicdo, baseadas apenas na forma do
simbolo, ja ndo sdo relevantes.

A quarta e Gltima expansdo discursiva a ser considerada na analise dos discursos é a
expansdo natural, caracterizada pelo emprego comum da linguagem. Nela ocorre a
mobilizacdo simultanea da rede semantica de uma lingua natural e dos conhecimentos
praticos do proprio meio sociocultural dagqueles que produzem o discurso.

A expansdo discursiva (natural, cognitiva, formal ou lexical) e as inferéncias ocorrem,
segundo Duval (1995, p.129), em virtude de relacOes de similaridade entre as unidades
apofanticas (similaridades semidticas e semanticas ou similaridades internas ou
externas).

A similaridade entre duas unidades apoféanticas é dada pelos significantes que
constituem cada uma delas, respectivamente. Quando ha uma repeticdo dos mesmos
significantes de um enunciado a outro, temos uma similaridade semiédtica. Por
exemplo, a palavra “razdo” (significante) pode ser empregada em duas expressoes
referenciais ndo equivalentes: “a razdo entre duas grandezas é...” ou “ ele tem razio ao
afirmar que...”.

Se expressOes referenciais equivalentes sdo empregadas em enunciados diferentes,
provocando uma invariéncia referencial, enquanto que a diferenca de sentido entre elas
permite que a segunda tenha um progresso discursivo em relacdo a primeira, entdo
estamos falando de uma similaridade semantica. Por exemplo, “o produto de dois
numeros € positivo” ou “x.y > 0.

Com base nos dados coletados, analisamos a producdo dos alunos, concentrando nossa
atencdo no tipo de solucdo apresentada (pragmatica ou intelectual) e nas formas
discursivas utilizadas (narracdo, descricdo explicagdo e raciocinio) que lhes

possibilitaram fazer inferéncias ou explicitagdes, tendo em vista as fungdes de expansédo
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discursiva, referencial e apofantica.

Buscou-se, com as analises realizadas, a compreensdo dos sentidos e das significacfes
das solugbes apresentadas pelos alunos, partindo de um quadro definido de categorias
prévias que permitisse determinar, a partir do tipo de representacdo semiotica utilizado
em problemas de aritmética-algebra (lingua natural/formal, linguagem algébrica e
linguagem numeérica), o valor de argumentacdo matematica da solucdo (pragmatica ou
intelectual).

Conhecer como os alunos argumentam, do ponto de vista discursivo, a partir da solugéo
de situag¢Bes problema, nos levou as seguintes questdes: Que operacles discursivas sdo
mais recorrentes pelos alunos na resolucao de problemas matematicos? Ha diferencas de
discurso na resolucdo de problemas segundo o grau de escolaridade? A que se devem
essas diferencas? O discurso utilizado na resolucdo do problema matematico é valido do
ponto de vista de argumentacdo matematica?

Portanto, esta investigacao teve por objetivos:

- Explicitar as operacdes discursivas mais recorrentes pelos alunos na resolucdo de
problemas matematicos;

- Apontar, por meio de reflexdo analitica, as diferencas de discurso na resolugdo de
problemas, segundo o grau de escolaridade, e a que se devem essas diferengas;

- Validar, do ponto de vista da argumentacdo matematica, o discurso utilizado na

resolucé@o do problema matematico.

Procedimentos de coleta e analise de dados e resultados

O procedimento de coleta de dados empiricos compreendeu a aplicacdo de problemas
matematicos a serem resolvidos por alunos da educacao bésica e superior, conforme o
Quadro 1. A especificidade dos problemas possibilitou a utilizacdo ou ndo da linguagem

algébrica em sua resolucdo.

Quadro 1 — Situagdes problema propostas aos alunos segundo o grau de ensino
Problema 1 Problema 2

Estou pensando em dois nimeros de dois | Escreva trés nUmeros naturais
algarismos. A soma dos algarismos de cada um € | impares cuja soma € vinte. Justifique
10 e a diferenca entre 0s numeros € 18. Quais sdo | sua solucao.
0s numeros? Justifique sua solucdo e escreva
como a obteve.
Proposto aos alunos do ensino médio e superior. Proposto aos alunos do ensino
fundamental, médio e superior.
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Participaram do estudo 96 alunos do ensino fundamental — EF (69, 72, 8° e 92 anos) —, 46
alunos do ensino superior — ES (12 ano do curso de licenciatura em Matematica) —, e 44
do ensino médio — EM (1° e 22 anos) —, todos advindos de duas cidades paranaenses. Os
alunos foram convidados pelos professores de matemética a comparecerem em contra
turno numa sala da escola para resolver problemas de matematica.

Para preservar a identidade dos sujeitos da pesquisa, elaborou-se um cddigo de
identificacdo, da seguinte forma: os problemas foram numerados de 1 a 2, os alunos do
ensino fundamental foram marcados pela letra F, os do ensino médio pela letra M e os
do superior pela letra S, e os sujeitos foram representador por nimeros de 1 a n. Desse
modo, o0 codigo 2-S8 refere-se a solucdo apresentada ao problema 2 pelo aluno nimero
8 do ensino superior.

A qualidade da producdo apresentada por um sujeito vai ser evidenciada, enquanto
analise, em relacdo ao embasamento ou elaboragdo tedrica (apoiadas em propriedades

ou teoremas matematicos) e a utilizacdo de procedimentos de analise e argumentacao.

Analise do discurso apresentado pelos alunos na resolucdo dos

problemas propostos

As solugdes aos problemas propostos, em forma de discurso (em linguagem numérica,
algébrica ou lingua natural), foram analisadas em relagdo as funcGes de expansdo
discursiva, apofantica e referencial. Esse procedimento de analise possibilitou a
compreensdo dos textos em relagdo ao que estava explicito ou ndo, exigindo dos
pesquisadores inferéncias apoiadas na mobilizagcdo de conhecimentos referente ao tema.
As operacdes de expansdo discursiva — narracdo, descrigdo, explica¢do e raciocinio —
mobilizadas pelos alunos nesses discursos, foram interpretadas conforme sua natureza
I6gica ou espontanea, por acumulacdo e conforme a producdo de inferéncias realizadas
por substituicdo. Dessa forma, foi possivel perceber a regra utilizada, estando ela
explicita ou ndo.

As operacdes da funcdo referencial de designagdo pura, categorizagdo simples,
determinacdo ou descricdo, foram destacadas para contribuir na compreensdo das
formas utilizadas pelos alunos para designar os objetos de conhecimento mobilizados
para a resolucdo dos problemas. O mesmo foi feito com os tipos de léxicos utilizados

(sistematicos ou associativos).
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As operagdes da funcdo apofantica de predicacdo e de ato ilocutério acompanhardo as
analises para que possamos inferir sobre o valor ldgico, epistémico ou social das
respostas apresentadas.

Dividiremos a apresentacdo dessas analises em duas partes. Na primeira parte,

apresentaremos as analises do problema 1; na segunda, as do problema 2.

Analises das solucgdes apresentadas pelos alunos ao problema 1

A solucdo do aluno 1-M8 envolveu uma prova pragmatica, ndo algébrica, em lingua
natural. A natureza l6gica do raciocinio revelou-se quando ele afirmou que trabalhou
com numerais cuja soma dos algarismos era 10; a partir da retirada de 18 unidades,
encontrou 0 outro nimero. Essa ldgica possibilitou inferéncias que correspondem aos

numerais que substituem as frases do enunciado do problema.

28 e 46 porque a soma dos algarismos € 10 e a diferenga é de 18.

19 separei os numeros e os algarismos que ddo 10 somados, depois subtrai 18 de cada um, até que desse uma

resposta que a soma dos algarismos desse 10.
Consideramos esta uma prova pragmatica, pois o numeral 46 foi considerado para a
retirada das 18 unidades e para a obtencdo do numeral 28. No entanto, outras solucGes
poderiam ser obtidas se as demais possibilidades fossem testadas. Assim, para 55
teriamos o numeral 37, que também constitui solucdo para o problema. Assim
aconteceria para os pares 64 e 46, 73 e 55, 82 e 64, 91 e 73, 37 e 19. A compreenséo da
solucdo apresentada pelo aluno foi possivel por meio da expansdo natural, pois o
discurso do aluno foi seguido de explicagdo. Foi por meio dessa predicagdo que o aluno
falou sobre a sua forma de raciocinar acerca do problema e, ao mesmo tempo, de
interagir com seu interlocutor — no caso, o professor. Essa solu¢do tem valor social, por
envolver resposta dada a uma questdo proposta pelo professor; e também um valor
I6gico de verdade, pois a afirmacdo é verdadeira. No entanto, o valor epistémico de
certeza nao foi contemplado, pois a solugdo é pragmatica, obtida por tentativa. Isso ndo
invalida a solugdo apresentada, visto que, nesse grau de ensino, as formas matematicas
de pensar devem ser incentivadas.
Quando os discursos caracterizaram narracdo, descricdo ou explicacdo, também foi
possivel avaliar a progressdo dos objetos neles tratados, realizada por acumulacédo de
informacdes, sendo que o desenvolvimento desses discursos demandou, segundo Duval
(1995), uma “apreensao sinoptica de todas as frases e de todas as rela¢Ges que existem

entre elas” (p. 114), além da necessidade de assimilacdo dos aspectos gerais que
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compunham as frases e das relagdes estabelecidas entre elas. Este foi 0 caso da solugédo
apresentada pelo aluno 1-S4, classificada como pragmatica, ndo algébrica, com registro

numeérico e registro em lingua natural:

19 8 7 6 5
28 /91 / 8 / 73/ 64
37 -73 ou -64 ou -55 ou -46
46 18 18 18 18

55 Como a soma dos dois algarismos é 10, logo a sequéncia dos n% é uma PA de razdo 9.
73 E ai pegando 2 n%, que diferem em x a razdo, a diferenga entre eles ¢é 18.

82

91

A explicacdo dada pelo aluno nos revela que os registros apresentados evidenciam a
operagéo cognitiva de expansao discursiva, quando ele apontou a existéncia de uma PA
com a sequéncia dos nimeros formados de acordo com a condicdo do problema. Essa
descoberta se deu por acumulo das informacgdes que a sequéncia forneceu, permitindo a
obtencéo da solugédo do problema. Do ponto de vista de valor de prova, é possivel inferir
que essa solucdo é vélida segundo a argumentacdo matematica, na qual o discurso
utilizado na resolucdo do problema matematico combina registro numeérico com
registros da lingua natural.

E por meio da funcdo apofantica que podemos argumentar a favor da validade da
solucdo, pois os argumentos utilizados séo de natureza Idgica em relacéo a veracidade
da afirmacdo (de fato, a sequéncia € uma progressdo aritmética (PA) de razédo 9 e, de
dois em dois numerais, ha uma diferenca de 18 unidades). Esse valor l6gico adquire um
valor de natureza cognitiva em se tratando do universo dos interlocutores: o aluno
falando ao seu professor. A operacdo de designacdo contou com Iéxicos associativos e
sistematicos: os algarismos dos numerais, os sinais, as letras do alfabeto (ao se referir a
uma progressdo aritmética tratando-a de PA). A designacdo da solucdo aponta para o
fendmeno que ocorre por meio do registro da sequéncia: registro dos algoritmos
indicando a diferenca de 18 unidades e a enunciacdo das relacbes e propriedades
observadas empiricamente. Essa solugdo tem valor l6gico de verdade e valor social, por
cumprir uma ordem dada pelo professor com a finalidade de encontrar a solugdo do
problema.

Os discursos foram avaliados também em relacdo as suas unidades apofanticas — que
foram consideradas ora como proposic¢des, ora como frases —, por meio de seu contetdo
(materialidade dos signos que permitem a sua distin¢do) ou a partir de seu estatuto (a

significacdo das suas expressoes referenciais e predicativas assim como das associacgdes
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que sdo permitidas devido a rede semantica da qual provém, ou de seu valor légico de
verdade). Esse estatuto correspondeu ao papel que cumpre diante de outro enunciado na
organizacdo do discurso (premissa, regra, concluséo...), e de que forma estabeleceu um
valor epistémico a unidade apofantica por meio das defini¢@es, teoremas e axiomas.

No caso do aluno 1- M7, as unidades apofanticas caracterizaram um contetdo (7 + 3 =
10 e 5 + 5 = 10) que cumpre o papel de organizacdo da solucdo do problema,

confirmado pela operacéo de subtracao apresentada em forma de algoritmo:

7+3=10 73
5+5=10 -55
18

A argumentacdo matematica dessa solugdo é valida, mas ndo esgota todas as solugdes
possiveis para o problema. As unidades apofanticas utilizadas expandem o discurso e
permitem inferir que a solucdo obtida levou em consideracdo os dados do problema,
mas nao garantem um valor epistémico porque a solucdo ndo foi apoiada por definices,
axiomas ou teoremas. Para a designacdo dos objetos (numeros), foram utilizados
somente léxicos sistematicos (os algarismos que compdem 0s numerais e 0s sinais de
adicdo e subtracdo). Esses léxicos permitiram a designacdo dos objetos utilizados nas
sentencas matematicas com as respectivas relacfes entre eles: adicdo e subtracdo. No
entanto, do ponto de vista de valor epistémico, essa solu¢do ndo permite a determinagao
de certeza (ser solucdo Unica), por ser sustentada em apenas um dado empirico obtido
por tentativa. Esse procedimento nao esgota todas as possibilidades. Considerando o ato
ilocutdrio, possibilitado pela funcdo apofantica, essa solugdo tem que ser compreendida
pelo professor como um progresso na forma matematica de pensar, a qual precisa ser
valorizada no ambiente da sala de aula. Essas sentengas adquirem um valor determinado
no universo cognitivo dos interlocutores: para o aluno, elas adquirem um valor social,
por representar uma resposta a um problema proposto pelo professor; ao mesmo tempo,
possuem um valor l6gico de verdade; para o professor igualmente, por caracterizar uma
resposta a uma solicitacdo e por ser verdadeira, apesar de pragmatica.

A solucdo do aluno 1-S1 (correta por acaso) ndo pode ser validada do ponto de vista da
argumentacdo matematica, pois o estatuto das unidades apofanticas utilizadas é falso em
relacdo a significacdo referencial, ja que a sentenca X — y = 18 ndo poderia expressar a
diferenca entre os numeros representados pelos numerais, visto que x e y designavam 0s

algarismos da cada um desses numerais.
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64 46 x—-y=18 64

Xy Xy 10-y-y=18 46
x+y=10 -2y=18-10 18
x=10-y Y=8
x=10-4 2
x=6 Y=4

Essa solucdo pode ser analisada levando em conta a funcdo referencial de designacéo de
objetos. Os léxicos sistematicos x e y foram utilizados para designar os nimeros e as
relagGes entre eles de acordo com o enunciado do problema. No entanto, essas relagdes
foram explicitadas de forma errada, pois se x e y representam os algarismos dos
numerais que designam os nameros, eles ndo poderiam ser utilizados para representar
esses mesmo numeros. Em se tratando da funcdo apofantica, a expressao matematica x
—y é desprovida de valor l6gico, por ndo ser verdadeira, e também de valor epistémico,
por representar um absurdo. Se X e y sdo os algarismos desses nimeros, eles deverdo ser
utilizados de duas formas: primeiro, para expressar a relacdo entre eles conforme
apontado no enunciado “isto é x +y = 10”; e, segundo, para expressar o valor relativo
de acordo com a estrutura do Sistema de Numerag¢ao Decimal Posicional (SNDP): “isto
¢ xy = 10x + y”. Os mesmos léxicos ndo poderiam ser utilizados para designar o outro
numeral representativo do outro ndmero. Seriam necessarios outros léxicos, como por
exemplo, z e w. As mesmas relagdes seriam entdo expressas com a sua utilizacdo: z + w
= 10 (de acordo com o enunciado), wz = 10w + z (de acordo com o SNDP). Ha ainda
outro enunciado para atender a outra condi¢cdo colocada pelo professor no problema:
10x + y — (10w — z) = 18. Mesmo que o0 ato ilocutorio esteja presente (quando o aluno
apresenta essa condicdo por meio de uma sentenca incorreta, isto é, x — y = 18),
significando um valor social por atendimento a uma solicitacdo do professor, ele ndo
caracteriza condicdo necessaria e suficiente para garantir os valores epistémico e légico.
Em se tratando do ato ilocutdrio, essa solugédo precisa ser compartilhada com os demais
alunos, de modo a iniciar uma discussao sobre a validade dessa forma de designacéo
tendo em vista as condi¢Ges do enunciado.

O aluno 1-S8 apresentou uma solucdo algébrica, utilizando unidades apofénticas de
outra natureza, que tém validade pelo seu estatuto, conferindo significacdo as suas
expressdes referenciais e predicativas e as associacGes permitidas pela rede semantica

da qual provém — isto €, da linguagem algeébrica.
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12ndmero10a +b 9a+a —9x—j,w(f)=18

29 nimero 10x +y 9a-9x=18 Como a =x + 2 entdo
a+b=10 a, b, xy€eN 9(a—x) =18 b=8-x
x+y=10 a-x=2

a=x+2

E =9 91
Existem as possibilidades bx = 7 -73
18
Z :_;3 a==6 Z‘; a=5 55 a
222 — =0 -37
18 =% g =3 e x

46

-28

82
@
18 x

8
6 &

. 37
18 £

=19
18

4
2

a 7 3
x 3 1
O valor logico de verdade foi alcancado em virtude das relagdes matematicas
estabelecidas. O valor epistémico também foi alcancado, visto que o progresso do
discurso foi feito pela substituicdo de relacdes vélidas do ponto de vista matematico.
Essa substituicdo caracterizou uma expansdo cognitiva, visto que as sentencas
matematicas apresentadas revelam o conhecimento da estrutura do SNDP e de outras
propriedades e teoremas — tais como a aplicacéo de principios aditivos e multiplicativos
para a resolucdo das equacdes e a utilizacdo do método da substituicdo para resolucao
do sistema de equacOes. Essas substituicdes foram sustentadas pela similitude externa e
semantica, que garantiram a invariancia de referéncia dos objetos tratados.

Essa forma de resolucéo deve ser valorizada, envolvendo interlocugdo entre os demais
alunos da classe. E o ato ilocutdrio enquanto funcdo do discurso sendo valorizado no
processo de ensino, para possibilitar aprendizagens mais significativas e atribuicdo de
sentido as diferentes solucdes apresentadas para os problemas.

O aluno 1-S21 apresentou uma solucdo cuja expansao discursiva ndo avangou além da
descri¢do/narragéo.

x—> ??,somadex=10

y—> ??,somadey=10

x—-y=18

Légica, ou melhor, tentativa e erro, pois sabendo que a soma dos algarismos é 10, entdo temos: 19, 28, 37, 46, 55,

64, 73, 82, 91. Numerando eles de 1 a 9 temos que: Subtraindo um dos numeros pelo sucessor de seu sucessor
teremos a diferenga entre os mesmos de 18, portanto as possibilidades sdo 7.

Para caracterizar uma expansdo natural baseada numa argumentacao retorica, seria
necessario argumentar que a diferenca entre um ndmero e 0 sucessor de seu sucessor é
sempre constante — no caso, igual a 18. Essa argumentacéo se baseia no fato de que um
nmero X = k tem como sucessor de seu sucessor um nimero y = k + 2. Como a soma
dos algarismos de x é 10 e a soma dos algarismos de y também é 10, ter-se-ia 20 como
soma dos algarismos de x e y e 2 unidades de diferenca entre 0s niUmeros X e y, pois 'y —
x =k + 2 -k =2; portanto, 20 — 2 = 18.

No caso do aluno 1-S7, na primeira parte do discurso percebe-se, em solugdo de

natureza pragmatica, uma expansdo natural descritiva e narrativa, pois ele ndo avanca
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com argumentagdes retoricas, como no caso anterior. No entanto, essa tentativa
empirica fé-lo perceber um padrdo de regularidade (a diferenca constante de 18), o qual
possibilitou a apresentacdo de outro discurso com expansdo discursiva sustentada por
uma argumentacgdo retdrica: basta diminuir sempre 18 de um numero qualquer (desde
que a soma dos algarismos seja 10) para encontrar o outro (s6 faltou argumentar porque
esse outro numero também teria como resultado da adicdo dos algarismos uma soma
igual a 10). Esse padrdo de regularidade o fez lancar mao da reversibilidade operatéria

para a obtencdo dos dois nimeros pedidos.

1+9=10 Para obtermos todas as possibilidades, basta montarmos uma tabela como ao lado. Assim
2+8=10 teremos todas as somas dos dois algarismos séo iguais a 10. Para a diferenga pegamos da tabela
3+7=10 o0 ultimo numero, passamos o proximo e teremos assim o par para a subtragdo.
4+6=10 Por exemplo:
5=5=10 91-73=18
6+4=10 82-64=18
7+3=10 73-55=18
8+2=10 55-37=18
9+1=10 46-28=18
37-19=18

Outra forma de obtermos o outro numero correspondente para a subtragdo € escolher qualquer nimero e subtrair
18 dele, a resposta serd o numero desejado.

Do ponto de vista da operacdo de predicacdo da funcdo apofantica, esses enunciados
possuem valor Idgico (afirmacdes verdadeiras), por garantir a certeza da solugdo — pois
retirar 18 unidades de um numeral com resultado da soma dos dois algarismos igual a
10 significa encontrar outro nimero com diferenca de 18 unidades do anterior. No
entanto, essa enuncia¢do ndo tem valor epistémico, pois ndo argumenta em relacdo a
soma dos algarismos desse novo nimero. Nesse sentido, seria necessario argumentar
que a retirada de 18 unidades levaria a um ndmero cuja soma dos algarismos também é
10. Essa argumentacdo vai exigir uma demonstracdo no sentido de expandir o discurso
por substituicdo e por recorréncia a mecanismos de expansdo cuja similaridade é externa
e semantica, portanto expansdo de natureza cognitiva. A seguir, 0 que seria necessario

para essa argumentacao.

10x + v = xy {x+y:1l]
Ow +z=wz € w+z=10 9x+y:w+zé
10x+y— (10w +2z) =18
10x-10w+y—-2z=18
10(x—w)+y—-z=18
10(z-y)+y—-2z=18
10z-10y+y—-z=18
9z-9y=18 DX—Yy=2->x=2+y
x+y=1022+y+y=10>y=5ex=5
5-w=z-55w+z=10
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No caso do aluno 1-S8, podemos observar que sua argumentacdo recaiu num primeiro
momento na descricdo/narracdo de seus procedimentos para resolver o problema. No
entanto, essa narragdo/descricdo teria que avancar para garantir essa similaridade
externa, isto é, garantir que os argumentos tivessem validade. Nesse momento, a lingua
natural ndo foi eficiente e a expansdo discursiva passa a ser de natureza cognitiva
(restricBes anunciadas com auxilio da linguagem algébrica: como “a subtracdo... é
positiva entdo ab > xy; b-y = 8; b <'y). Essas restricdes sdo decorrentes das condicbes
do problema e, por essa razao, justificam a escolha dos dois valores: b =4 e y = 6. Esses
valores encontrados possibilitam a solu¢cdo do problema, pois o outro algarismo do
numero é obtido para completar 10 (outra condicdo do problema: a soma dos
algarismos...). A estratégia mais empirica e pragmatica impediu-o de encontrar as outras
solucdes possiveis que atendessem as mesmas restricdes. Na passagem para a expansao

cognitiva, seu discurso caracterizou mais uma explicagdo do que um raciocinio

dedutivo.
ab a+b=10 ab b#9 y>3 b<9 y>5
Xy x+y=10-xy bz8
18 1b b=4ey=6
v
8

R: Para a solugdio do problema, optei pelas tentativas. Para isso criei pequenas “restricées”. Por exemplo,
como a subtragdo de ab por xy é positiva, ab > xy, logo, b <y. Sabemos também que 1b —y é 8, assim, como b

7

“pode’”ser 4, temos y = 6. E como a soma dos algarismos 10, temos ab = 64 e xy = 46. Para provar 64 — 46.

A solucdo do aluno 1-S18 apresenta as formas como 0s objetos (no caso 0s numerais
que representam 0s nimeros) sao designados. Ao mesmo tempo, leva em conta os dados
do problema. Essa designagdo caracteriza uma similaridade externa e de natureza
cognitiva, pois exige o conhecimento das regras de organizacdo da escrita ardbica de
acordo com a estrutura do SNDP. E também cognitiva, por utilizar léxicos sistematicos
para a designacdo dos numerais (isto é, letras do alfabeto) e também por justapor esses
Iéxicos da mesma forma como sdo justapostos os algarismos de 0 a 9. Essa designacao
correta permitiu a obtengdo de uma das solugbes do problema. O raciocinio do aluno
tornou-se explicito nas formas de designacédo de outros objetos — como, por exemplo, a
diferenca entre os dois numeros. Essa designacdo, ao compor os enunciados, adquire
valor ldgico (verdadeira) e episttmico (garantia de certeza, pois foi apoiada em
propriedades e teoremas). Assim, designa a diferenca positiva por meio das sentencas
em linguagem algebrica, colocando em cena a funcéo apoféantica, ao explicitar, por meio

de enunciados, as relacbes e teoremas: b é diferente de 9, pois o Unico numero
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terminado em 9 (19) ndo tem um outro menor para que a diferenga dé positiva e, como
consequéncia, crie outra designacao; isto é, entdo b <9 (8, 7,6, 5,4, 3,2 e 1) . Essa
designacdo passa a ser testada e um valor é escolhido para o valor de b (no caso 4).
Como consequéncia, o valor de y fica determinado (no caso 6) e os outros valores de a

e X também (6 e 4, respectivamente).

12nimero10a +b 9a+a+b-9x—(a+b)=18
22 nimero 10x +y 9a0-9x =18 Como a =x + 2 entdo
a+b=10 a, b xy€eN 9(a—x)=18 b=8-x
x+y=10 a-x=2
a=x+2

n="9
Existem as possibilidades L{ =7

I
= 0=
I
Ln o=
I
o= ]
1|
WL

4
2

M|
I
=

o
X

= o
= o
= o
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No caso do aluno 1-S41, observa-se a expanséo discursiva de natureza cognitiva, visto
que as afirmacgdes sdo baseadas em definicdes (ab e cd sdo 0os nimeros em questao, isto

é, a e b sdo os algarismos do numero x cuja adi¢do tem por soma 10...).

Sejam x = ab e y = cd os numeros em questdo. Como os dois numeros (x e y) sdo diferentes, vamos supor sem
perda de generalidade que x >y. Desse modo, temos que a>ce b >d. Tendo em vista quea, b, c,d €Z={1, 2, 3,
4,5,6, 7,8, 9}, temos as possibilidades:

X=37ey=19 x=73ey=55
X=46ey=28 x=82ey=64
X=55ey=37 x=91ley=73
X=64ey=46

Essa designacdo utilizou léxicos sistematicos (as letras do alfabeto). A justaposicdo
desses léxicos representa as designacOes do tipo caracterizacdo e determinacéo (ab e cd
sd0 0s numeros em questdo). Da mesma forma, essas definicGes sdo utilizadas para
afirmar que x >y, pois a diferenca é positiva (no caso igual a 18). No entanto, essas
defini¢Ges ndo foram utilizadas corretamente, quando1-S41 assumiu que a>ce b >d,
pois poderemos ter 0os numeros 73 e 55, em que a condicdo b ndo é satisfeita; ndo
poderemos ter a = c e d = b, pois a diferenca ndo daria 18, umavezquea—-c=0eb-d
= 0. Em se tratando da funcdo apoféntica, esse enunciado ndo tem valor logico (isto é,
ndo é verdadeiro) e nem epistémico (pois sdo afirmagdes absurdas). Esse enunciado,
mesmo tendo sido apresentado na explicacdo, contradiz as solugcbes apresentadas
empiricamente — como, por exemplo: no par 37 e 19, b ndo é maior que d; em nenhum
para=ceb=d. Para aafirmacdo (enunciado): “como os dois nimeros sdo diferentes”,
seria necessario argumentar que, se ndao fossem diferentes, ndo haveria uma diferenca

entre eles que corroboraria a sentenca (outro enunciado) x > y. Essas propriedades
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foram levadas em consideracdo na formacdo dos pares (em todos eles x > vy). A
formacéo dos pares torna explicito, considerando a funcédo de expansao discursiva, que
os dados do problema foram considerados, pois em todos eles a adi¢do dos algarismos
tem soma igual a 10. Ao mesmo tempo em que 1-S41 parte de um discurso de natureza
cognitiva, ele o transforma em empirismo, pois suas conclusbes se baseiam em
tentativas empiricas. Seu discurso é natural, do tipo narracdo/descri¢do. Essas analises
sdo importantes por parte do professor, que deve levar em conta o ato ilocutério de uma
das funcdes do discurso: a fungdo apofantica. O aluno comunica ao professor suas
conceitualizacOes e, igualmente, suas incompreensdes e suas fragilidades conceituais.
Essas nao estdo explicitadas, cabendo ao professor sua identificacdo e comunicacéo,
para que haja possibilidade de progresso na forma matematica de pensar. As func¢bes do

discurso tém grande contribuicdo nesse processo: por essa razéo, sdo importantes.

Analises das solucdes apresentadas pelos alunos ao problema 2

Quando a passagem de um enunciado a outro se faz naturalmente — ou seja, quando o
reconhecimento do Iéxico (vocabulario) basico da lingua é suficiente para a
identificacdo da similaridade semiética ou da similaridade seméntica —dizemos que
ha& uma similaridade interna entre os dois enunciados.

E o que revela a solugdo apresentada por 2-M5, classificada como ndo algébrica, em

lingua natural, caracterizando uma similaridade semantica interna.

Ndo dd, porque a soma é par e para dar certo devia ser impar.

Do ponto de vista da argumentacdo matematica, essa solucdo é vélida, visto que, em
funcdo da expansdo do discurso, pode-se inferir que existe o conhecimento da
propriedade matematica “a soma de dois nimeros impares é par”; logo, ao somar um
terceiro, ndo poderia dar 20 — numero par. Essa frase (enunciado) tem valor l6gico (por
ser verdadeira) e também valor epistémico, por afirmar que a soma sempre daria impar
(afirmagdo apoiada na seguinte proposi¢ao: “a adi¢do de dois nimeros impares ¢ par”;
somando um terceiro nimero, também impar, essa soma resulta impar). A designacéo
dos objetos foi feita por meio de categorizacdo e da determinacdo das proposigdes.

Ja a solucdo apresentada por 2-S8, classificada como algébrica, explicitou uma
similaridade semantica externa — por essa razdo, por expansdo cognitiva —, e sua

validade, do ponto de vista da argumentacdo matematica, estd assegurada, pois o
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estatuto das unidades apofanticas utilizadas é verdadeiro em relacdo a significancia

referencial.

(2x+1) + (2y+1) + (2z+1) =20 Xy, 2€Z

(2x+2y +2z)+3=20

2(x+y+z)=17

X+y+z=8,5 1

Comox,yeze€Zentdox+y+zdeve pertencer a Z. Assim, por 1, ndo existe solugdo.

Essas unidades também tém valor epistémico, garantido pela certeza das sentencas
elaboradas. Essas sentencas foram criadas a partir da designacdo dos nimeros impares,
pela utilizacdo de léxicos sistematicos (as letras) e associativos (as sentencas que
designam um ndmero impar por meio de sua propriedade: 2x + 1). Essas designacoes
entraram nas sentencas matematicas que caracterizaram a solucdo apresentada para o
problema. Essas sentengas foram transformadas pela substituicdo das sentencas iniciais
por outras sentencas, tendo por referéncia 0 mesmo objeto (em se tratando das
operagdes meta-discursivas, essas sao transformacdes efetuadas por tratamento). Foi um
tipo de expansdo discursiva de natureza cognitiva e com similaridade semantica, por
garantir a referéncia a um mesmo objeto de conhecimento. Essa expansdo sO foi
possivel em virtude do ato ilocutério, o qual permitiu ao aluno expressar seu raciocinio
para encontrar a solucdo do problema, e ao professor analisar a validade da
argumentacdo do ponto de vista matematico. Essa solucdo precisa ser compartilhada
com os demais alunos da classe e com os alunos de outras classes e de diferentes graus
de ensino. E o ato ilocutério sendo valorizado no processo de ensino, colocando em
cena seus diversos atores.

Interessante é o fato da passagem ser feita indiretamente pelo recurso a um terceiro
enunciado. Duval (1995) aponta que este enunciado estabelece uma continuidade
discursiva entre os outros dois quando cumpre duas condigdes: ter uma similaridade
semidtica ou semantica com um deles e ter um estatuto tedrico e social, por aquele que
0 produz ou por seu destinatario. Nesse caso, temos uma similaridade externa dos
enunciados. Por exemplo, os enunciados “um nimero ¢ 5 unidades maior que outro” e
“a diferenca entre dois nimeros ¢ 5 podem ser substituidos por um terceiro enunciado:
“X —y = 15" ou “subtraindo dois nimeros encontramos 5”, com estatutos teoricos
diferentes para alunos com maior ou menor conhecimento matematico — e, por esta
razdo, com similaridade externa diferente.

A solucdo apresentada por 2-S4 explicita essa similaridade externa quando o aluno
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recorre a dois discursos para dizer a mesma coisa: “se eu pegar...” “n® par + n® impar =
impar”. Essa continuidade semantica assegurou a validade da solugdao apresentada do

ponto de vista da argumentacao matematica.

Ndo existe 3 n% impares que somados dé um n2 par pois: 2 n% impares somados = n2 par

Se eu pegar esses dois primeiros niumeros que foram somados e resultou um n2 par e somar c/ o terceiro n®
impar dard um n2 impar.

Pois n2 par + n2 impar = n2 impar

Os objetos de conhecimento foram designados com recurso a Iéxicos associativos, de
forma a categorizar e determinar relagOes, propriedades e teoremas. Ao mesmo tempo,
se prestam a interagir com o professor, de modo que o aluno possa expressar seu
raciocinio para encontrar a solucdo do problema. Essa solucdo precisa ser
compartilhada.

O aluno 2-F6 apresenta uma resposta pragmatica, em lingua natural, com similaridade
semantica, mas no nivel de descricdo/narragdo, sem constituir uma argumentacao

retorica, por ndo concluir sobre o porqué da solucdo encontrada.

Entre 3 numeros impares, cuja soma é vinte ndo existe. Nem mesmo repetindo dois dos trés numeros ou somando
numeros diferentes, nGo consegui chegar ao resultado 20.

Ao comunicar seu raciocinio, o aluno s6 narra que nao conseguiu encontrar 0s numeros,
mas ndo se preocupa em saber o porqué. Cabe ao professor conversar com esse aluno a
respeito dessa resposta, para assegurar o progresso na forma matematica de pensar. Esse
quadro significa que tudo é valido quando se trata da aprendizagem dos alunos:
solucdes corretas, validas, incorretas, inconsistentes, com valor epistémico e logico (ou

ndo) e com valor social (por tentar encontrar uma forma de dizer sobre o que concluiu).

Interessante serd observar que a solugdo apresentada pelo aluno 2-F11 revela a
maturidade intelectual em relacdo a matematica — nem sempre apresentada, nem mesmo

por alunos de nivel de ensino mais elevado.

Impossivel, porque é incalculdvel porque vocé pode tentar somar e sempre vai dar par, no que eu quero dizer o valor
que falta para completar o vinte, por exemplo 7 + 7 = 14, mas para dar vinte faltam 6, ou seja € par. E outro niumero
impar somado com impar, sendo trés, cinco, sete,... vai dar resultado impar. Ex:

5+5+5=15- impar Fica claro todo numero impar somado por ou multiplicado em valores impares,
5+5=10- par resultado é numero impar. Vice versa, com numeros pares a mesma coisa.

O aluno apresenta uma solugdo por meio de discurso de natureza retérica, j& avangando
para o silogismo aristotélico. Nesse caso, importante sera apontar as caracteristicas da
solucdo em se tratando de discurso. A descrigdo caracteriza a forma de designacao, e
tanto a predicacdo como a elocucédo intervém para dizer sobre o raciocinio utilizado na

obtencdo de solucdo para o problema. As afirmagdes possuem valor ldgico, por serem
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verdadeiras, mas ndo valor epistémico, pois a certeza tem por apoio procedimentos
empiricos. Em se tratando do grau de ensino, essa solucdo precisa ser compartilhada,
tendo por interlocutores os demais alunos da classe e de outras classes. O raciocinio foi
realizado por acumulacdo de informacbes e de exemplos: dessa forma, expandiu o
discurso na forma de expansao cognitiva.

No caso do aluno 2-F13, o discurso em lingua natural narrado e descrito compreendeu
uma argumentacao de natureza retorica, pois 0s numeros testados dois a dois, iguais ou

ndo, implicaram em uma diferenca par para atingir a soma 20 apresentada.

R: Ndo existe, todas as somas dos numeros impares sendo iguais ou ndo sempre faltard um numero par para
somar 20.

Essa descoberta empirica caracterizou o argumento que refutava a hipdtese a ser testada,
conforme solicitacdo do problema. Do ponto de vista de argumentacdo matematica, essa
solucdo € valida, bem como os argumentos que caracterizam o valor de prova. 1sso
porque o enunciado tem valor l6gico (é verdadeiro) e expande o discurso de forma
natural.

Ja o aluno 2-M2 apresentou um discurso em lingua natural com expansdo discursiva,
sustentado por uma argumentacao retérica e a0 mesmo tempo cognitiva, pois se baseou

em uma explicacdo do porqué da impossibilidade da soma ser 20.

R: Ndo é possivel, Porque a soma de dois numeros impares o resultado é par. E o resultado de um terceiro
numero impar néo é par.

O enunciado “a soma de dois nimeros impares” ¢ substituido por “o resultado é par”.
Esse processo exigiu o conhecimento de definigdes (um nimero impar é do tipo 2x + 1)
edeleis(2x +1+ 2y +1 =2 (x+y) + 2, que somado com 2z + 1 serd igual a 2(x +y +
z) + 3, que ndo é par). Logo, esse enunciado tem valor logico (é verdadeiro) e
epistémico (garantido por leis e propriedades). Importante serd identificar as inferéncias
vidveis, explicando o que esta implicito, de modo a apontar a validade da argumentacao
matematica e o valor de prova da solucdo apresentada. Isso € realizado pelo ato
elocutdrio que envolve o aluno e o professor.

A expansdo discursiva de natureza cognitiva, verificada no discurso de 2-S1, avanca
para um raciocinio dedutivo, ao inferir que, em se tratando de nimeros inteiros, essa
adicdo ndo possibilita uma soma igual a 20 — mas, para nimeros nédo inteiros ela poderia

ser possivel.

Sabemos que a soma de 2 numeros impares da um numero par. Ja a soma de um nimero par com um impar dd um
numero impar, entGo com numeros inteiros é impossivel.
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Essa afirmacdo caracteriza um raciocinio do tipo se A entdo B. Nesse caso, do ponto de
vista de argumentacdo metaforica e em relacéo ao valor de prova, a resposta apresentada
pelo aluno é valida.

No caso do aluno 2-S5, deparamo-nos com uma expansdo discursiva de natureza
cognitiva com similaridade semantica e externa — isto €, aceita por uma comunidade
cientifica pela explicitacao das defini¢oes, regras e leis.

Os numeros impares s@o escritos na forma: 2n — 1 com n €Z entdo, teremos a soma desses 3 numeros na

forma: (2a—1)+(2k—1) +(2c—1),coma, kec €Z

2a+2k+2c—-3=20

2(a+k+c)—1=18 Como a, k e c sdo numeros inteiros entdo a soma é um numero inteiro.

2n-1=18

Como 18 ndo é impar, é impossivel encontrar os nimeros necessdrios.

O raciocinio utilizado compreende um raciocinio dedutivo com apresentacdo de uma
proposicdo (“como 18 ndo é impar € impossivel...”). Também ha a explicitacdo da
utilizacdo de terceiros enunciados (2(a + k + ¢) — 1 = 18 substituido por (2n — 1 = 18).
No caso de 2-S11, deparamo-nos com uma expansao discursiva natural com emprego de
um silogismo aristotélico (premissa 1: “somando dois ndmeros...”; premissa 2:

“somando par com...”; dedugdo: “portanto, nunca...”).

1-  Somando dois nimeros impares sempre resultard em numeros pares.
2-  Somando um numero par com impar sempre resultara um numeros impatr.
Portanto nunca com trés numeros, que é impar, obterd um resultado par.

Consideracoes finais

Com a presente pesquisa, buscamos identificar as operagdes discursivas recorrentes
pelos alunos na resolucdo de problemas matemaéticos. Procuramos identificar diferencas
de discurso na resolucdo de problemas, segundo o grau de escolaridade. Procuramos
descobrir, também, se o discurso utilizado na resolucdo do problema matemaético é
valido do ponto de vista de argumentacdo matematica.

Avangcamos com algumas andlises e nos aproximamos de algumas solugdes que
puderam ser expostas neste texto.

As reflexdes analiticas foram fundamentadas na Teoria de Representacdes Semidticas,
segundo Raymond Duval, a qual se mostrou adequada para a elucidacdo de explicacfes
acerca das diferentes formas de resolver problemas, segundo o que nos foi apresentado
pelos alunos, e valida-las do ponto de vista da argumentagdo matematica.

O estudo apontou as possibilidades de analise das solucGes apresentadas, fossem elas de

ordem pragmatica ou intelectual, e seu valor de prova, com o subsidio de um quadro
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tedrico que pudesse sustentar analises de processos avaliativos, para que seja possivel
organizar uma pratica educativa voltada para o desenvolvimento de competéncias
complexas conforme o grau de escolaridade dos alunos.

Essas analises foram realizadas no plano do discurso, levando em consideracdo as
diferentes fungdes discursivas utilizadas em uma lingua. Dentre essas funcdes
discursivas, utilizamos para as analises da producdo dos alunos as func@es de expansao
discursiva, referencial e apofantica, as quais permitiram ao investigador a
explicitacdo do que, no discurso, estava implicito. Essa possibilidade permitiu
compreender mais profunda e compreensivamente as produgdes dos alunos, conforme
apresentacdo por meio de registros discursivos.

Essas funcbes de expansdo discursiva possibilitaram a compreensdo das solugdes
apresentadas em relacdo a sua validade e ao seu valor de prova, pois uma frase ou um
conjunto de frases dizem mais do que parecem dizer. Essa leitura pode ser feita pelo
professor se houver a compreensdo de que, por meio das operacdes discursivas e pelos
modos de progressdo do discurso, natural ou espontaneo, realizados por substitui¢do ou
por acumulacdo, podem ser feitas inferéncias tanto sobre o que esta explicitado como
sobre 0 que ndo estd. Como essa progressdo ndo é a mesma em uma descricdo, em uma
narracdo ou em uma explicacdo, é possivel avaliar tanto o conte(do do discurso como o
seu estatuto em termos de validade, visto que, ao organiza-lo, o aluno utiliza unidades
apofanticas que cumprem um papel capaz de estabelecer um valor epistémico, conforme
essa unidade seja uma definigdo, um teorema, um axioma ou uma propriedade.

Pelas formas de expansdo discursiva (expansao lexical, expansdo formal, expansdo
natural e expansao cognitiva), foi possivel identificar o propdsito do aluno ao utilizar
uma série de frases para anunciar 0s passos de seu raciocinio, ou descrever 0s
procedimentos utilizados para resolver os problemas. Essas formas de expansdo foram
de natureza distinta conforme o grau de escolaridade dos alunos.

As analises foram baseadas na coeréncia dos textos. Foram guiadas por regras que
asseguraram a continuidade do propdsito das sequéncias de frases ou das proposicoes
assertivas utilizadas. Também se basearam em relacBes de similaridade entre as
unidades apofanticas (similaridades semidticas e semanticas ou similaridades
internas ou externas).

Com base nessas relacfes de similaridade, pudemos identificar expressdes referenciais
equivalentes, que foram empregadas nas diferentes solucbes apresentadas aos

problemas, provocando uma invariancia referencial. Varios exemplos foram analisados

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.16, n.2, pp. 479-503, 2014 501



no texto, apontando para o fato de que essas diferentes solugdes foram acompanhadas
de diferencas de sentido — as quais permitiam, por vezes, um progresso no discurso
apresentado pelo aluno.

Identificamos, nos registros discursivos, a forma de expansdo formal, quando o aluno
utilizou regras de substituicdo embasadas exclusivamente em simbolos. Foi o caso das
solucdes algebricas, por exemplo: “um ndmero impar € um nimero da forma 2x + 1”.
Outra forma de expansdo discursiva utilizada na analise dos discursos foi a expansao
cognitiva, nas solugdes apresentadas somente em linguagem natural, com a utilizagéo
de um vocabulério especifico para expressar definicGes ou demonstragoes.

Igualmente, foi utilizada a expansdo natural, nas solucBes apresentadas com o
emprego comum da linguagem, por meio da qual houve mobilizagdo simultanea da rede
seméntica de uma lingua natural e dos conhecimentos praticos do proprio meio
sociocultural dos alunos que produziram esses discursos.

Também ocorreram diferentes formas de designar os objetos e de utilizar essas
designacdes em sentencas matematicas ou frases, com o intuito de falar mais sobre eles.
Por meio da funcdo apofantica, foi possivel verificar o valor l6gico ou epistémico dos
raciocinios explicitados ou dos que puderam ser inferidos.

Concluimos e defendemos que esse quadro teorico foi fundamental para as analises, 0
que nos possibilitou avaliar as competéncias exigidas para a solucdo de problemas,
conforme o grau de escolaridade.

A andlise serviu também para apontar caminhos para a organizacdo da pratica
educativa, a qual deve levar em conta as producdes dos alunos e as diferentes formas de
interlocucdo entre professor e aluno e entre alunos. Desta forma, sera possivel o
desenvolvimento dos alunos nas formas matematicas de pensar.

A forma de expansdo discursiva contribuiu para a aceitacdo de formas ndo canoénicas de
apresentacdo de solucdes para problemas matematicos, ainda que com o mesmo grau de
validacdo e de valor de prova — sempre levando em consideragdo o grau de
escolaridade. Os alunos devem ser, sobretudo, valorizados, pois isso contribui para a
sua autoestima, evitando assim a sua exclusdo da escola, provocada pelo nédo
entendimento de que o desenvolvimento dessas competéncias mais complexas é
gradativo e individual. Nesse contexto, deve ser respeitado o tempo de cada aluno, ao
mesmo tempo em que haja investimento, por parte do professor, no desenvolvimento

dessas competéncias.
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