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Engenharia Didéatica de Formacéo (EDF): sobre o ensino dos NUmeros
(Generalizados) de Catalan (NGC)

Didactical Engineering: about the teaching of generalized Catalan numbers

FRANCISCO REGIS VIEIRA ALVES?
Resumo

Registramos uma consideravel atencdo dedicada por parte dos autores de livros de
Historia da Matematica (HM) concernentemente aos classicos fundamentos do Calculo
Diferencial e Integral. Por outro lado, se mostra imprescindivel ao entendimento do
professor de Matematica uma compreensdo sobre um irrefredvel processo matematico e
epistemoldgico evolutivo dos objetos matematicos, desde seu estadio de nascedouro até
0 momento atual. Assim, o presente trabalho relata uma Engenharia Didatica de
Formacédo (EDF) desenvolvida com a participacédo de cinco professores em formacéo
inicial, no Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia — IFCE, no ano de 2017.
O tema abordado envolveu a no¢do de NUmeros Generalizados de Catalan (NGC) que
representa uma contribuicdo de varios matematicos e a pesquisa atual sobre inimeros
problemas derivados confirmam seu processo de generalizacdo ininterrupto. O estudo
envolveu cinco tarefas e duas situagdes estruturadas de ensino, com o aporte da Teoria
das Situacdes Didaticas (TSD). Os dados coligidos evidenciam varias propriedades e,
sobretudo, teoremas e definicbes mateméticas descobertas e formuladas pelos sujeitos
participantes da investigacdo o0 que concorreu para o incremento de suas habilidades
profissionais e um conhecimento histdrico, epistémico e pragmatico sobre a nocao.

Palavras-chave: Numero de Catalan, Historia da Matematica, Engenharia de Formacao,
Ensino.
Abstract

We have recorded considerable attention on the part of the authors of Mathematical
History (MH) books concerning the classical fundamentals of Differential and Integral
Calculus. On the other hand, it is essential to the understanding of the Mathematics
teacher an understanding about an unstoppable mathematical and evolutionary
epistemological process of the mathematical objects, from its nascent stage to the present
moment. Thus, the present work reports a Training Didactic Engineering (EDF)
developed with the participation of five teachers in initial formation, in the Federal
Institute of Education, Science and Technology - IFCE, in the year 2017. The topic
covered involved the notion of Numbers Generalized Catalan (NGC) that represents a
contribution of several mathematicians and the current research on numerous derived
problems confirm its process of uninterrupted generalization. The study involved five
tasks and two structured teaching situations, with the contribution of the Theory of
Educational Situations (TSD). The collected data show several properties and, above all,
the theorems and mathematical definitions discovered and formulated by the subjects
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participating in the research, which contributed to the increase of their professional skills
and a historical, epistemic and pragmatic knowledge about the notion.

Keywords: Catalan numbers, History of Mathematics, Didactical Engineering, Teaching.

Introducao

De modo geral, observamos uma consideravel tendéncia dos autores de livros de Historia
da Matematica— HM na discusséo dos fundamentos da Matemaética e, de modo especifico,
um expediente que dedica grande atencdo aos fundamentos do Calculo Diferencial e
Célculo Infinitesimal, cujos principais pressupostos estabelecidos no século XVII,
costumam enlevar o papel distinguido de Isaac Newton e G. W. Leibniz. Por outro lado,
um outro aspecto relevante diz respeito ao viés de discussdo historica dos conceitos
matematicos, desde o seu estadio de nascedouro, até os dias atuais, a partir da indicacao
e a compreensdo de um processo epistemoldgico evolutivo ininterrupto da Matematica
que expressa o carater ndo estatico do conhecimento matematico (ALVES, 2017a).

Em nossos trabalhos, temos acentuado a relevancia do papel fundamental e do
estabelecimento e da descoberta de definicdes matematicas. Neste sentido, as defini¢bes
matematicas ndo apenas nos auxiliam na demarcacdo de um terreno sélido e confiavel
dos modelos teoricos vinculados e derivados de uma no¢éo formal, mas, também, podem
proporcionar uma compreensao sobre o processo de generalizacao dos objetos conceituais
(ALVES, 2016). Ademais, de uma forma distinta discursiva de objetivacdo dos objetos e
as realizacBes dos matematicos no passado, urge uma compreensdo, por parte do
professor de Matematica, do estadio atual da pesquisa especializada e das tendéncias
matematicas e epistemoldgicas, a respeito de noc¢des intimamente relacionadas com o
contexto escolar (DEVELAY, 1993).

Isso posto, nas secBes vindouras, apresentamos as etapas sistematicas classicas
desenvolvidas em uma Engenharia Didatica — (ED). Mas, tendo em vista nossa aten¢éo
maior dedicada a um publico particular de professores em formacéo inicial, adotamos os
pressupostos de uma Engenharia Didatica de 22 geracdo ou, como se tornou mais
conhecida, uma Engenharia Didatica de Formacdo — (EDF) visando o ensino no contexto
historico e a énfase em um componente de formacgdo profissional, com interesse na
evolucdo e aperfeicoamento de suas praticas ordinarias (PERRIN-GLORIAN, 2016).
Diante de uma apreciacdo preliminar dos livros de HM e adotando uma perspectiva
imprescindivel de formacdo de professores, segundo os conteldos em Histéria da

Matematica, escolhnemos os Numeros Generalizados de Catalan (NGC) que, a partir do
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trabalho de inumeros matematicos do passado, vislumbramos uma pesquisa atual
vigorosa, confirmada pelo seu carater de ubiquidade, somente equiparavel ao caso dos
nameros de Fibonacci (ALVES, 2016).

Doravante, veremos alguns elementos tedricos assumidos em um estudo desenvolvido no
Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceard — IFCE. Logo
em seguida, apresentaremos os resultados empiricos da investigacdo. Antes, porém,
demarcaremos um cenario epistémico de investigacdo afetado por uma perspectiva de
Engenharia Didatica para a formacdo de professores que, de modo prosaico, Perrin-
Glorian e Bellemain (2016, p. 37) explicam tratar-se de ‘situa¢des enderegadas
diretamente aos professores ou futuros professores, com o objetivo de aprender
Matemaética para ensinar Matematica”.

Sobre a Engenharia Didatica de Formacao (EDF)

A partir de uma literatura cada vez mais conhecida, observamos duas tendéncias distintas
e derivadas da efervescéncia académica ocorrida na Franga, como consequéncia e uma
resposta a um periodo intenso de reformas educacionais. A primeira tendéncia da
Engenharia Didatica classica, ou Engenharia de 1% geracdo, cujo interesse maior se
revelou pela modelizacéo das atividades do estudante, seu progresso de aprendizagem e
os elementos classicos perspectivados no triangulo didatico indicado por: estudante —
professor — conhecimento. Por outro lado, ap6s uma década e, de modo preciso, ao final
dos anos 80, determinadas insuficiéncias foram apontadas/discutidas pelos didatas da
Matematica, correspondentemente ao papel e a atividade do professor de Matematica. Por
conseguinte, passou ocorrer uma reorientacdo dos estudos sob o viés da ED, todavia,
repercutidos sob a terminologia Engenharia Didatica de 22 geracdo ou Engenharia
Didatica de Formacao (EDF) (ALVES e CATARINO, 2017; AUMOULOUD e SILVA,
2012). No cenario de discusséo e de emergéncia da vertente de uma tendéncia de estudos
enderecados para a formagao, Artigue (2015, p. 492) comenta que “este problema ainda
ndo esta resolvido, porém, o aumento de conhecimentos acerca das representacfes dos
professores e suas praticas e, possivelmente, a sua evolucao pode nos levar a compreender
melhor as dificuldades do desafio”. Essas e outras barreiras enfrentadas pelos didatas da
Matematica podem ser constatadas, por exemplo, segundo as explicagdes minuciosas de

Perrin-Glorian e Bellemain (2016):

As dificuldades de transmissdo das engenharias didaticas e os dispositivos de
formacéo de professores concorreram para o aparecimento da necessidade de
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se estudar, mais proximamente, o funcionamento do ensino ordinario, do ponto
de vista de condicionantes institucionais (e, também, sociais), concebendo o
exercicio da profissdo, por parte do professor e as condutas da classe. Tais
pesquisas se desenvolveram, de modo geral, mais a partir de observacdes
naturalistas, do que das engenharias. Todavia, a fronteira entre a observacéo
naturalista e a engenharia didatica ndo se mostra demasiadamente clara e se
assemelha, de fato, a uma engenharia didatica (ou a adaptacdo de produtos
oriundos de uma engenharia didatica preliminar) e foi, também, utilizada como
instrumento de estudo para o ensino ordindrio e 0 meio de formacdo de
professores. (PERRRIN-GLORIAN e BELLEMAIN, 1983, p. 54).

Indiscutivelmente, o cenério de apreciacdo e a identificacdo dos problemas mencionados
acima se mostram condicionados, do ponto de vista episttmico, por um conjunto de
no¢Oes pragmaticas, intimamente vinculadas ao conhecimento matematico. Observamos,
ainda, que os dispositivos de formacdo, estruturados via a ED, possuem um papel tanto
definidor como estruturante para um perfil ou visando uma competéncia profissional. De
fato, assumimos o interesse pelo real funcionamento de uma classe, diante das demandas
e das necessidades do professor de Matematica que ndo podem ser relativizadas. De fato,

pouco mais adiante, Perrin-Glorian e Bellemain (2016, p. 36) acentuam ainda:

O funcionamento da classe, o papel do professor diante de tal funcionamento,
0s conhecimentos reais dos estudantes se apresentam como variaveis
impossiveis de se negligenciar. Nés fomos, entdo, escolher estudar, a0 mesmo
tempo, as caracteristicas da classe e as caracteristicas gerais do papel do
professor, particularmente visivel neste tipo de classe, aonde os estudantes
partilham, mais dificilmente, a mesma intengdo do professor e, também,
porque a proposicdo do pesquisador de situacOes originadas de uma engenharia
didatica de pesquisa, relativamente a qual, ndo participaram, obrigava os
professores em abandonar suas rotinas ou, ao menos, adapta-las. (PERRRIN-
GLORIAN e BELLEMAIN, 20186, p. 36).

Acima, divisamos um fendmeno de ruptura, na medida em que, diante da proposigéo de
um quadro, relativamente pouco conhecido em sua totalidade, do percurso de trabalho
exigido para o desenvolvimento real de uma engenharia didatica, sobretudo ao caso das
engenharias didaticas classicas ou de 1?2 geracdo, divisamos o fenbmeno observado por
Perrin-Glorian e Bellemain (2016), no sentido de que, os profissionais deveriam aceitar
ou se comprometer com a tarefa da conducéo do seu ensino, segundo 0s pressupostos e
exigéncias da area, entretanto, ndo introjetavam de forma significativa seus fundamentos.
Logo em seguida, apreciamos as explicacGes de Artigue (2015, p. 492) no que concerne
a introducdo da distingdo de duas vertentes ou categorias de engenharias didaticas

introduzidas, de modo pioneiro, por Perrin-Glorian.

Esta distingdo introduzida por Perrin-Glorian esta relacionada com este assunto
e considero-a porque pode afetar uma visdo da Engenharia Didatica— ED como
uma metodologia de pesquisa. Contrastando a Engenharia Didatica de
Pesquisa e a Engenharia Didatica de Desenvolvimento, Perrin-Glorian
comparou os niveis tedricos de controle em relagdo que as duas formas de ED
implicam. Ela enfatizou que, em ambos 0s casos, a analise do conhecimento
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matematico em jogo e o conhecimento dos estudantes, a definicdo das
situacOes, os milieus (meios) associados se condicionam sob controle tedrico.
Para a Engenharia Didatica de Desenvolvimento muito mais flexibilidade é
necessaria para preparar uma adaptacdo para diversos contextos. A perda de
controle é igualmente consideravel, quando se considera o papel do professor
diante de condicionantes institucionais ndo podem ser, em parte removidos,
como no caso de uma Engenharia Didatica de Pesquisa. Essas consideracdes
concorreram para que Perrin-Glorian, ap6s implementar uma ED como
produto oriundo de classes ordinarias, se torna necessaria considerar, pelo
menos, dois niveis para uma ED, cada um com objetivos especificos distintos.
Este é o processo geral que origina uma Engenharia Didatica de segunda
geracdo. (ARTIGUE, 2015, p. 492).

Pouco mais adiante, Artigue (2015, p. 492) proporciona uma distin¢cdo emblematica. Com
efeito, a mesma esclarece que, para o primeiro nivel, se observa como objetivo maior a
validacdo teorica das situacbes provenientes de uma ED, sua capacidade de produzir
conhecimento matematico, a identificacdo de escolhas fundamentais para uma ED,
separando o0 que se mostra essencial do que se mostra vinculado a um contexto particular
e que pode ser adaptado ou modificado. “Tal realizacdo associada toma espago em um
lugar ou ambiente protegido e sob controle pelos pesquisadores, no caso de uma
Engenharia Didatica de Pesquisa” (ARTIGUE, 2015, p. 492). Mas, no segundo nivel de
uma ED, “o objetivo ¢ o estudo da adaptabilidade de situagdes validadas a partir de classes
ordinérias com professores que ndo foram envolvidas na primeira fase” (ARTIGUE,
2015, p. 493), todavia, se podem acentuar o interesse imprescindivel pela elucidacdo de
conteddos matematicos e as organizacGes possiveis para tais contetdos, agregado ao
interesse de possiveis dificuldades dos estudantes para a aprendizagem de tais contetdos
(PERRIN-GLORIAN e BELLEMAIN, 2016, p. 38).

Neste ponto se vislumbra um movimento dialético distinguido, na medida em que se
revela um interesse pela negociacao e a introducdo de situacdes pelos proprios professores
e, no segundo nivel, segundo a autora, sdo tomados como objeto de estudo, acrescido do
préprio impacto de uma ED e suas consequéncias. Uma implicacdo imediata de interesse,
para o caso de Engenharia Didatica de Desenvolvimento ou Formagdo é que 0s
constructos de uma ED, de per si, se tornam um corpus de conhecimentos para 0S
professores e a sua necessaria disseminagéo entre demais profissionais do ensino.

Por outro lado, um forte componente marcante da essencialidade da ED, sobretudo, no
seu periodo inicial, se apresenta nitidamente demarcado e impregnado por um campo
epistémico disciplinar e, neste caso, nos referimos ao saber cientifico, por uma espécie de
contagio (BROUSSEAU, 1996). De fato, Chevallard (1982, p. 5) comenta que “a
exigéncia que se faz da engenharia como tipo de atividade, progride um pouco mais, pois

engenheiro deve tomar o apoio na Ciéncia, a mais recente, mas, ainda, deve objetivar seu
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produto segundo os termos e condi¢des da Ciéncia”. Certamente, recordamos aqui, 0
papel metaférico da acdo do engenheiro, visando a constituicdo de um projeto preciso.

Chevallard e Johsua (1982, p. 6) observa, ainda, que “a engenharia nado ¢,
prioritariamente, uma fonte para a pesquisa e, sim, uma condi¢do para a pesquisa’.
Entretanto, a despeito de seu papel importante, capaz de proporcionar uma perspectiva de
analise diferenciada, a identificacdo de certos obstaculos sdo indicios imprescindiveis,
necessarios e que confirmam um vigoroso ponto de vista em evolu¢do. Com efeito,
Chevallard e Johsua (1982, p. 27) sublinha que o funcionamento do sistema educativo,
marcado por “um verdadeiro arcaismo epistemologico”. A concep¢ao dominante de agao
reporta que tal sistema de ensino se encontra acessivel a nossa vontade, “afeito a realidade
de nossos desejos” (CHEVALLARD, 1991, p. 27). Por conseguinte, todo um viés
epistemoldgico, no interior do sistema de ensino e, consequentemente, em um sistema de
formacéo de professores, se submete a um “jogo ideologico” de multiplas relagdes. Nesse

contexto de analise e de pesquisa, a ED se apresenta como um instrumento poderoso:

Uma descricao prosaica e, até certo ponto confusa, diz respeito que a 0 método
da Engenharia Didatica consiste em definir como uma sucessdo de quatro
fases: concepgdo, realizagdo, observacédo e andlise de uma sequéncia de ensino.
Ela cessa de ser uma inovagdo e toma 0 estatuto de um método uma vez que a
concepgdo visa um conjunto de cendrios possiveis dependentes de variaveis
globais e locais, e que os valores de tais varidveis sdo fixados pelo pesquisador
em funcdo dos efeitos esperados das condutas dos estudantes e a gestdo da
classe. (LABORDE, 1999, p. 103).

Diante do cenario anterior, assumiremos um conjunto de pressupostos caracteristicos de
uma EDF, todavia, para efeito de nossa investigacdo, seguiremos um percurso classico (4
etapas) de uma ED. Por conseguinte, nas proximas secdes, discutiremos as fases: (i)
analises preliminares; (ii) analise a priori e concepcdo das situacoes; (iii) experimentacao;
(iv) andlise a posteriori e validacdo interna (LABORDE, 1999) da sequéncia estruturada.
A cerne de interesse do processo investigativo envolve o seguinte questionamento: Como
desenvolver um processo formativo para professores de Matematica, segundo um
contexto histdrico/epistemologico do conhecimento matematico, afim de proporcionar
um acréscimo dos conhecimentos epistémicos, pragmaticos e habilidades profissionais
do professor em formagéo a respeito dos NUmeros Generalizados de Catalan (NGC)?

Com o escopo de responder ao questionamento anterior, indicaremos 0s seguintes
objetivos especificos: (a) descrever uma EDF, balizada pelos pressupostos da Teoria das
SituacBes Didaticas - TSD, tendo em vista a estruturacdo de uma transposicdo didatica
(Chevallard, 1991) do conteido envolvendo a nocdo de Numeros Generalizados de

Catalan — (NGC) visando a aquisi¢do de conhecimentos por parte de professores em
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formagéo; (b) conceber e aplicar um conjunto de tarefas e de situagdes didaticas
estruturadas com o tema NGC, visando a descoberta de teoremas (propriedades
matematicas) e de definicbes matematicas (ALVES, 2016) derivadas e intrinsecamente
correlacionadas com os nimeros de Catalan e suas multiplas representacdes.

Assumindo posicao concorde com 0s pressupostos de uma ED, observamos que Artigue
(1995, p. 38) explica que uma investigacdo de ED, na fase preliminar e de concepcéo, se
baseia em um quadro tedrico didatico geral e em conhecimentos adquiridos no proprio
campo de estudo. Os elementos mais frequentes considerados nas analises preliminares
sdo apontados por Artigue (1995) como: analise epistemologica dos conteddos
contemplados no ensino; andlise do ensino tradicional e seus efeitos; analise das
concepgdes dos estudantes, as dificuldades e obstaculos que determinam sua evolugéo;
analise do campo de restri¢cdes (no contexto histdrico) de onde devemos situar a realizagdo
didatica efetiva. Todos os elementos anteriores sdo desenvolvidos/determinados em
termos dos objetivos (a) e (b) de trabalho adotados na presente investigacdo acerca do
tema NUmeros Generalizados de Catalan - NGC.

Outrossim, com o amparo do pensamento de Artigue (2015), buscaremos acentuar maior
interesse pela demarcacdo de conhecimentos matematicos, metodologicamente
estruturados, segundo a Teoria das Situa¢fes Didaticas — TSD, cuja repercussdo devera
concorrer para o acrescimento de conhecimentos para o professor ou futuro professor de
Matematica. Isso posto, diante dos referenciais consultados, o itinerario classico para a
realizacdo de uma andlise preliminar, analises a priori e concepcdo de situacdes,
validagdo (interna e/ou externa) das sequéncias deve ser mantido em nosso trabalho,
embora, como aponta Artigue (2015), retringir-nos-emos ao segundo nivel de interesse
de uma ED, que consubstancia e caracteriza uma Engenharia Didatica de Formacéo —
EDF ou Engenharia Didéatica de desenvolvimento.

De um ponto de vista macro, podemos afirmar que “a primeira fase se estrutura em torno
de uma analise do funcionamento do sistema [...]” (ARTIGUE, 1995, p. 39). Néo
obstante, nos parecem pouco identificaveis os elementos de nosso interesse. Assim,
acentuamos o papel das concepgdes dos estudantes participantes do estudo, bem como
uma analise epistemoldgica dos conteldos e do ensino atual, representado pelas
abordagens presentes nos compéndios de livros de HM (BOYER, 1968; EVES, 1976) e
artigos especializados (HURTADO e NOY, 1996; 1999; MCCAMMOND, 2006;
SARACEVI; STANIMIROVI; KRTOLICA; MASOVI, 2014; SHAPIRO, 1994) sobre o

assunto que se restringem a um circuito e/ou veiculagdo limitado de divulgacéo cientifica.
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Analises Preliminares: estudo historico e epistemoldgico

Nas analises preliminares, diante do carater da quase inexisténcia de discussdo sobre 0s
numeros de Catalan por parte dos livros de HM, optamos pela objetivacao deste assunto,
inclusive, segundo as diversas referéncias (artigos) adotadas ao decurso da investigacao.
Constatamos, pois, 0 seu percurso de generalizacdo e, ainda, o interesse atual por parte
de especialistas e matematicos profissionais. O entendimento sobre a referida trajetdria
evolutiva consubstancia um pensamento fundamental para o professor de Matematica.

Assim, observamos que o matematico belga Eugene C. Catalan descobriu, em 1838, 0s
nameros que adquiriram a maior circulagéo dentro dos estudos matematicos de seu tempo
e, apesar de uma modesta contribuicdo matematica inicial que envolveu a descricdo da

2n

2n
seguinte formula ou definicdo formal C, =C(n) =( . ]_(n 1

j,nzo por meio de um

processo de determinar a quantidade de triangulos, por modos diferentes, circunscritos
em figuras poligonais. A ideia vem do problema dos problemas classicos de triangulacédo
de L. Euler, apresentado por si mesmo em 1751 (Koshy, 2009, p.107). Euler introduziu a

propria formula fechada (Stanley, 2015, p.178). A seguinte lista numérica indicada por

Koshy (2009) descreve alguns dos primeiros numeros de Catalan abaixo {Cn}ndN :

{1,1, 2,5,14,42,132,429,1.430,4.862,16.796,58.786,208.012, 742.900, 2.674.440,...,C, ,...,.. } *

A descoberta recente de Luo Jianjin em 1988 que abordou e descreveu a primeira aparicao
de nimeros de Catalan devido ao importante trabalho do matematico chinés Ming Antu
(c.1692-c.1763) que escreveu um livro em 1731 que incluiu algumas expansoes
trigonométricas envolvendo numeros de Catalan (Stojadinovic, 2015). Stanley examina

a onipresenca (a ubiquidade) dos nimeros de Catalan (2015, p.177) no seguinte trecho:

Na literatura moderna de Matematica, 0s numeros cataldes séo
extraordinariamente onipresentes. Embora ocorram em diferentes aspectos,
fizemos uso da matematica com eles e é dificil imaginar o momento em que
eles eram desconhecidos ou, obscuramente conhecidos e ndo apreciados. Pode
entdo ser uma surpresa que 0s ndmeros cataldes tenham uma histdria rica e
mdaltiplas descobertas, mesmo recentemente. Aqui precedemos uma reviséo de
aproximadamente 200, desde a sua descoberta até o presente. (STANLEY,
2015).

Em 1751, Leonhard Euler (1707-1783) encontrou uma formula fechada para tais
numeros. O matematico Christian Goldbach (1690-1764) também confirmou alguns
resultados fornecidos por L. Euler sem uma prova formal necessaria. No entanto, apenas

com os resultados de E. Catalan que o assunto adquiriu maior popularidade. De fato, 0
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matematico Eugene Charles Catalan (1814 - 1894) nasceu em Bruges, na Bélgica.
Estudou na Ecole Polythénique de Paris, ocupando o simples papel do repetidor (BILU,
BUGEAUD & MIGNOTTE, 2010, P.1) e recebeu, de acordo com Koshy (2007, p.105),
seu doutorado em Ciéncias em 1841. Eugene Catalan se tornou professor de matematica
no Colégio Chalonssur-Marne e depois na Franca, tornou-se professor de Analise na
Universidade de Liége na Bélgica. Publicou obras como Elements de Geometri¢ e Notions
d'Astronomie, em 1843 e 1860, respectivamente. No campo da matemaética avangada, ele
publicou numerosos artigos no campo de integrais maltiplas, teoria da superficie, analise
matematica, calculos e probabilidades (KOSHY, 2007; 2012).

Grimaldi (2012, p.147) lembra que Gabriel Lamé (1795-1870) foi o primeiro a fornecer
uma prova elegante, usando os modelos do Combinatorio, os resultados apresentados,
sem o tratamento formal exigido preliminarmente por L. Euler e L von Segner. Seus
resultados foram publicados em alguns artigos matematicos no ano de 1838. Além disso,
um pouco mais tarde, em 1839, E. Catalan escreveu varios artigos sobre o assunto, onde
determinou o nimero de formas ou caminhos de uma cadeia de simbolos “n + 1” com
parénteses com pares 'n' para que possa envolver esses simbolos (GUIMARAES, 2012).
Euler estava em Berlim (Prussia) naquele momento, enquanto seu amigo e ex-mentor
Goldbach estava em Séao Petersburgo (Russia imperial). Eles se conheceram pela primeira
vez quando Euler chegou em S&o Petersburgo em 1727 como jovem e comegou uma
amizade ao longo da vida com 196 cartas entre eles (VARADARAJAN, 2006). Em
setembro de 1751, L. Euler escreveu uma carta a C. Goldbach comunicando a descoberta
inesperada de uma nova espécie de nimeros provenientes de um antigo problema de
triangulacdo de poligonos regulares (BARCUTTI e VERRI, 1992; GESSEL, 2004).

Figura 1. Conjunto de matematicos que contribuiram para o processo evolutivo e de surgimento
e da generalizagdo progressiva dos nimeros de Catalan

Na imagem acima (figura 1), indicamos alguns matematicos que contribuiram direta ou

indiretamente para a evolucdo dos numeros de Catalan. O matematico chinés Ming Antu,
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no lado esquerdo, entdo vemos a imagem de L. Euler. Em seguida, Christian Goldbach,
e finalmente, por ltimo, no lado direito, temos L. Catalan. Aqui observamos uma clara
relevancia do processo evolutivo dos nimeros de Catalan, em vista da contribuicdo nem
sempre contigua, todavia, progressiva de varios matematicos ao longo do tempo. Este
entendimento matematico e evolutivo é importante para o professor de Matematical

Resgatamos um pensamento de Campbell (1984) que questionou a necessidade do aluno
de lidar com um problema concreto e real para entender o papel dos nimeros Catalan.
Para ilustrar seu campo de aplicacdo, Campbell (1984, p. 197-198) descreve um didlogo
imaginario entre dois alunos (ver figura 2). O autor buscou significar para o leitor que
muitos problemas, cuja origem eminentemente tedrica, originada do pensamento abstrato
e refinado de matemaéticos, podem ser objeto de varias aplicacdes, sobretudo, ao célculo
simbolico computacional. Note-se que Campell (1984), no contexto do uso do Pascal,

uma antiga linguagem computacional, discute como obter a fatoracdo do seguinte grande
namero: C, =2".3.5%.7°.11.17-23-31.37-47-59-61.67-89-97-101-109-113-179-181.191-193-197-199
211-223-227-229-233-239- 241 251- 257 - 263- 269 - 271-273-279- 283 293- 307 311-313-317-331- 337 .

Antes de concluir a secdo atual, apresentaremos algumas definicbes matemaéticas
importantes que confirmam um processo evolutivo irrefredvel da Matematica e, em
particular, um processo matematico evolutivo e generalizacdo dos numeros Catalan.
Observamos um cenario que indica as relacdes importantes entre os numeros do Catalan
e 0 progresso correspondente da tecnologia que envolveu 0 uso de outros métodos
algébricos modernos computacionais para seu estudo sistematico (GRAHAM; KNUTH,;
PASTASHNKI, 1988; ROMAN, 2015; STANLEY, 2015; VAREY, 2011).

Figura 2. Campbell (1984) discute as fortes relagGes entre os niimeros de Catalan e a evolugéo da
tecnologia mediante a aplicacdo da nogéo e antigas linguagens computacionais.
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Koshy (2007, p. 109) comenta que em 1941, o matematico H. Urban, analisou o

n o 4-n=-2
- n+1

comportamento dos seguintes quocientes: , N>1. Por outro lado, cabe

observar um contexto historico anterior comentado, por exemplo, por Brasil Junior (2014,
p. 3) quando observou que em 1751, em uma carta para 0 matematico Christian Goldbach,
Leonard Euler discutiu o seguinte problema: Dado um poligono convexo de 7> 3 lados.
De quantas maneiras distintas podemos ligar as diagonais deste poligono de modo que
este seja triangulado e as diagonais ndo se cruzem? “A ideia é tracar n — 3 diagonais no
interior de um poligono convexo de n lados, tal que as diagonais nao se intersectem e 0
poligono fique inteiramente dividido em tridangulos.

O ndmero de maneiras distintas de se fazer isto sera denotado por T ” (BRASIL

JUNIOR, 2014, p. 3). Sobre o mesmo problema, Koshy (2007, p. 108) comenta que o

proprio Euler desenvolveu um laborioso trabalho de determinar uma formula para T que

indicou, sem confirmar sua plena (e precisa) correcdo, a seguinte expressao

T _2-6-10----(4n—10)

n (n—1)! n=3

Koshy (2007, p. 117) comenta que o matematico hungaro Johann Andreas von Segner
(1704 — 1777) publicou em 1728 um importante artigo sobre a regra dos sinais de

Descartes e proporcionou 0 avango em varios ramos da Matematica. Empregando a nocao

n-1
anterior, Segner estabeleceu a relagéo de recorréncia T, = ZTk ‘T, .., ouainda, podemos
k=2

escrever T, =T,T, ,+T,T, ,+T, T, ,+---+T,,T,,n>=3. (Formula de Segner,
1758). Uma demonstracdo combinatéria para este problema foi dada pelo matematico
francés Gabriel Lamé, em uma carta para Joseph Liouville, em 1838. (Brasil Junior, 2014,

p. 4). Por outro lado, desde que vale a igualdade vantajosa c_ =T, ,, podemos reescrevé-
la: C, =C,C ,+CC, ,+CC ,+---++C ,C,+C ,C +C ,C, ouainda, Koshy (2007,
p. 117) denota o seguinte produto interno inesperado para o n-ésimo numero de Catalan:
c,=(G,.¢C.C,,---.C,,.C,)-(C,4.C,5.Crs,C,,,C, ), para n 21,

Grimaldi (2012, p. 147) recorda que Gabriel Lamé (1795 — 1870) foi o primeiro a provar
de modo elegante, empregando os modelos da Combinatoria, os resultados introduzidos,
sem o trato formal necessario, por parte de L. Euler e A. Segner. Seus resultados foram

publicados em alguns artigos no ano de 1838. E, um pouco mais tarde, em 1839, E.

Catalan escreveu varios artigos sobre o0 assunto, aonde determinava o numero de formas
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ou caminhos no plano, de uma cadeia de ‘n+1’ simbolos com paréntesis com ‘n’ pares de
modo que possa envolver tais simbolos.

Veremos, um pouco mais adiante, que tal problema produz, de modo preciso, 0s niUmeros
de Catalan. E. antes de finalizarmos a secéo atual, trazemos duas defini¢cbes de um NGC

que confirmam o interesse atual pelo seu processo de generalizacéo.

k+I)n
Definigdo 1: Um nimero Generalizado de Catalan é dado por C(n,k) = —knl 1[( " ) ]Z
+

k
L ofrem 1 (ke mtde k>0,C(n,1) =C, , . (Koshy, 2007, p.375).
kn+1 n kn+1 nl(kn)! ’

Uma outra generalizacdo de um numero de Catalan foi concebida por Gould (1972), como

a+bn
segue C_(a,b) = a N . Gould (1972) wverificou a seguinte e
: a+bn n

inesperada identidade C,(a+c,b)=> C,(a,b)-C,,(c,b), e que pode ser

k=0

n-1
interpretada como uma generalizagdo da identidade de A. Segner (C,, = Z C..C).
i=0

(2m)!(2n)!

Em 1874, Catalan concluiu que os nimeros da forma | —————
mIn!(m+n)!

j sdo de fato inteiros

e que algum tempo depois eles foram estudados por varios matematicos (GESSEL e
CHIN, 2006). Assim, ocorreu o surgimento na literatura especializada a seguinte

definicdo matematica que recebeu atencéo e o trabalho definitivo de Gessel (1992).

[ij(ZnJ
m){n ) (2m)!(2n)!

(m+nj ~ mIni(m+n)!

Defini¢do 2: Dados os inteiros m, n definiremos S(m,n) =

n

chamados de super nimeros de Catalan ou bivariados de Catalan. (GESSEL, 1992).

b 2 2b I I
Em 1890 a seguinte identidade > (~1)" a _ IO ¢ otudada
s a—k )\ b—k albl(a+b)!

pelo matematico Koloman von Szily (VON SZILY, 1893). Alguns anos depois Gessel
(1992) introduziu a nogédo de super numeros de Catalan (super catalan numbers).

O percurso histdrico anterior constitui parte dos interesses de uma investigacao balizada

por uma EDF, com o escopo de demarcar o terreno epistemoldgico de interesse e, por
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conseguinte, compreender seu processo evolutivo, 0 que concorre e contribui para o
alcance de parte dos objetivos (a) e (b), como indicados nos paragrafos predecessores.
Em nosso caso, acentuamos determinados aspectos que confirmam um processo
matematico de generalizacdo dos nimeros de Catalan, diante de uma pesquisa atual sobre
0 assunto, o que se mostra desconsiderado/negligenciado pelos autores de livros de HM
(BOYER, 1968; EVES, 1976, ROQUE, 2012)

Analise a priori: anlises epistemoldgicas, cognitivas e a concepc¢ao das

situacoes

Na fase atual, segundo a tradicdo dos estudos em ED, objetivaremos uma apreciacdo do
componente histérico evolutivo dos nimeros de Catalan e, logo em seguida, veremos 0s
dados preliminares produzidos por um grupo de cinco professores de Matematica em
formagdo inicial, relativamente ao processo de discussdo heuristica dos numeros de
Catalan. Por fim, apresentamos duas situacGes didaticas estruturadas e amparadas pelos
pressupostos da TSD, visando a modelizacdo dos elementos para o objetivo (b).

De forma preliminar, apresentamos um conjunto de tarefas ao grupo de professores em
formacdo inicial, ao decurso de quatro encontros ocorridos na disciplina Histdria da
Matematica, do altimo semestre do curso de licenciatura em Matematica do IFCE, no ano
de 2017. O conjunto de cinco tarefas possuem forte justificativa histérica e
epistemoldgica e se relacionam ao carater de ubiquidade dos numeros de Catalan.
Tarefa 1: Com origem na sequéncia numérica indicada abaixo em (*), descrever uma

formula fechada para a mesma, se possivel, capaz de produzir os seus elementos.

{1,1, 2,5,14,42,132,429,1.430,4.862,16.796,58.786, 208.012, 742.900,2.674.440,...,C...,.. } *

Comentério: Do ponto de vista histérico, a relevancia desta tarefa diz respeito ao trabalho
de E. Catalan que, a partir dos trabalhos de L. Euler, forneceu a formula fechada
(KOSHY, 2006), partindo do problema emblematico da triangulagdo (SHAPIRO, 1976).
Tarefa Il: Considerando dois pontos no plano A e B. Em seguida, uma diagonal de um
quadrado quadriculado de lado ‘n’. De quantas formas podemos partir do ponto A e
chegar ao ponto B, se que a linha diagonal ndo seja cruzada ou ultrapassada?

Comentario: Aqui exploramos a representacdo combinatoria da Dicky (Stanley, 2015).
Na figura abaixo visualizamos alguns diagramas especificos relacionados com 0s

numeros de Catalan e 0 modelo combinatdrio de Dicky (ao lado esquerdo) (ver fig. 3).
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Figura 3. Koshy (2006) discute varios diagramas e modelos de interpretacdo combinatéria que
produzem os numeros de Catalan

(42

0, &) (z2]m (6] 0)

Tarefa I11: Considerando n pares de paréntesis do tipo () . De quantas formas podemos

agrupar pares de paréntesis, de modo que ndo ocorra nenhum par de paréntesis aberto?
Comentario: Buecu (2010) comenta o problema discutido por E. Catalan, envolvendo
regras para concatenar pares paréntesis no interior de paréntesis. Por exemplo, operacoes

do tipo (O() é permitida, ao passo que ())(() ndo é permitida. Na figura 3, acima e ao

lado direito, Koshy (2006) comenta o padrdo da ocorréncia dos paréntesis e as operacoes
possiveis e que geram 0s numeros de Catalan.

Tarefa IV: Decidir se a partir do tridangulo de Pascal é possivel extrair uma férmula
fechada para os Numeros de Catalan?

Comentario: Na literatura mais recente, deparamos o triangulo de Catalan, introduzido
por Shapiro em 1976. De modo semelhante, intimas relacbes com o triangulo de Pascal.

Tarefa V: Em quantas maneiras um poligono convexo plano de ‘n’ lados pode ser dividido
em triangulos por diagonais?

Comentario: Leonhard Euler colocou este problema em 1751 para o matematico Christian
Goldbach. Na figura 4 abaixo visualizamos um processo de determinacéo correspondente
ao problema de Catalan. Hurtado e Noy (1999) empregam linguagem de programacéo e
nocBes de Geometria Computacional afim de determinar métodos mais eficientes de

execucdo da determinacdo das triangulacdes que correspondem aos nimeros de Catalan.
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Figura 4. Hurtado e Noy (1999) discute os processos de triangulacdo usando os métodos da
Geometria Computacional com aplicacédo atual.

AN

/\
<P <
/\ /I\

i R A e

Vejamos, agora, alguns elementos mais representativos registrados na etapa de analise

cognitiva dos cinco professores, na medida em que se avaliou, também, uma apreciacdo
dos pré-requisitos necessarios para a realizacdo de duas situacdes didaticas. Na situacéo
de acdo, diante da tarefa 1, o professor 1 manifestou o seguinte argumento:
Pesquisador: Existe uma regra ou formula de descri¢do desta sequéncia
numérica que indicamos em (*)?
Professor 1: A gente comegou por trés e multiplicou por 3, por 5 e
depois por nove...a gente estava tentando adaptar esse pensamento para
ver se funcionava....a regra matematica.
Segundo as ponderagdes do professor 1, logo acima, ficou evidente o arrimo do
pensamento indutivo e a compreensao heuristica do funcionamento das regras e registros
numéricos que determinam a regularidade e a ocorréncia dos nimeros de Catalan. Na
figura 5, logo abaixo, divisamos algumas tentativas e erros, com o objetivo semelhante
ao comentado na se¢do anterior, quando ocorreu a necessidade matematica de determinar

uma férmula fechada para tais nimeros. Na figura 5, o professor 1 buscou a descoberta

, , .. _ (2n)!
de uma formula que produz os nimeros e indicou C, = (N +1)! -

Figura 5. O professor 1 buscou determinar uma regra de recorréncia ou férmula para os nimeros
0 de sequéncias recorrentes

Fonte: dados da pesquisa
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No que concerne a tarefa 2, o professor 2 empregou um método previsto para a
identificacdo dos nimeros a partir da trajetdria indicada em um quadrado. Vejamos, em
seguida, a sua interpretacdo da tarefa 2 e a correspondente estratégia resolutiva.
Pesquisador: O que vocé acha que essa representacdo tem a ver com
essa sequéncia que indicamos em (*) ?
Professor 3: E a representagio geométrica dessa sequéncia. . .claro!
Um aspecto importante foi indicado pela compreensao do surgimento dos nimeros de

Catalan a partir de multiplas representac6es. Na figura 6 visualizamos sua atividade.

Figura 6. O professor 2 buscou identificar os caminhos definidos em cada trajetéria e descobriu
0s numeros de Catalan na situagdo de ac¢do, consoante aos pressupostos da TSD.

Fonte: dados da pesquisa

Os professores 3 e 4 foram estimulados na adocdo do raciocinio ou argumento de Catalan
que visou a justaposicdo e comportamento dos pares paréntesis (). Na figura 7 abaixo,
divisamos a descricdo dos primeiros arranjos de paréntesis (fechados) do tipo ().
Pesquisador: Podemos, agora, fornecer um nome para essa sequéncia?
Ou generalizar? O que ela tem a ver com programagao?
Professor 3: Sequéncia n uplas alguma coisa...alguma coisa terminando
em nacci...uma coisa quadratica...um algoritmico passo a passo.

Figura 7. Os professores 3 e 4 identificaram os nimeros de Catalan a partir do problema

classico discutido pelo proprio E. Catalan na situacio de acdo na TSD.
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Abaixo observamos que o professor 5 buscou identificar relagdes extraidas diretamente
do triangulo de Pascal. No trecho abaixo registramos um raciocinio extraido da tarefa 5,
com 0 escopo de extrair relacbes numéricas e regras da configuracdo do triangulo de
Pascal correlacionadas com os numeros de Catalan.
Pesquisador: Como foi que vocé teve a ideia de empregar esses
argumentos?
Professor 5: Eu tomei essa formula que nos trabalhamos na aula passada
e como foi identificado que os elementos do termo central do tridngulo
de Pascal estdo relacionados, entdo apliquei aqui.
Na figura 8, ainda com respeito ao professor 5, 0 mesmo explicou um conjunto de regras
e operacBes possiveis e extraidas agora do triangulo de Pascal e que derivou na
formulacdo corresponde de uma formula fechada para o nimero de Catalan. Se enfatiza,
aqui, as possibilidades de representacfes e conceitos matematicos distintos, que

concorrem, inexoravelmente, para o surgimento dos nimeros de Catalan.

Figura 8. O professor 5 investigou relagdes numéricas oriundas do triangulo de Pascal que
originam os nimeros de Catalan na situacdo de a¢do da TSD.
TR P

Fonte: dados da pesquisa

Na figura 8 observamos uma situacéo de acdo que corresponde & descoberta de uma
formula fechada nos nimeros de E. Catalan a partir das relagbes numéricas investigadas

em torno do triangulo de Pascal. Ao lado direito, o professor 5 indicou a férmula abaixo.
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Figura 9. Os professores 1 e 5 determinaram uma férmula fechada para os nimeros de Catalan a
partir do triangulo de Pascal. Tal descoberta se assemelha ao que ocorreu com E. Catalan

AR

Fonte: dados da pesquisa

Logo em seguida, apresentamos a primeira situacdo didatica com o amparo da TSD.
Assinalamos um conjunto de habilidades e procedimentos promovidos, por intermédio
do conjunto de tarefas inicialmente apresentadas acima e que correspondem aos dados
das andlises cognitivas dos sujeitos participantes da investigacao.

Situacdo didatica I: Com origem nos valores e matrizes indicadas com o CAS Maple,

identificar um padrdo numérico correspondente aos numeros de Catalan. Vejamos 0s

| 11 [3 3)(10 10)(35 35)(126 126) (462 462
seguintes exemp OS:[ J, 4 |3 |8 |5 11 etc.
12)|4% 2)\3 2[\8% 2% 2)\1% -2

21 6 4)(20 15 70 56 252 210
De forma semelhante, temos: , , , , .
6 4)\20 15)(70 56) (252 210)(924 792

Situacdo de acdo: As relacdes e os significados matematicos devem ser depurados na
etapa inicial, na medida em que uma linguagem compreensivel por todos deve ser
mobilizada (ALMOULOUD, 2007, p.38). Dessa o0s estudantes sdo estimulados a analisar
0 comportamento numérico e o determinante das matrizes indicadas no enunciado.
Situagédo de formulagdo: Condicdes diferentes produzem a necessidade da mudanca de
informacdes, argumentos eleitos e a criacdo de uma linguagem para assegurar/permitir tal
mudanga. Na situagdo de formulacédo, o estudante pode justificar suas agdes, todavia, a
situacdo ndo exige. (DOUADY, 1984, apud ARTIGUE, 1984, p. 7).

Situacdo de validacdo: Nessa fase, num contexto do “debate da certeza das assergdes”
(ALMOULOUD, 2007, p. 40). Assim, os dados produzidos com origem nas interag0es
dialéticas dos estudantes, com as informac0es e inferéncias empregadas na fase anterior,
deverdo reforcar as relagdes conceituais entre o modelo matematico formal e as

estratégias escolhidas pelos aprendizes. Ademais, os argumentos de ordem formal e de
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ordem heuristica devem constituir um conjunto de elementos a serem apreciados e
depurados na fase de institucionalizacéo final, segundo a TSD.
Situacdo de institucionalizacdo: Na fase atual, prevemos a descoberta, por intermédio

investigativo, do seguinte teorema intimamente correlacionado com os nimeros.

2n-1 2n-1
: . (i n-1 n-1 «
Teorema 1: Para todo n>1 temos: (i) se M, = , entdo det(M )=C,
2n 5
n+1

[Zn—z) [Zn—Z)
_ _ 10
n-1 n-2 , com a condicdo de que le[z J entéo

5 ()

detN, =C,-C,_,, paratodo inteiro n>1.

; (i) seN, =

. 2n-1 2n (2n-1 .
Demonstragéo: De fato, observamos que detM, =2- - . Entdo,
n-1) n+l{n-1

2n-1 —N! . —N! ] 2n
realizamos os célculos 2( ]:2 (2n-D! _2-n2n-H!_ (2n)! —[ j

n—1 (n—=D!'n! n-(n=D!'n! ntn! {n
Por outro lado, observamos 2n an-1 _an (2n-1)" = (2n)! = (2n)!
n+ll n-1,) n+1 (n-H!n! (n+Ynt(n-1)! (n+1)Y(n-1)!

2n ) . 2n-1) 2n (2n-1) (2n) (2n
= . Por fim, substituiremos: detM  =2. -—— = - =C,.
n-1 n-1) n+l{n-1 n n-1

Para o item (ii) se espera que os estudantes alcancem a seguinte argumentacdo detN, =

(2n-2 y 2n ) (2n-2 y 2n)  (2n-2)! ‘ (2n)! _ (@n-2)! (2n)! _
“ln-1)\{n21 n-2)Ln) (=-Dn-1)! (n-D!(n+1)! (n—-2)In! nin!

=(2n—2)!(2n)![ L S -1]=(2n—2)!(2n)![ b1 3}
(n=-Dn-D! (n-YYn+D! (n-2)!n! nin! (n=DH°(n+D! (n-2)!(nY
_(2n-2)!(2n)! n® B 1 _@n=-2)i2mytf n® 1 B
B 1 (M3(n+1)! (n—2)inH)® | ("3 (n+1)! (n-2)1|

_(2n=-2)¥2n)Y{ n® _n(n+1)(n-1) _(2n—2)!(2n)![n3_n(n2_1)]_(2n—2)!(2n)!‘ﬂ
NGNS (nN+1)! +D! | ()3 (n+1)! o (M(n+D)! 1

_(@n=-2)I2n)! n_ (2n-2)!(2n)! _(2n-2)! (2n)!
Cninin!(n+D)! 1 (h—-DInni(n+1)! (n-1)In! ni(n+1)!

=C,,-C,,Vvn=>0.

A segunda situacdo didatica foi balizada pelo objetivo de generalizar as relacbes e

propriedades discutidas nas etapas anteriores e a introducdo da defini¢cdo formal 2.
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Situagdo didatica Il: Os k-numeros de Catalan C(n,k) foram introduzidos na literatura

1 [(k +1)n

em 1992. Os mesmos sdo definidos por C(n,k)=
kn-+1 n

J . Verificar: (i)

kn+n kn+n . . .
[ j—[ 1 j:C(n,k)-[(k—l)n+1]; (i) Se consideramos a matriz

n n—
(kn+n—1j (kn+n—1)
M, -1 n-1 n-1 . Decidir se temos, de fato, a
kn—n+1|  kn+n kn+n
kn+1 n 2x2

seguinte propriedade derivada da representacio matricial det M = C(n,k).

Situacdo de acdo: Desse modo, acdo do professor deverd depurar com 0 grupo, uma
sintese de todos os dados co