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Abstract

This paper gives a review of research on the Van Hiele Theory over the past 30 years
and highlights and illustrates some important issues regarding theoretical implications
for designing learning activities in dynamic geometry contexts. Outstanding and
problematic issues for further research are suggested such as hierarchical class
inclusion and the development of understanding of other functions of proof.
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Resumo

Este artigo apresenta uma retrospectiva ds pesquisas sobre a Teoria de Van Hiele nos
ultimos 30 anos. Destaca e ilustra alguns aspectos importantes sobre as implicactes
tedricas para a concepcdo de atividades de aprendizagem em contextos de geometria
dindmica. Problemas e questbes para novas pesquisas sdo sugeridos tais como a
inclusdo hierarquica de classes e sobre o desenvolvimento da compreenséo de outras
funcdes da prova.

Palavras chave: Teoria de Van Hiele; Geometria Dinamica; Func6es da Prova.

Introducéao

A teoria de Van Hiele teve origem nas respectivas teses de doutorado de Dina van
Hiele-Geldof e de seu marido, Pierre van Hiele, na Universidade de Utrecht, Holanda,
em 1957. Dina, infelizmente, morreu logo ap6s concluir sua tese e Pierre foi quem, mais

tarde, desenvolveu e disseminou a teoria em publicagdes posteriores.

Enquanto a tese de Pierre tentava, principalmente, explicar o porqué os alunos tinham
problemas ao aprender geometria (sob tal aspecto, ela era explicativa e descritiva), a
tese de Dina versava sobre um experimento educacional e, sob tal aspecto, € mais
prescriptiva com relacdo a ordenacdo do conteudo de geometria e atividades de
aprendizado dos alunos. A principal caracteristica da teoria é a distin¢gdo de cinco

diferentes niveis de pensamentos com rela¢éo ao desenvolvimento da compreensdo dos
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alunos acerca da geometria. Quatro caracteristicas importantes da teoria sao resumidas
da seguinte maneira por Usiskin (1982:4):
eordem fixa: A ordem na qual os alunos progridem por meio dos niveis de

pensamento ndo varia. Em outras palavras, um aluno ndo pode estar no nivel n
sem ter passado pelo nivel n-1.

«adjacéncia: Em cada nivel de pensamento que era intrinseco no nivel anterior
se torna extrinseco no nivel atual.

«distincdo: Cada nivel possui seus proprios simbolos linguisticos e sua propria
rede de relacionamentos que conecta tais simbolos.

eseparacdo: Duas pessoas com raciocinio em niveis diferentes ndo podem
entender uma a outra.

Os Van Hiele atribuiram a principal razdo da falha do curriculo de geometria tradicional
ao fato de que o curriculo era apresentado em um nivel mais alto do que o dos alunos,
ou seja, eles ndo conseguiam entender o professor e o professor ndo conseguia entender
0 porqué eles ndo conseguiam entender! Embora a teoria de Van Hiele faca distingédo
entre os cinco diferentes niveis de pensamento, aqui nos concentraremos apenas nos
quatro primeiros niveis, ja que eles sdo 0s mais relevantes para a geometria do ensino

médio. As caracteristicas gerais de cada nivel podem ser descritas da seguinte maneira:

Nivel 1: reconhecimento

Os alunos reconhecem as figuras visualmente por sua aparéncia global.
Reconhecem triangulos, quadrados, paralelogramos, entre outros, por sua forma,
mas nao identificam as propriedades de tais figuras explicitamente.

Nivel 2: anélise

Os alunos comecam a analisar as propriedades das figuras e aprendem a
terminologia técnica adequada para descrevé-las, mas nao correlacionam figuras
ou propriedades das mesmas.

Nivel 3: ordenacéo

Os alunos realizam a ordenacdo l6gica das propriedades de figuras por meio de
curtas sequéncias de deducdo e compreendem as correlagdes entre as figuras
(por exemplo, inclusGes de classe).

Nivel 4: deducéo

Os alunos comecam a desenvolver sequéncias mais longas de enunciados e a
entender a significancia da deducéo, o papel dos axiomas, teoremas e provas.

Observe que, sob um determinado aspecto, a transicdo do Nivel 1 para o Nivel 2
envolve a transi¢cdo de uma figura estatica na manipulacdo de conceitos, para uma mais

simbdlica de acordo com os conceitos familiares de Bruner (1966). De maneira mais
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simples, a obtengdo do Nivel 2 envolve a aquisi¢do da linguagem técnica por meio da
qual as propriedades do conceito podem ser descritas. Contudo, a transi¢do do Nivel 1
para o Nivel 2 envolve mais do que simplesmente a aquisi¢do de linguagem, ela envolve
0 reconhecimento de algumas novas relacGes entre conceitos e o refinamento e a

renovacgao de conceitos existentes.

Para que um aluno progrida do Nivel 1 para o Nivel 2 em um topico especifico (por
exemplo, os quadrilateros), é necessario que ocorra uma reorganizacao significativa de
relacGes e um refinamento de conceitos. H4, portanto, muito mais em tal transicdo do
que apenas uma verbalizacdo de conhecimento intuitivo, j& que a verbalizacdo anda lado

a lado com a reestruturacéo do conhecimento.

Tal reestruturacdo deve ocorrer antes que os alunos possam comegar a explorar as
relagdes l6gicas entre tais propriedades no Nivel 3. Van Hiele (1973:94) expressa isso

da seguinte maneira:

A rede de relagbes no Nivel 3 s6 pode ser estabelecida de maneira
significativa quando a rede de relagcBes no Nivel 2 for estabelecida
adequadamente. Quando a segunda rede de relagGes estd presente de
forma adequada tal que sua estrutura se torna aparente e alguém pode
falar sobre ela com outras pessoas, é entdo que o0s elementos
constituintes do Nivel 3 estardo prontos.

O Nivel 3 também representa uma rede de relacdes completamente diferente daquela do
Nivel 2. Enquanto a rede de relacdes do Nivel 2 envolve a associacdo de propriedades a
tipos de figuras e relacOes entre figuras de acordo com tais propriedades, a rede de
relacbes no Nivel 3 envolve as relacbes logicas entre as propriedades das figuras. A
rede de relacBes no Nivel 3 ndo mais se refere a figuras concretas e especificas, e
tampouco tais relagdes formam uma estrutura de referéncia na qual se pergunta se uma
determinada figura possui determinadas propriedades. As perguntas tipicas feitas no
Nivel 3 sdo relacionadas ao fato de uma determinada propriedade ser sequéncia de outra
ou se ela pode ser deduzida a partir de um subconjunto especifico de propriedades (ou
seja, se ela poderia ser tomada como uma definicdo ou se € um teorema) ou se duas

defini¢bes sdo equivalentes.

Portanto, as redes de relagdes do Primeiro e do Segundo niveis de pensamento sao
bastante diferentes (Van Hiele, 1973:90):

O raciocinio acerca de um sistema Idgico pertence ao Terceiro Nivel
de pensamento. A rede de relagfes, que se baseia em uma descricdo
verbal de fatos observados, pertence ao Segundo Nivel de
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pensamento. Esses dois niveis tém suas proprias redes de relagdes,
com uma sendo diferente da outra: ou alguém raciocina em uma rede
de relacBes ou na outra.

As diferencas entre os trés primeiros niveis podem ser resumidos da maneira exibida na
Tabela 1 com relacdo aos objetos e a estrutura de pensamento em cada nivel (adaptado
de Fuys et al, 1988:6).

Tabela 1
Objetos de Figuras Individuais  Classes de Figuras  Definicao de
pensamento classes
de figuras
Estrutura de Reconhecimento Reconhecimento das Observagéo
pensamento visual propriedades como  formulacéo
N « caracteristicas de de relagdes
omeagao classes I6gicas
Classificacdo. visual entre as
propriedades
Exemplos Todos os Um paralelogramo  « Lados
paralelogramos tem: opostos =
ilcam Juntos”porque « 4 lados implicam
se parecem em lados
« angulos opostos =  0opostos //
Reténgulos,
quadrados e « lados opostos = ;L:sigz p
losangos n&o séo » lados opostos // irFr)]pIicam
paralelogramos _
porque “no se » diagonais cortam- em |ad03_
parecem com eles”  S€ No ponto médio; 0opostos =
etc. « angulos
) _ ., opostos =
Um retangulo nédo é implicam
um paralelogramo, em lados
ja que possui opostos =

angulos de 90°,
diferentemente
de um

paralelogramo.

* diagonais
que se
cortam no
ponto médio
implicam
em simetria
de meia
volta.

Ao usar entrevistas com base em tarefas, Burger & Shaughnessy (1986) caracterizaram

0s niveis de pensamento dos alunos nos primeiros quatro niveis de maneira mais
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completa como segue:

404

Nivel 1

(1) Costumam usar propriedades visuais irrelevantes para identificar figuras,
comparar, classificar e descrever.

(2) Normalmente se referem a protétipos visuais de figuras e sdo facilmente
enganados pela orientacdo das figuras.

(3) Incapacidade de pensar em uma variacdo infinita de um tipo especifico de
figura (por exemplo, em termos de orientacdo e forma).

(4) ClassificacOes inconsistentes de figuras, por exemplo, uso de propriedades
incomuns ou irrelevantes para classificar as figuras.

(5) Descricdes (defini¢des) incompletas de figuras ao ver condi¢Bes necessarias
(normalmente visuais) como condic¢des suficientes.

Nivel 2

(1) Uma comparacdo explicita de figuras com relacdo as suas propriedades
subjacentes.

(2) Evitam inclusdes de classe entre as diferentes classes de figuras, por
exemplo, quadrados e retdngulos sdo considerados disjuntos.

(3) Classificacdo de figuras somente com relacdo a uma propriedade, por
exemplo, propriedades dos lados, enquanto outras propriedades, como
simetrias, angulos e diagonais, sdo ignoradas.

(4) Exibem uma utilizacdo ndo econdmica das propriedades das figuras para
descrevé-las (defini-las), em vez de usar apenas as propriedades suficientes.

(5) Rejeicao explicita de definicdes fornecidas por terceiros, por exemplo, um
professor ou livro, favorecendo apenas suas proprias definicdes pessoais.

(6) Abordagem empirica no estabelecimento da verdade de uma declaracdo, por
exemplo, o uso de observacao e medicdo com base em diversos rascunhos.

Nivel 3
(1) Formulacédo de defini¢bes econdmicas e corretas para as figuras.

(2) Capacidade de transformar definices incompletas em definicdes completas e
uma aceitacdo e uso esponténeo de definigdes para novos conceitos.

(3) A aceitacdo de diferentes definicdes equivalentes para 0 mesmo conceito.
(4) Classificacao hierarquica de figuras, por exemplo, quadrilateros.

(5) Uso explicito da forma logica “se... entdo” na formulacdo e tratamento de
conjecturas, além do uso implicito de regras l6gicas, como modus ponens.

(6) Incerteza e falta de clareza com relacdo as respectivas funcdes de axiomas,
definigdes e provas.

Nivel 4

(1) Compreensdo das respectivas funcBes (papeis) de axiomas, defini¢bes e
provas.

(2) Realizagdo espontanea de conjecturas e esforgos iniciados por vontade
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prépria para verifica-los de maneira dedutiva.

1. Pesquisa Russa sobre o Ensino da Geometria

A geometria sempre foi uma parte proeminente do programa curricular de matematica
na Ruassia nos séculos XIX e XX. Essa classica tradicdo foi, sem duvida, influenciada
pelas (e contribuiram para) realizacdes de diversos gedmetras russos famosos (como
Lobachevsky) nos dois séculos passados. Tradicionalmente, o programa de geometria
da Russia consistia de duas fases: uma fase intuitiva valida da 12 a 5% série e uma fase de
sistematizacao (dedutiva) valida a partir da 62 série (12/13 anos de idade).

No final da década de 60, os pesquisadores russos (soviéticos) realizaram uma analise
abrangente das fases intuitivas e de sistematizacao para tentar encontrar uma resposta a
perturbadora questdo do porqué os alunos que iam bem em outras matérias, mostravam
pouco progresso em geometria. A teoria de Van Hiele desempenhou um papel
importante em tal analise. Por exemplo, descobriu-se que, ao final da 52 série (antes do
inicio da fase de sistematizacdo, que requer uma compreensdo de pelo menos Nivel 3),

apenas 10 a 15% dos alunos estavam no Nivel 2.

A principal razdo disso era a atencdo insuficiente dedicada a geometria no ensino
priméario. Por exemplo, nos primeiros cinco anos, esperava-se que o0s alunos tomassem
conhecimento, principalmente por meio de atividades de Nivel 1, de pelo menos 12 a 15
objetos geométricos (e terminologia associada). Por outro lado, esperava-se que 0S
alunos, no primeiro topico tratado no primeiro més da 62 série, ndo apenas tomassem
conhecimento de cerca de 100 novos objetos e terminologia, mas isso tudo era tratado
no Nivel 3 de compreensdo (ou, ndo raro, o professor devia tentar apresentar o conteido
novo em 3 niveis diferentes simultaneamente). N&o é de se admirar que eles descreviam

0 periodo da 12 a 52 série como um periodo prolongado de inatividade geométrica!

Consequentemente, 0s russos criaram um curriculo experimental de geometria de muito
éxito com base na teoria de Van Hiele. Eles descobriram que um fator importante era a
sequéncia e o desenvolvimento continuo de conceitos a partir da 12 série. Como relatado
em Wirszup (1976:75-96), o aluno medio da 8% série do curriculo experimental
demonstrou compreensao geométrica igual ou melhor do que os correspondentes alunos

das 112 e 122 séries do curriculo antigo.
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2. O Curriculo de Geometria do Ensino Fundamental e Médio

Os paralelos entre a experiéncia Russa e a Africa do Sul e outros paises sdo 6bvios. Na
Africa do Sul, costumavamos ter um curriculo de geometria carregado de geometria
formal no fim do ensino médio, mas contetdo relativamente fraco e apresentado
informalmente no ensino fundamental, (por exemplo, pouca geometria de semelhaca ou
de circulos é apresentada no ensino fundamental). Em media, 0 desempenho dos alunos

em geometria na 122 série Sul-Africana foi muito pior do que em algebra. Por qué?

A teoria de Van Hiele permite uma importante explicagdo. Por exemplo, pesquisas de
De Villiers & Njisane (1987) mostraram que cerca de 45% dos alunos pesquisados na
122 série em KwaZulu havia dominado apenas o Nivel 2 ou menos, enquanto o exame
presumia o dominio de niveis a partir do Nivel 3! Semelhantes baixos niveis de Van
Hiele entre os alunos do ensino médio foram descobertos por Malan (1986), Smith &
De Villiers (1989) e Govender (1995). Em especial, a transi¢cdo do Nivel 1 para o Nivel
2 apresentava problemas especificos em alunos usando um segundo idioma, ja que
envolvia a aquisi¢cdo da terminologia técnica por meio da qual as propriedades das
figuras precisam ser descritas e exploradas. Isso requer tempo suficiente, o que ndo esta

disponivel atualmente no curriculo sobrecarregado do ensino médio.

Parece claro que nenhum tipo de esfor¢co ou método de ensino extravagante no ensino
médio tera sucesso a menos que realizemos uma profunda revisdo do curriculo de
geometria do ensino fundamental seguindo os conceitos de Van Hiele. Assim, o futuro

da geometria escolar no ensino médio depende da geometria do ensino fundamental!

No Japdo, por exemplo, os alunos ja comecam na 12 série com tangram estendido, além
de outras pesquisas de planos e espagos (por exemplo, ver Nohda, 1992). Isso progride
continuamente nos anos seguintes de modo que, na 5% serie, eles ja estdo lidando
formalmente com o0s conceitos de congruéncia e semelhanga, conceitos que séo
apresentados apenas nas 82 e 92 séries na Africa do Sul. Do mesmo modo em Taiwan,
onde o0 ensino de geometria também comeca cedo, ha relatos, em um estudo por Wu &
Ma (2006), que 28,3% dos alunos da 62 serie ja estavam no Nivel 3 de Van Hiele,
enquanto a mesma porcentagem de alunos no Nivel 3 de Van Hiele na Africa do Sul era
atingida apenas na 112 série (De Villiers & Njisane, (1987); De Villiers, (1987)). Mais
recentemente, Feza & Webb (2005) descobriram que apenas 5 entre 30 (16,7%) dos

alunos da 72 série entrevistados na Africa do Sul haviam atingido o Nivel 2 de Van
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Hiele. N&o surpreende que em estudos internacionais comparativos em anos recentes, 0S
estudantes Japoneses e Taiwaneses foram consistentemente melhores do que os Sul-

Africanos, assim como outros paises.

Embora a recente introducdo de mosaicos no ensino fundamental Sul-Africano seja
muito bem-vinda, vérios professores e autores de livros educacionais ndo parecem
entender sua relevancia no que se refere a teoria de VVan Hiele. Embora 0os mosaicos
tenham uma grande atracdo estética devido aos seus modelos intrigantes e
artisticamente agradaveis, o motivo fundamental para a sua introdu¢do no ensino
fundamental é que ele proporciona um alicerce visual intuitivo (Van Hiele 1) para
varios contetudos geométricos, que depois podem ser tratados de maneira mais formal

em um contexto dedutivo.

Por exemplo, em um modelo de mosaico triangular como o exibido na Figura 1, alguém

poderia colocar as seguintes questdes aos seus alunos:

(1) Identificar e colorir linhas paralelas
(2) O que vocé pode dizer sobre os angulos A, B, C, D e E, e por qué?
(3) O que vocé pode dizer sobre os angulos A, 1, 2, 3 e 4, e por qué?

NG I
NG O NI
R/\/\/NW
BAVAN. / \// ‘

W

FIGURA 1: Visualizacao
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Em tal atividade, os alunos perceberdo que os angulos A, B, C, D e E sdo todos iguais, ja
que uma rotacdo de meia volta do tridngulo cinza ao redor do ponto médio do lado AB
projeta o &ngulo A sobre o angulo B, e assim por diante. Assim, os alunos podem ser
apresentados, pela primeira vez, ao conceito de “serras” ou “zigue-zagues” (angulos
alternos). De maneira semelhante, os alunos devem perceber que os angulos A, 1, 2, 3 e

4 sdo todos iguais, visto que uma translacdo do triangulo cinza na dire¢do dos angulos 1,
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2, 3 e 4, consecutivamente, projeta o angulo A sobre cada um desses angulos. Assim, 0s
alunos podem ser apresentados pela primeira vez ao conceito de “escadas” (angulos
correspondentes). Os alunos devem receber estimulo ainda maior para encontrar
diferentes serras e escadas nesse e em outros mosaicos para aprimorar sua capacidade

de visualizagéo.

Como cada pega deve ser idéntica e pode ser encaixada perfeitamente sobre outra por
meio de translacdes, rotaces ou reflexdes, fica mais facil a introducdo do conceito de
congruéncia aos alunos. Também é possivel pedir aos alunos que procurem formas
diferentes em tais modelos de mosaicos, por exemplo, paralelogramos, trapézios e
hexagonos. Além disso, eles podem ser estimulados a procurar por figuras maiores com
o mesmo formato, assim apresentando a eles, e de forma intuitiva, o conceito de
semelhanca (como exibido na Figura 1 pelos triangulos e paralelogramos com hachuras

semelhantes).

Os mosaicos também proporcionam um contexto adequado para a andlise das
propriedades de figuras geométricas (Van Hiele 2), além de sua explicacdo logica (Van
Hiele 3). Por exemplo, ap6s os alunos terem construido um modelo de mosaico
triangular como o exibido na Figura 2, alguém poderia colocar questdes como segue:
(1) O que vocé pode dizer sobre os angulos A e B em relagédo aos angulos D e
E? Por qué? O que vocé pode concluir a partir disso?

(2) O que vocé pode dizer sobre os angulos F e G em relacdo aos angulos H e
I? Por qué? O que vocé pode concluir a partir disso?

(3) O que vocé pode dizer sobre o segmento JK em relacdo ao segmento LM?
Por qué? O que vocé pode concluir a partir disso?

- f { { ! ! f.

A

IEANANANANANE
IEYANANANAN,
NG N
IANANAVANAN
IANANANANANES

FIGURA 2: Analise
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No primeiro caso, os alunos podem, mais uma vez, ver que o angulo A = angulo D
devido a formacdo de uma serra. Além disso, o angulo B = &ngulo E devido a uma
escada. Portanto, é facil para eles observarem que, como os trés angulos C,D e Eficam
sobre uma linha reta, a soma dos angulos do triangulo ABC deve ser igual a 180°. Eles
também podem observar que isso € verdade para qualquer vértice, para qualquer
tamanho de tridngulo ou orientagdo, permitindo assim a generalizagdo. No segundo
caso, o teorema do angulo externo é apresentado e, no terceiro caso, o teorema do ponto
médio. Claramente, tais analises estdo apenas a um pequeno passo de distancia das
explicacbes geométricas padrdo (provas), e tudo de que precisam agora € alguma
formalizacdo. Na Figura 3, os trés niveis sdo ilustrados para a descoberta e explicacdo

de que os angulos opostos de um paralelogramo séo iguais.

[ | |
A
[ ] ] ] —
[

¥:::',3;:~;:=;:!::::E /

ingulos opostes=

1o SETTA
o escada

FIGURA 3: Trés Niveis
3. Estruturacdo Conceitual

Um aspecto muito importante da teoria de Van Hiele € que ela enfatiza que atividades
informais nos Niveis 1 e 2 deveriam fornecer as “subestruturas conceituais” adequadas
para as atividades formais do nivel seguinte. Embora diferente, essa ideia € um pouco
semelhante a ideia de andaimes (scaffolding, em inglés) instrutivos promovida por
Wood, Bruner & Ross (1976).

Os professores costumam deixar que seus alunos mecam os angulos de um triangulo
com um transferidor e entdo deixa-los somar os angulos (normalmente desconsiderando

os “desvios” de erros experimentais) para “descobrir” que eles sempre totalizam 180°.
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FIGURA 4: Usando Transformacdes para a Descoberta.

Contudo, do ponto de vista de Van Hiele, isso é totalmente inadequado, j& que ndo
proporciona uma subestrutura conceitual apropriada na qual a explicacdo ldgica
eventual (prova) esta implicitamente embutida. Por outro lado, uma atividade com pecas
de papeldo ou o software Sketchpad como a seguinte de De Villiers (2003) proporciona
tal subestrutura. Por exemplo, transladar um triangulo ABC pelo vetor BC, e rotacionar
o tridngulo ABC ao redor do ponto médio de AC (ver Figura 4). Deixe que os alunos
percebam, ao movimentar as pecas, que os trés angulos C, D e E sempre estdo sobre
uma reta. Entdo, pergunte aos alunos o que eles podem dizer sobre os angulos A e B em
relacdo aos angulos D e E em termos das transformac6es ocorridas. Como o angulo B se
projeta sobre 0 &ngulo E pela translagéo, e o angulo A se projeta sobre o angulo D pela
rotacdo de meia volta, os angulos B e A sdo iguais aos angulos D e E, respectivamente.
Isso obviamente proporciona uma estrutura conceitual muito mais adequada para uma
eventual explicacdo (prova) do que simplesmente deixar os alunos medir alguns angulos

dos tridngulos.

De maneira semelhante, a acdo de medir os angulos da base de um triangulo is6sceles é
conceitualmente inadequada, mas dobra-lo sobre seu eixo de simetria prepara 0 caminho
para uma posterior prova formal. O mesmo se aplica a investigacdo das propriedades
dos quadrilateros. Por exemplo, € conceitualmente inadequado medir 0s angulos opostos
de um paralelogramo de modo a permitir que os alunos descubram que eles s&o iguais.
E muito melhor permitir que eles rotacionem o paralelogramo para descobrir que 0s
angulos (e lados) opostos se projetam uns sobre 0s outros, ja que isso geralmente se

aplica a todos os paralelogramos e contem as bases conceituais para uma prova formal.

Recentemente, conversei com um professor que repudiou a introducdo de outro
professor aos mosaicos e que deixou seus alunos primeiramente usarem pequenas pecas
de papeldo. Esse professor concluiu que o0s mosaicos produziam padrdes
desorganizados, eram ineficazes e consumiam tempo, e que alguém deveria comecar
dando aos seus alunos grades prontas de quadrados e triangulos e mostrar a eles como
era facil desenhar padrdes de mosaicos organizados (ver Figura 5). Embora tais grades
sejam uma maneira Util e eficaz de desenhar padrfes organizados, é extremamente
importante, no aspecto conceitual, que os alunos tenham pelo menos um pouco de
experiéncia com o manuseio fisico de pecas, ou seja, rotacoes, translactes e reflexdes

das pecas manualmente (ou, no minimo, com o auxilio de softwares de geometria
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dindmica, ilustrando ou animando as transformagdes subjacentes).

FIGURA 5: Utilizando Grades para construir Mosaicos

O primeiro problema é que é possivel desenhar padrdes de mosaicos em tais grades sem
que haja qualquer compreenséo clara das isometrias subjacentes por meio das quais eles
podem ser criados. Isometrias, por sua vez, sdo conceitualmente importantes para
analisar as propriedades geométricas embutidas no padrdo e, eventualmente, para

formaliza-las em provas.

Ainda mais importante, de acordo com Bruner (1966), este nivel inativo, no qual a
crianca manipula materiais diretamente, € um preé-requisito fundamental (assim como
na teoria de Van Hiele) para o nivel estatico, no qual a crianca comeca a lidar com

imagens mentais de objetos e ndo precisa mais manipula-los de forma direta.

4. Definir e Classificar

Tradicionalmente, a maioria dos professores e autores de livros escolares simplesmente
fornece aos alunos conteudo pronto (definicbes, teoremas, comprovacoes,
classificacOes, etc.) para que eles meramente tenham de assimila-lo e regurgita-lo em
testes e provas. Esse tipo de ensino tradicional de geometria pode ser comparado a uma
aula de culinéria na qual o professor simplesmente mostra aos alunos bolos (ou pior,
apenas fotos de bolos) sem jamais mostrar a eles o que vai dentro do bolo e como ele €
preparado. E mais, eles nem mesmo tém a oportunidade de tentar cozinhar por si

préprios!

Matematicos e educadores de matematica criticam bastante o ensino direto de
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definicOes de geometria sem énfase no processo subjacente da definicdo. O conhecido
matematico Hans Freudenthal (1973:416-418) também teceu fortes criticas a prética

tradicional de simplesmente fornecer definicGes de geometria como segue:

O didatico socratico se recusaria a apresentar 0s objetos
geométricos por defini¢cbes, mas em qualquer circunstancia na qual a
inversdo didatica prevalece, o ato de deduzir comega com definicdes.

... A maioria das defini¢bes ndo € preconcebida, mas sim o toque final
da atividade organizadora. Esse privilégio ndo deveria ser roubado da
crianca... O bom ensino da geometria pode significar muitas coisas:
aprender a organizar um assunto e aprender o0 que é organizar;
aprender a conceituar e o0 que é conceituar; aprender a definir e o que é
uma definicdo. Isso significa deixar os alunos compreenderam o
porqué certas organizagdes, conceitos e definicGes sdo melhores do
que outros.

O simples fato de saber a definicdo de um conceito ndo garante a compreensdo do
conceito. Por exemplo, embora possam ter ensinado a um aluno, e ele seja capaz de
dizer, a definigcdo padrdo de um paralelogramo como um quadrilatero com lados opostos
paralelos, o aluno pode ainda ndo considerar retangulos, quadrados e losangos como
paralelogramos, ja que a imagem conceitual que os alunos tém de um paralelogramo é

que nem todos os angulos ou lados podem ser iguais.

De acordo com a teoria de Van Hiele, a compreensao de defini¢des formais fornecidas
por livros se desenvolve apenas no Nivel 3, e proporcionar tais defini¢bes aos alunos
diretamente nos niveis inferiores esta fadado ao fracasso. Além disso, se levarmos a
sério a teoria construtivista de aprendizado (ou seja, de que o conhecimento
simplesmente ndo pode ser transferido diretamente de uma pessoa a outra e que 0
conhecimento significativo precisa ser (re)construido de maneira ativa pelo aprendiz),
os alunos devem estar envolvidos na acao de definir e terem a chance de selecionar suas
proprias definicbes em cada nivel. Isso implica em permitir 0s seguintes possiveis tipos

de defini¢des significativas para um retangulo em cada nivel de Van Hiele:

Van Hiele 1

Definigdes visuais, por exemplo, um retangulo é uma figura que parece com isso
(desenha ou identifica um quadrilatero cujos angulos tém 90° e que possui dois
lados curtos e dois lados longos).

Van Hiele 2

Definigdes ndo econdmicas, por exemplo, um retangulo é um quadrilatero com
lados opostos paralelos e iguais, todos os angulos tém 90°, diagonais iguais,
simetria de rotacdo, dois eixos de simetria pelos lados opostos, dois lados longos
e dois lados curtos, etc.

412 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.12, n.3, pp.400-431, 2010



Van Hiele 3

DefinicBGes econdmicas e corretas, por exemplo, um retangulo é um quadrilatero
com dois eixos de simetria pelos lados opostos.

5. Defini¢Bes Hierarquicas vs. Particionadas

Embora as criangas mais jovens sejam capazes de compreender inclusfes de classe
como “gatos e cachorros sdo animais”, parece substancialmente mais dificil conseguir
isso com figuras geométricas. Geralmente, as definicbes espontaneas de alunos nos
Niveis de Van Hiele 1 e 2, tal como demonstrado acima, também tenderiam a ser
particionadass, ou seja, ndo permitiriam a incluséo de quadrados entre os retangulos
(por meio da declaragdo explicita de dois lados longos e dois lados curtos). Por outro
lado, de acordo com a teoria de Van Hiele, as definicdes do Nivel 3 sdo tipicamente
hierarquicas, o que significa que permitem a inclusdo dos quadrados entre 0s

retdngulos, e ndo seriam compreendidas por alunos nos niveis inferiores.

No ensino tradicional, as criangas sdo, em sua maioria, apresentadas a retangulos,
losangos, paralelogramos, entre outros, como objetos geométricos estaticos. Por
exemplo, um retangulo pode ser introduzido por meio da comparacdo com a forma de
uma porta ou figura estatica de um livro, mas uma porta ou uma figura de um livro néo
podem ser transformadas em um quadrado (a menos que partes sejam cortadas). Assim,
o retangulo conceitual € introduzido, desde o inicio, como um conceito completamente
dissociado de um quadrado. Infelizmente, tal esquema de classificacdo particionada se
torna arraigada e fossilizada ao longo do tempo, tornando-se muito resistente a

mudangas.

A dificuldade conceitual da inclusdo de classes geométricas ja foi demonstrada por
Mayberry (1981), que descobriu que apenas 3 em cada 19 professores de matematica
ndo conhecedores de tal conceito indicavam que quadrados tambeém eram retangulos em
uma folha com alguns quadrilateros. Embora possam ser levantadas criticas validas
contra algumas das questfes usadas por Mayberry, assim como por Usiskin (1982) para
a avaliacdo do raciocinio hierdrquico, j& que dado um conjunto de diferentes
quadrilateros, os alunos podem simplesmente marcar o quadrilatero mais geral (por
exemplo, um paralelogramo) ao pedir que o marquem, simplesmente ndo sabendo ou

percebendo que a intencdo da pergunta era de que todos 0s casos especiais (por
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exemplo, retdngulos, losangos e quadrados) também deveriam ser marcados.

Em uma pesquisa realizada por De Villiers & Njisane (1987) com 4015 alunos de
KwaZulu (Africa do Sul) usando algumas questdes modificadas para a avaliacdo do
raciocinio hierarquico (ver a Figura 6, por exemplo), observou-se uma pequena
melhoria. No entanto, descobriu-se que houve pouquissimo progresso em seu raciocinio
hierarquico da 9% & 122 série, com taxa de sucesso variando apenas de 0,5% a 5,1% com
um critério de 50% em itens de testes avaliando o raciocinio hierarquico. 1sso contrasta
significativamente com os niveis de proficiéncia de Van Hiele 3 em deducdes de uma e
duas etapas, que melhoraram, respectivamente, de 2,5% e 0,2% na 92 série para 63,3% e
42,6% na 122 série. Descobertas mais recentes de Atebe & Schéfer (2008) com um
grupo de Nigerianos e Sul-Africanos mostraram, de maneira semelhante, que foram
quase nulas as inclusbes de classes de quadrilateros entre o grupo investigado da 10? a

122 série.

11. Two different persons were asked to indicate all the parallelo
grams in a given set of figures with crosses.
(a Which person correctly indicated the parallelograms

(A er B or NOBOOY)? p ........

Per Persan A A

5 <> o7

FIGURA 6: Teste da Inclusao de Classes

As defini¢des formais do Nivel 3 de Van Hiele em livros escolares costumam ser
precedidas por uma atividade na qual os alunos devem comparar diversas propriedades
dos quadrilateros em uma tabela, cujo objetivo é auxiliar os alunos a ver que quadrados,

retingulos e losangos tém todas as propriedades de um paralelogramo e que eles,
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portanto, poderiam ser considerados casos especiais. Conduto, pesquisas relatadas em
De Villiers (1994) demonstram que muitos alunos, mesmo apds fazer tais comparacGes
na tabela e outras atividades, ainda preferiam definir quadrilateros de forma
particionada (em outras palavras, por exemplo, ainda preferiam definir um
paralelogramo como um quadrildtero com ambos os pares de lados opostos paralelos,
mas sem que todos os angulos ou lados fossem iguais).

Por tal motivo, parece que os alunos deveriam receber a oportunidade de formular suas
préoprias definicbes independentemente delas serem particiondas ou hierarquicas. Na
aula, ao comparar e falar sobre as vantagens e desvantagens relativas desses dois
diferentes modos de classificacdo e definicdo de quadrilateros (ambos os quais sdo
matematicamente corretos), os alunos podem ser orientados a perceber que ha algumas
vantagens em aceitar uma classificacdo hierarquica. Por exemplo, se pedirem aos alunos
para comparar as duas seguintes definicdes para paralelogramos, eles podem perceber
que a primeira é mais econdmica do que a segunda:

hierarquica: um paralelogramo é um quadrilatero no qual ambos os pares de

lados opostos sdo paralelos.

particionada: um paralelogramo é um quadrilatero no qual ambos os pares de
lados opostos sdo paralelos, mas nem todos os angulos ou lados sédo iguais.

Obviamente, as defini¢bes particionadas sdo mais longas, ja que precisam incluir
propriedades adicionais para garantir a exclusdo de casos especiais. Outra vantagem de
uma definicdo hierarquica para um conceito é a de que todos os teoremas provados para
tal conceito automaticamente se aplicam aos seus casos especiais. Por exemplo, se
provarmos que as diagonais de um paralelogramo se cortam no ponto médio, podemos
concluir imediatamente que o mesmo também € verdade para retangulos, losangos e
quadrados. Por outro lado, se os classificarmos e definirmos de modo particionado,
teriamos de provar isso separadamente para cada caso — paralelogramos, retangulos,
losangos e quadrados. E 6bvio que reproduzir todas essas provas ndo é nada econémico.
Parece claro que, a menos que o papel e a funcdo de uma classificacdo hierarquica seja
tratada de maneira significativa na aula, varios alunos terdo dificuldade para entender o

porqué suas definic¢Ges intuitivas e particionadas ndo séo usadas.

Envolver os alunos na definicdo de conceitos geométricos como o0s quadrilateros

também proporciona uma oportunidade valiosa para que os alunos aprendam a construir
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contraexemplos para definicbes incompletas ou erradas criadas por eles mesmos. Por
exemplo, ser capaz de demonstrar que uma pipa € um quadrildtero com diagonais
perpendiculares é uma definicdo incompleta para encontrar um quadrilatero com

diagonais perpendiculares que ndo seja uma pipa.

Uma dificuldade comum dos alunos ao produzir as contraexemplos corretos para
definicbes incompletas é que eles costumam tentar rejeitar uma definicdo com um caso
especial. Por exemplo, para a definicdo incorreta, um retangulo é qualquer quadrilatero
com diagonais congruentes, alguns alunos fornecem um quadrado como contraexemplo.
Mas é ébvio que um quadrado ndo é um contraexemplo valido, j& que um quadrado é

um retangulo.

Assim, os alunos ja deveriam ter desenvolvido uma compreensdo solida de uma
classificacdo hierarquica (inclusiva) de quadrilateros antes de se envolverem com a
defini¢do formal dos quadrilateros (Craine & Rubenstein, 1993; Casa & Gavin, 2009).
Esse desenvolvimento pode ser alcancado pelo uso de softwares interativos de
geometria, figuras criadas com fios flexiveis ou modelos de quadrilateros feitos em
papel. Realmente, ao trabalhar com um grupo de cinco alunos de 62 série usando
modelos com fios flexiveis e de papel, Malan (1986) descobriu que todos eles
eventualmente conseguiam obter sucesso ao fazer inclusdes de classes hierarquicas dos
quadrilateros. Além disso, verificou que a linguagem usada para descrever as inclusdes

de classes era um fator importante (por exemplo, chamar um quadrado de retangulo
D c D
D
A i B A
b c
D
A B

FIGURA 7: Transformacdo Dindmica de Paralelogramo

especial).

/

D c

A B

Especificamente, a natureza dinamica de figuras geométricas construidas em softwares
dindmicos como o Sketchpad podem facilitar a aceitacdo de uma classificacédo

hierarquica dos quadrilateros nos niveis inferiores de Van Hiele. Por exemplo, caso os

416 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.12, n.3, pp.400-431, 2010



alunos construam um quadrilatero com lados opostos paralelos, eles perceberdo que
seria facil movimenta-lo de modo a assumir a forma de um retangulo, losango ou
quadrado, como exibido na Figura 7. Na verdade, parece bem possivel que pelo menos
alguns alunos conseguiriam aceitar e compreender isso até mesmo no Nivel 1 de Van
Hiele (Visualizacdo), mas a realizagdo de mais pesquisas nessa area especifica se faz
necessaria. Tambeém é bastante possivel que as dificuldades dos alunos com a inclusédo
hierarquica de classes seja, em grande parte, decorrente de praticas instrutivas
tradicionais, algo ja observado por Mayberry (1981:8) quando ela escreveu: E
concebivel que os niveis observados sejam um artefato do curriculo atual ou da

instrucéo dada aos alunos ...

A autora desenvolveu um aplicativo experimental em Java, disponivel em

http://math.kennesaw.edu/~mdevilli/quadclassify.html, no qual os quadrilateros mais

comuns ndo sdo apresentados por meio da definicdo formal, mas simplesmente
apresentados de forma visual. Nas acfes guiadas de movimentar, imagina-se que uma
crianca no Nivel 1 de Van Hiele possa, por exemplo, desenvolver mais facilmente uma
imagem conceitual dindmica de um retangulo como algo que pode se transformar em
um quadrado quando todos os seus lados ficam iguais. Professores e pesquisadores
estdo convidados a experimentar tais atividades e qualquer feedback e relatos sdao bem-

vindos.

6. Construcao e Medida

Primeiro se deve destacar que determinados tipos de atividades de construcdo (com
software de geometria dindmica ou com lapis e papel) sdo inadequados no Nivel 1 de
Van Hiele. Por exemplo, recentemente se ouviu alguém em uma conferéncia
comentando que estava desanimada com a dificuldade encontrada por criangas na tarefa
de construir um quadrado dindmico com o Sketchpad. Contudo, se as criancas ainda
estavam no Nivel 1 de Van Hiele, isso ndo seria nenhuma surpresa: como elas podem
construir um quadrado se nem conhecem suas propriedades (Nivel 2) e que algumas
propriedades sdo suficientes e outras, ndo (ou seja, conhecem as relacdes légicas entre

as propriedades - Nivel 3)?

Na verdade, no Nivel 1 de Van Hiele, seria muito mais adequado fornecer as criancas
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esbocos ja prontos de quadrilateros em um software de geometria dindmica, que elas
entdo poderiam manipular facilmente e investiga-los primeiro de maneira visual. Em
sequida, elas poderiam comecar a usar as ferramentas de medidas do software para
analisar as propriedades (e aprender a terminologia adequada) para permitir que atinjam
o Nivel 2. Somente entdo seria apropriado incentiva-las a construir esses quadrilateros

dindmicos sozinhas, o que auxiliard na transi¢do para o Nivel 3.

Em outras palavras, ainda ndo se pode esperar que o0s alunos que estdo,
predominantemente, no Nivel 2 de Van Hiele consigam fazer a verificacdo logica de
suas proprias descricdes (definicdes) de quadrilateros, mas se deve permitir que eles o
facam por meio de uma cuidadosa construgdo e medidas. Por exemplo, os alunos
poderiam avaliar as seguintes tentativas de descricGes (definicdes) de um losango por

meio da construcdo e medidas, como exibido na Figura 8:

(1) Um losango é um quadrilatero com todos os lados iguais.

(2) Um losango é um quadrilatero com diagonais perpendiculares e que se
cortam no ponto medio.

(3) Um losango é um quadrilatero com diagonais que se cortam no ponto medio.

(4) Um losango é um quadrilatero com um par de lados adjacentes iguais e
ambos os pares de lados opostos paralelos.

i1
'
B
- .\" - ,
-
- "'.‘
e ] fom ]
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FIGURA 8: Construcdo e Medidas

No primeiro exemplo, 0s alunos devem construir um quadrilatero de modo que todos os
quatro lados sejam iguais e entdo observar que as diagonais sempre se cortam nos
pontos médios perpendicularmente, independente de como eles o movimenta. Isso
mostra claramente que a propriedade de diagonais perpendiculares que se cortam no
ponto médio é uma consequéncia dos alunos construirem todos os quatro lados iguais.
Por outro lado, tal tarefa também mostra quando uma descri¢do (definicdo) esta

incompleta (contém propriedades insuficientes), como no terceiro exemplo acima.

Conceitualmente, constru¢fes como essas sdo extremamente importantes para ajudar na
transicdo do Nivel 2 de Van Hiele ao Nivel 3 de Van Hiele, pois ajudam a desenvolver

uma compreensao da diferenca entre uma premissa e concluséo e sua relacdo causal, ou
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seja, da estrutura logica de uma declaragdo se-entdo. Por exemplo, a afirmacdo 4
poderia ser reescrita pelos alunos como: “Se um quadrilatero tem um par de lados
adjacentes iguais e ambos os pares de lados opostos paralelos, entdo ele é um losango
(ou seja, possui todos os lados iguais, diagonais perpendiculares que se cruzam no ponto
médio, etc.)”. Smith (1940) relatou melhoria significativa na compreensdo dos alunos
nas afirmacBes se-entdo apds deixa-los criar construcBes para avaliar declaragdes

geométricas como segue:

Os alunos viam que guando faziam determinadas coisas ao criar uma
figura, ocorriam outras coisas especificas. Eles aprenderam a sentir a
diferenca de categoria entre as relacGes que colocavam em uma figura
— as coisas sobre as quais tinham controle — e as relagfes resultantes
sobre as quais eles ndo tinham nenhuma influéncia. Por fim, a
diferenca nessas duas categorias foi associada a diferenca entre as
condicBes dadas e a concluséo, entre a parte-se e a parte-entdo de
uma sentenca.

7. Fases de Prova no Ensino da Geometria

De acordo com a teoria de Van Hiele, para que o aprendizado seja significativo, 0s
alunos devem se familiarizar e explorar o conteido de geometria em fases que
correspondam aos Niveis de Van Hiele. Uma falha grave da teoria de Van Hiele, no
entanto, é que ndo ha distincdo explicita entre as diferentes possiveis funcdes de prova.
Por exemplo, o desenvolvimento do raciocinio dedutivo surge primeiro dentro do
contexto de sistematizacdo no Nivel 3 de Van Hiele (Ordenacdo). Pesquisas empiricas
de De Villiers (1991) e Mudaly & De Villiers (2000) parecem indicar, contudo, que as
funcGes de prova, tais como explicacdo, descoberta e verificagdo, podem ser
significativas para alunos fora de um contexto de sistematizacdo, ou seja, nos Niveis de
Van Hiele inferiores ao Nivel 3 de Van Hiele, contanto que os argumentos sejam de
natureza intuitiva ou visual, por exemplo, o uso de simetria ou dissec¢do. Com base na
experiéncia, também parece que uma demora prolongada nos Niveis 1 e 2 de Van Hiele
antes da introducdo da prova realmente dificulta ainda mais a sua introducao posterior
como uma atividade significativa. Abaixo estdo quatro exemplos de atividades
ordenadas para ndo apenas corresponder aos niveis de Van Hiele, mas também para

incorporar uma distingdo entre algumas diferentes funcfes de prova nesses niveis.

Atividade 1: Exploragdo das propriedades de uma pipa.
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Nesta atividade, os alunos usam o Sketchpad para, em primeiro lugar, construir uma
pipa usando reflexdo e, em seguida, explorar suas propriedades (por exemplo, angulos,

lados, diagonais, circunferéncia). Ao movimentar os alunos também exploram casos
especiais (losango, quadrado).

«envolve o Nivel 1 de Van Hiele (visualizacdo) e o Nivel 2 de Van Hiele
(anélise e formulacédo de propriedades)

*proporciona a oportunidade para inclusdo de classes de losangos e quadrados
por meio de agdes de movimentar

«as propriedades da pipa sdo explicadas (comprovadas) em termos de simetria
reflexiva como na figura 9.

FIGURA 9: Simetria Reflexiva

Construir
1. Desenhar uma reta por dois pontos e, em seguida, um ponto fora da reta.

2. Refletir o ponto “externo” em relagéo a reta.

3. Conectar o0s pontos correspondentes para obter um quadrilatero.

Investigar
1. Criar conjecturas com relacao as seguintes propriedades das figuras acima:
(a) lados
(b) angulos
(c) diagonais
(d) circulo inscrito ou circunscrito
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2. A figura acima pode, as vezes, ser um paralelogramo, retangulo, losango ou
quadrado?

3. De maneira ldgica, explicar suas conjecturas da questdo 1 em termos de
simetria.

Atividade 2: Construcao de pontos médios dos lados da pipa

Os alunos constroem os pontos médios dos lados de uma pipa dindmica e exploram o
tipo de figura formada (levando a conjectura de que se trata de um retangulo). Que
pontos médios formam um retangulo é algo explicado em termos da perpendicularidade
de diagonais, levando a descoberta de que isso seria verdade para qualquer quadrilatero
com diagonais perpendiculares.

Construir e conectar os pontos médios dos lados de uma pipa como na figura 10 abaixo.

A

FIGURA 10: Pipa

1. Investigar o tipo de quadrilatero formado pelos pontos médios de seus lados.
2. De maneira légica, explicar sua conjectura.

3. Com base na questdo 2, vocé pode encontrar / construir outro tipo mais geral
de quadrilatero que terd a mesma propriedade de ponto médio?

O resultado é generalizado a qualquer quadrilatero com diagonais perpendiculares.

Atividade 3: Descri¢ao (definigdo) de uma pipa

Os alunos selecionam diferentes subconjuntos das propriedades de uma pipa como
descricdes (definicdes) possiveis e verificam primeiro se sdo necessarias e suficientes
usando-as em uma construcdo no Sketchpad e, em seguida, por meio de raciocinio

I6gico (prova).
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« envolve o Nivel 3 de Van Hiele (ordenacéo local)

« a fungdo explicita de prova aqui é a sistematizacdo (ou seja, a organizacao
dedutiva das propriedades de uma pipa).

« envolve o processo matematico de definicéo descritiva
A pipa possui as seguintes propriedades:

a. (Ao menos) um eixo de simetria ao longo de um par de angulos opostos

b. Diagonais perpendiculares (com pelo menos uma cortando a outra no ponto
médio)

c. (Ao menos) um par de angulos opostos iguais

d. Dois (diferentes) pares de lados adjacentes iguais

e. (Ao menos) uma diagonal cortando um par de angulos opostos no ponto
médio

f. Circulo inscrito

1. Como vocé explicaria, pelo telefone, o que sdo “pipas” para alguém que nao
sabe 0 que s@o? (Tente usar a descricdo mais breve possivel, mas certifique-se
de que a pessoa tenha informacGes suficientes para desenhar o quadrilatero
corretamente).

2. Tente formular trés descri¢Ges alternativas. De qual das trés vocé mais gosta?
Por qué?

Os resultados de Govender & De Villiers (2002), De Villiers (1998, 2004) e Séenz-
Ludlow & Athanasopoulou (2007) indicam uma certa melhoria e ganhos positivos na
compreensdo do aluno acerca da natureza das defini¢bes, assim como em sua

capacidade de definir conceitos geométricos como os proprios quadrilateros.

Atividade 4: Generalizacdo ou especializacdo de uma pipa

Os alunos generalizam abandonando algumas das propriedades e se especializam
acrescentando mais propriedades. As propriedades dos objetos recém-definidos entéo
sdo exploradas por meio da constru¢cdo no Sketchpad e/ou por meio do raciocinio

dedutivo.

«envolve o Nivel 4 de Van Hiele (ordenacéo global)
envolve o processo matematico de defini¢éo construtiva

1. Generalizar o conceito de “pipa” de diferentes maneiras abandonando,
alterando ou generalizando algumas de suas propriedades.

Uma possibilidade € generalizar para um 2n-gono, ou seja, um poligono com pelo

menos um eixo de simetria pelo par de angulos opostos. Outras possibilidades sédo
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generalizar para um quadrilatero com pelo menos um par de lados adjacentes iguais,
para um com uma diagonal cortada no ponto médio pela outra, ou para um quadrilatero
circunscrito ao redor de um circulo.
2. Especializar o conceito de “pipa” de diferentes maneiras por meio do
acréscimo de mais propriedades.
Possibilidades consideradas sdo uma pipa inscrita em um circulo, uma pipa com pelo
menos trés angulos iguais, ou uma pipa com outro eixo de simetria pelo par de angulos

opostos — um losango.

As atividades resumidas acima tém como objetivo servir de exemplos de como 0s
alunos podem se envolver em provas em niveis inferiores ao Nivel 3 de Van Hiele.
Exemplos de atividades mais desenvolvidas de provas e definicdo podem ser
encontradas em De Villiers (2003 e 2009). A definicdo de quadrilateros também fornece
um contexto excelente para a introducdo e desenvolvimento da compreensédo dos alunos
acerca das condicGes necessarias e suficientes discutidas e ilustradas em De Villiers et
al (2009). O estudo de Atebe & Schéfer (2008), por exemplo, mostrou como os alunos
frequentemente confundiam condi¢Bes necessarias com suficientes no contexto dos

quadrilateros.
8. Niveis de Van Hiele em outras Areas

O objetivo desta secdo é apresentar alguns exemplos da aplicacdo dos niveis de
raciocinio de Van Hiele em geral em outras areas de matematica, tal como sugerido por
Hoffer (1981).

Anélogo ao modelo de Van Hiele para geometria (Van Hiele, 1973), as seguintes
conjecturas de niveis de raciocinio para Algebra Booleana evoluiram de um curso
experimental de Algebra Booleana que foi desenvolvido no periodo de 1978 a 1985 (De
Villiers, 1986).

Nivel 1. Interpretacéo e representagéo de circuitos elétricos.

As criancas sdo capazes de conectar interruptores em circuitos em série e/ou paralelos a
partir de diagramas e vice-versa. Contudo, elas ainda ndo sdo capazes de discernir ou
simbolizar qualquer uma das propriedades dos circuitos elétricos, como a propriedade

distributiva, as leis de De Morgan, leis de absorcao, etc.
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Nivel 2. Analise das propriedades dos interruptores.

As criancas agora comegam a analisar e se conscientizar acerca das diversas
propriedades estruturais de circuitos elétricos e sdo capazes de verbalizar ou simboliza-
las. Sdo capazes de aplicar essas propriedades na resolucdo de propriedades praticas,
como a simplificacéo de circuitos elétricos ou a criagdo de novos. Contudo, neste nivel,
elas ainda ndo séo capazes de ver as relagBes I6gicas (implicacdes) entre as diferentes
propriedades. O significado de prova ¢ a justificacdo, por exemplo, verificar a validade
de propriedades ndo 6bvias como f + (f . g) = f + g por meio de verificacdo
experimental ou a consideracdo de todas as possibilidades por meio do preenchimento
de tabelas verdade.

Nivel 3. Implicacdo logica: deducéo.

Agora as criancas se conscientizam das relac@es logicas entre as diferentes propriedades
dos interruptores, ou seja, que determinadas propriedades podem ser derivadas de
outras. A capacidade de realizar provas dedutivas, axiomatizar e sistematizar, e 0
desenvolvimento de uma compreensdo da importancia de axiomas caracterizam este
nivel. A prova agora assume um novo significado, aquele da sistematizacdo de

afirmagBes matematicas em um sistema ldgico.

Por meio das investigacbes do desenvolvimento da linguagem dos alunos para a
descricdo de funcdes e da histdria da descricdo de movimento e do desenvolvimento do
calculo, Isoda (1996) prop6s o0s seguintes niveis de pensamento de linguagem

relacionada a fungdes.
Nivel 1.Nivel de linguagem cotidiana.

Os alunos descrevem as relagdes presentes em fendmenos usando linguagem cotidiana
de forma confusa. Eles conseguem falar sobre as alteraces em numeros usando
calculos, mas suas descri¢fes costumam ser feitas usando ou com foco em uma variavel
fisicamente evidente, a variavel dependente. Mesmo se estiverem cientes da co-
variacdo, e dificil para eles explica-la adequadamente usando duas variaveis, ja que suas
descricdes de relagdes sdo feitas de forma confusa, usando linguagem cotidiana. Assim,

é dificil para eles comparar os diferentes fenbmenos de uma s vez adequadamente.
Nivel 2. Nivel de aritmética.

Os alunos descrevem as regras das relacdes usando tabelas. Eles criam e exploram as
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tabelas usando a aritmética. Suas descri¢es de relacbes em fendmenos sdo muito mais
precisas com as tabelas do que com unicamente a linguagem cotidiana usada no Nivel 1.
Os alunos possuem conceitos gerais sobre algumas regras das relagdes, por exemplo, a
proporcéo. Os alunos conseguem comparar os diferentes fendbmenos usando tais regras.
Eles descrevem as regras de relagbes como co-variacdo e, ao lerem tabelas, sua
interpretacdo da co-variagdo de variaveis é, pelo menos, tdo forte quanto sua
interpretacdo de correspondéncia. Os alunos também podem usar formulas e graficos
para representar regras e relacbes, mas ndo é facil para eles fazerem a traducédo entre

notagdes.
Nivel 3. Nivel de algebra e geometria.

Os alunos descrevem funcdes usando equacdes e graficos. Para explorar as fungoes, eles
fazem a traducdo entre as notacbes de tabelas, equacbes e graficos e usam algebra e
geometria. Neste nivel, sua nocdo de funcdes, que eles ja entendem bem, envolve a
representacdo de diferentes notagdes ja integradas como a imagem mental. Por exemplo,
é facil para eles encontrar a equacdo resultante do grafico, e o grafico resultante da

equacao.
Nivel 4. Nivel de calculo.

Os alunos descrevem e investigam o comportamento de fungdes usando o calculo. No
calculo, as funcbes sdo descritas em termos de fungdes derivadas ou primitivas. Por
exemplo, para descrever as caracteristicas de uma fungdo, usamos sua funcao derivada,
que eles ja aprenderam. A teoria do célculo é uma teoria generalizada de tal tipo de

descricéo.
Nivel 5. Nivel de analise.

Um exemplo de linguagem usada para descrigdo é a andlise funcional, que € uma meta-
teoria do calculo. A justificativa deste nivel se baseia no desenvolvimento histérico e

ainda ndo foi investigada.

As seguintes hipdteses de niveis de compreensdo de Van Hiele para a trigonometria
foram criadas por mim mesmo e uma aluna de mestrado, Janneshla Jugmohan, fazendo
uma analogia a partir dos niveis de geometria e ttm como objetivo serem usadas como

uma possivel trajetoria de aprendizado.
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Nivel 1. Visualizacao.

O aluno é capaz de reconhecer um triangulo retdngulo em diferentes orientacdes e
diferenciar entre triangulos retangulos, escalenos e isosceles, além de identificar um
triangulo retangulo no circulo unitario. E demonstrada capacidade para reconhecer
corretamente os lados “opostos”, “adjacentes” e ‘“perpendiculares” em diversas

orientacBes, além da hipotenusa de um tridngulo retangulo.
Nivel 2. Analise

O aluno ja percebe que, em um triangulo retangulo, para um angulo fixo, as relacdes
entre dois lados quaisquer permanecem as mesmas, independente do tamanho do
tridngulo (que € o conceito de semelhanca). Reciprocamente, é desenvolvida a

compreensdo da funcdo inversa, por exemplo, sinx =% :. x="?

Os alunos ja sdo capazes de comecar a resolver alguns problemas praticos e tedricos

relacionados aos triangulos retangulos usando razdes trigonométricas.
Nivel 3.Defini¢do primitiva.

As descobertas mencionadas acima agora sdo formalizadas como defini¢cbes em termos
das razdes entre os lados dos triangulos retangulos. Os alunos desenvolvem a
compreensdo da natureza crescente ou decrescente das fungdes trigonométricas para

angulos de até 180°, alem das funces inversas associadas.
Nivel 4. Definicao de circulo.

A compreensdo da definicdo abstrata de trigonometria como uma funcdo no dominio
dos nameros reais é desenvolvida em termos do circulo unitario. A definigdo de circulo
unitario define as fungbes trigonométricas em termos de coordenadas x e vy, e
basicamente se tornam independentes do triangulo retangulo. Os alunos desenvolvem a
compreensdo da periodicidade e da representagdo grafica das funcdes trigonométricas,

além das identidades trigonométricas e da capacidade de prova-las.
Nivel 5. Trigonometria esférica, etc.

O progresso pode ser estendido ainda mais até a trigonometria esférica, que é a
trigonometria sobre a esfera, e pode ser estendido a outras superficies, funcdes
hiperbdlicas, por exemplo, sinh, cosh, além do tratamento analitico das funcdes
trigonométricas, como fungdes transcendentais, etc. Isso pode incluir as defini¢cdes de

funcBes trigonométricas como diferentes séries infinitas, assim como a aplicacdo de
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Fourier e outras séries a diferentes partes da matematica e da fisica.

Land (1990) refletiu sobre a aplicacdo da teoria de Van Hiele ao ensino de funcbes
exponenciais e logaritmicas, enquanto Nixon (2002) criou hipdteses sobre os niveis de
aprendizado e compreensdo de sequéncias e series. Com base na analise do
desenvolvimento histérico da algebra abstrata, Nixon (2005) criou a hipétese da
seguinte possivel trajetoria de aprendizado em espiral para a algebra abstrata:

Nivel 1. Perceptivo.

O foco recai sobre o aprendizado de diferentes métodos para a solucdo de determinados
tipos de equacéo, por exemplo, polinémios lineares, quadraticos e cubicos por meio de
um equilibrio no estudo de algoritmos, fatoracdo, quadrados perfeitos, etc.

Nivel 2. Conceitual.

Aqui ocorre um distanciamento da analise de métodos de solucdo individuais rumo a
consideracdo das relacdes ou transformacdes entre eles. Por exemplo, perceber que
todos os métodos de solucdo de polindmios envolvem a reducgdo algébrica da equacéao
original e a consideracdo das diversas maneiras em que isso € possivel. A algebra
complexa, o teorema fundamental da algebra e o trabalho de Gauss sobre a composi¢édo

de formas estdo acessiveis aos alunos neste nivel.
Nivel 3. Abstrato.

Neste nivel, o conceito de grupo pode ser introduzido como uma maneira de
compreender e organizar as simetrias de um polinémio e de diferenciar quais equacdes
polinomiais podem ser resolvidas de forma algébrica. Anéis e corpos ja podem ser
introduzidos como extensdes de modos de investigar e comparar as diferentes estruturas

algébricas.

Gutierrez et tal (2004) também desenvolveram caracterizagdes de niveis de raciocinio
de Van Hiele de alunos em geometria tridimensional para analisar as respostas de 299
alunos da 72 a 112 série (12 a 17 anos de idades) em New South Wales (Australia).
Curiosamente, alguns alunos apresentaram dificuldades para ver um cubo como um
prisma retangular da mesma maneira em que tiveram dificuldades para perceber um
quadrado como um retangulo. Além disso, varios confundiram uma afirmacdo com sua

reciproca e pouquissimos foram capazes de produzir provas formais.

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.12, n.3, pp.400-431, 2010 427



Comentarios Finais

A ordem fixa hierarquica de progressdo por meio dos niveis de Van Hiele (ou seja, um
aluno ndo pode estar no nivel n sem ter passado pelo nivel n-1) foi confirmada
estatisticamente usando a analise de Guttman em diversos estudos, por exemplo, em
Mayberry (1981), Usiskin (1982) e De Villiers (1987). Um estudo comparativo
realizado por Smith & De Villiers (1989) com o teste de Usiskin (1982) e o teste da
Universidade de Stellenbosch (1984) confirmou ndo apenas a natureza hierarquica dos
trés primeiros niveis, mas também indicou que classificacbes melhores dos niveis de
pensamento dos alunos foram obtidas quando perguntas mais variadas e itens menos

limitados foram utilizados.

Pegg & Davey (1989) realizaram um estudo comparativo da teoria de Van Hiele e da
Taxonomia SOLO e descobriram que os descritores da segunda descreviam com maior
precisdo os niveis de raciocinio geométrico dos alunos. Contudo, ainda se discute se tal

ganho de “precisdo” obtido é valido com complexidade maior da Taxonomia SOLO.

Mais pesquisas sdo necessarias sobre como o uso de softwares de geometria dinamica
pode aprimorar, ou prejudicar, o desenvolvimento do raciocinio geométrico. Idris
(2009) relata que o uso de softwares de geometria dindmica com um grupo experimental
de alunos Malaios os auxiliou a atingir niveis mais altos de VVan Hiele do que um grupo

de controle que receberam ensino tradicional sem acesso a geometria dindmica.

Uma das principais preocupagdes no ensino da geometria em todo o mundo é o continuo
baixo nivel de raciocinio geométrico entre os préprios professores, e até que tal
problema seja tratado adequadamente, provavelmente havera pouco progresso nha
qualidade do ensino de geometria. Por exemplo, Van Putten (2008) descobriu, em um
pos-teste, que apenas 45% dos professores da 10? a 122 série haviam atingido o Nivel 3
de Van Hiele (embora houvesse melhoria significativa em relacéo ao pre-teste).

Tradicionalmente, observa-se a ocorréncia do desenvolvimento da capacidade de
provar a partir do Nivel 3 de Van Hiele. Contudo, 0 modelo de Van Hiele vé a prova,
principalmente, como um meio de verificacédo, e permanece sendo uma questdo aberta
para pesquisa se outras fungdes de prova, como a explicacdo, podem ou ndo serem
utilizadas e desenvolvidas nos Niveis 1 e 2, visual e analitico, respectivamente (por
exemplo, Mudaly & De Villiers (2000); De Villiers, 2004). Provas e argumentos visuais

mais explicativos por simetria (reta, rotacdo, ponto) podem ser desenvolvidos e
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compreendidos por criangas em estagios anteriores?

E por fim, parece que um dos principais problemas pendentes de pesquisa sobre a teoria
de Van Hiele é aquele do raciocinio hierarquico (inclusdes de classes). O raciocinio
particionado é consequéncia das estratégias tradicionais do ensino de geometria? E o
raciocinio hierdrquico poderia ser desenvolvido nos niveis 1 e 2 de Van Hiele por meio

de diversas estratégias e do uso de ferramentas como softwares de geometria dindmica?
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