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Resumo

Este artigo tem o objetivo de discutir legitimidades matematicas para responder a certos
questionamentos sobre a “matemdtica do professor de matemdtica” ser considerada um
modo de pensar a matematica na formacdo de professores. Para isso, abordamos as
nocbes de matematica do professor de matematica, matematica do matematico e
atividade matematica, na 6tica do Modelo dos Campos Semanticos, por meio de
comentarios hipotéticos sobre a realizacdo de uma proposta de atividade, de cunho
historico, envolvendo os numeros irracionais. Para concluir, argumentamos sobre a
caracterizacdo de atividade matematica ser uma possibilidade de compreender o
compartilhamento de legitimidades entre a matemaética praticada pelos professores de
matematica e a matematica praticada por matematicos.

Palavras-chave: Atividade Matematica, Matematica do Professor de Matematica,
Modelo dos Campos Semanticos.

Abstract

This paper aims to discuss mathematical legitimacies as an answer to some questions
about “mathematics of the mathematics teacher” as a way to think the mathematics in
the mathematics teacher education. In this discussion, we approach the notions of
mathematics of the mathematics teacher, mathematics of the mathematician and
mathematical activity according to the Model of Semantics Fields, through hypothetical
comments about the realization of a task, based on history of mathematics, involving
irrational numbers. In conclusion, we argue about the possibility to consider the
characterization of mathematical activity as a way of understanding the sharing of
legitimacies between mathematics practiced by mathematics teachers and mathematics
practiced by mathematicians.

Keywords: Mathematical Activity, Mathematics of the Mathematics Teacher, Model of
Semantic Fields.
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Introducéao

Hoje em dia, ainda € recorrente ouvirmos que o ensino de matematica na Educacéo
Basica ¢ falho porque os professores de matematica ndo sabem matematica. Uma solucgéo
para esse problema se encontra na crenca de que os professores em formagéo inicial ou
continuada devam saber muita matematica, e sabé-la bem, para depois recontextualiza-
la, transpb-la ou adapta-la para o contexto educacional. No entanto, isso tem sido
questionado, porque nem sempre saber muita matematica é garantia de saber ensina-la.
A pesquisa de Linardi (2006), por exemplo, nos mostrou que a matemética do
matematico, como abordaremos adiante, ndo participa da organizacao da pratica de um
professor de matematica, mesmo que ele consiga tratar dessa matematica, quando
requisitado.

Desse questionamento surge a ideia de aprender matematica ao mesmo tempo em que se
aprende a ensina-la, o que também levanta outras questdes, como: qual matematica 0s
professores precisam aprender para que tenham um desenvolvimento matematico
adequado?

Em Santos e Lins (2016), foram abordados cinco modos de pensar a(s) matematica(s) na
formagdo inicial de professores de matematica que contribuem para discutir o Gltimo
questionamento, sendo uma das respostas a matematica do professor de matematica, que
assumimos nas pesquisas que realizamos.

Caracterizamos a matematica do professor de matematica, baseados em Lins (2004b),
por nela serem aceitos modos de producéo de significados que ndo sejam somente 0s da
matematica do matematico, mas os da matematica da rua, da matematica da escola,
dentre outras matematicas e outros modos que ndo ficam restritos somente as
matematicas.

Quando falamos em producdo de significados, remetemos a tudo o que se pode e
efetivamente se fala de algo em uma atividade. Esta nogédo faz parte do Modelo dos
Campos Semanticos (MCS), criado por Romulo Campos Lins (LINS, 1999; 2012), que
é um modelo epistemoldgico que nos permite ler e discutir produgdes de significados em
diferentes atividades.

A matematica do matematico, como caracterizamos neste artigo, € uma nogéo criada por
Lins (2004a, 2004b). Ela é vista como a matematica praticada pelos matematicos quando
eles dizem que estdo fazendo matematica. Esta autoridade do dizer ndo decorre de uma

vontade particular de um matematico, mas de uma comunidade ou instituicdo, marcada
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pela profissionalizacdo e demarcacdo da matematica, que aceita certos modos de
producdo de significados para ela.

Um modo de ver a matematica do professor de matematica tem gerado algumas leituras
na direcdo de uma inferiorizacdo da importancia da matematica do matematico na
formacé&o e na préatica docente, uma vez que a consideram como uma parte da matematica
do professor de matemaética, que legitima tantas outras matematicas. A pesquisa de Silva
(2003) foi exemplar em mostrar que a matematica do matematico é um meio pelo qual
se pode discutir diferentes modos de producdo de significados na formacdo de
professores, e por isso ela ndo deixa de ter importancia para o professor de matematica.
Mas ocorrem, também, leituras na direcdo de uma supervalorizagdo da matematica do
matematico. A caracterizacdo de matematica do professor de matematica esta inserida
em um projeto de formacéo e desenvolvimento de professores pautado em uma educacéo
matematica que lide com situacdes de salas de aula que podem ser compartilhadas com
os alunos. Ou seja, ao invés de formar dentro das categorias da matemaética do
matematico para depois ter que se dedicar ao que pode ser chamado de
recontextualizacdo, transposicdo ou adaptacdo delas, o professor seria formado a partir
dessas situacdes, de modo que a recontextualizacdo aconteca do natural para o ndo
natural (matematico), como possibilidade de ampliacdo de repertério de modos de
producdo de significados (LINS, 2006; OLIVEIRA, 2011). Esse natural para o nao-
natural (matematico) tem sido lido como uma postura de legitimar a matematica do
matematico em detrimento de outras ou de outros modos de producdo de significado,
dentre eles alguns modos considerados legitimos matematicamente.

Neste artigo, propomos discutir essas leituras de exclusdo de certos modos de produgéo
de significado que alguns podem considerar como modos matematicos, no contexto do
Modelo dos Campos Semanticos, por meio da diferenciacdo entre as nocgbes de
matematica do professor de matematica, de matematica do matematico e de atividade
matematica, com base nas pesquisas que realizamos. Essa diferenciacéo e feita utilizando
uma proposta de atividade de cunho histérico relacionada aos nimeros irracionais e
discuss@es hipotéticas sobre ela em salas de aula. Ela se apresenta como possibilidade,
também, de contribuigdo para pensarmos a matematica do professor de matematica em
salas de aula como uma forma de imersdo e participacdo em diferentes culturas

(FERREIRA, 2016), sejam elas matematicas ou ndo.

Uma proposta de atividade envolvendo nimeros irracionais
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A atividade que propomos se baseia na apresentacdo de Platdo (2010) de uma conversa
entre Socrates e Ménon sobre a natureza do conhecimento, na qual Socrates leva um
escravo de Ménon, por meio de um dialogo envolvendo perguntas e respostas, a
rememorar (descobrir)* a solucdo do problema de encontrar o lado de um quadrado cuja
area é o dobro da &rea de um dado quadrado.

O dialogo se inicia com Socrates desenhando um quadrado (Figura 1) e questionando o

escravo sobre a medida da area dele se o lado for 2. O escravo responde 4.
Figura 1 - Quadrado de lado 2.
]
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Fonte: Construgdo feita pelos autores.

Em seguida, SAcrates pergunta ao escravo se pode existir um quadrado que tenha o dobro
da area do que ele prop6s. O escravo responde que sim, e Socrates o questiona sobre qual
é a medida do lado desse quadrado de area 8. O escravo responde que é o dobro do lado
do quadrado de area 4. Na continuacéo do dialogo, o escravo vé que o lado do quadrado
ndo pode ser 4, porque, com esta medida, a area do quadrado seria 16, e ndo 8 (Figura 2).
Como a medida do lado do quadrado de area 8 esta entre as medidas dos quadrados de
lado 2 e de lado 4, 0 escravo sugere 3 como medida do lado do quadrado de area 8 (Figura
3). Novamente, esta medida nédo satisfaz o problema proposto ao escravo, por dar uma

area maior do que 8.

4 Ndo é nosso objetivo, neste artigo, discutir a concepgdo de conhecimento em Platdo ou no MCS. Em
relagdo & primeira, € interessante consultar bibliografias relacionadas a filosofia da matematica ou filosofia
da educacdo matematica. Sobre 0 modo de ver conhecimento no MCS, ha diversas pesquisas e artigos
abordando esta nogdo, como, por exemplo, Lins (2004b), Silva (2003), Julio (2007), Oliveira (2012) e
Santos e Lins (2016).
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Figura 2 - Quadrado de lado 4. Figura 3 - Quadrado de lado 3.
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X f Fonte: Construcéo feita pelos autores.
Fonte: Construcdo feita pelos autores.

O escravo ndo sabe dizer qual deve ser, entdo, o lado do quadrado cuja area seja 8. Diante
dessa situacdo, Sécrates usa o quadrado da Figura 2, que contém o quadrado ABCD, traca

a diagonal BD nele, tal como na figura abaixo (Figura 4), e constréi o quadrado DBHI:

Figura 4 - Quadrado construido a partir dos quadrados de lado 2 e de lado 4.
|
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Fonte: Construcdo feita pelos autores.

Com essa construcao, Sdcrates contribui para que o escravo veja que a area do quadrado
DBHI é 8, pois a area do quadrado ABCD é igual a 4 e a area do quadrado DBHI é igual
a 4 vezes a metade da area do quadrado ABCD, ou seja, 2 vezes a area do quadrado
ABCD.

Baseado nesse didlogo de Socrates com um escravo de Ménon, nossa proposta de
atividade propde apresentar aos alunos uma investigacdo parecida com a que ocorreu no
didlogo de Socrates com o escravo, em outras palavras, a realizacdo de construcoes
geométricas® e de investigacGes numéricas para a solugio do problema de encontrar o

lado de um quadrado que tem o dobro de area de um quadrado de lado 1.

5 Como a medida do lado de um quadrado de area 8 é um ntimero irracional, ndo considerado nimero na
época de Platdo, os gregos contornavam problemas envolvendo irracionais por meio de construgdes
geométricas ao invés de exibir um nimero, que ndo era legitimo, ndo existia, para eles.
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Talvez alguns alunos digam que a medida do lado (l) do quadrado seja 2, ou seja, o dobro
do quadrado de lado 1°, recaindo no mesmo problema que o do escravo de Ménon. A
partir disso, destacariamos que a medida do lado do quadrado em questdo esta entre 1 e
2. Sendo a area dele dada pelo produto de seus lados (I.I=1), logo 1>=2. Com esses dados,
0 objetivo é que os alunos facam aproximacdes, com o auxilio de uma calculadora, para
o lado I do quadrado, de forma que I se aproxime de 2, introduzindo a ideia de /2.

Os alunos, entdo, devem buscar valores que, elevados ao quadrado, resultem em 2 por
meio de aproximagOes, podendo pensar do seguinte modo: 0 numero 2 esta entre o0s
quadrados perfeitos 1 e 4, uma vez que 1?=1 e 22=4,

Estipulando valores para |, eles podem obter, por exemplo: (1,1)?=1,21<2; (1,2)?=1,44<2;
(1,3)%=1,69<2; (1,4)?=1,96<2; (1,5)>=2,25>2.

Como o numero 2 esta entre os quadrados de 1,4 e 1,5, os alunos poderiam testar outras
aproximacgOes, aumentando as casas decimais dos ndmeros: (1,41)?=1,9881<2;
(1,42)?=2,0164>2; observando, assim, que o niimero 2 esta entre os quadrados de 1,41 e
1,42. Deste modo, aumentando ainda mais as casas decimais, os alunos poderiam obter:
(1,411)%=1,990921<2; (1,412)%=1,993744<2; (1,413)%=1,996569<2;
(1,414)%=1,999396<2; (1,415)>=2,002225>2.

Destas novas aproximacoes, 0s alunos podem ver que 2 esta entre os quadrados de 1,414
e 1,415. Repetindo este processo pelo menos dez vezes, eles podem observar que o valor
que, elevado ao quadrado, resulta em dois &, aproximadamente, 1,4142135623...

O objetivo ndo é fazer este processo tantas vezes em sala de aula, mas uséa-lo como recurso
para que os alunos percebam que podem fazer varias aproximac@es, observando que ndo
hé periodicidade nas aproximacdes do valor de v/2, ou seja, que este nimero néo pode ser
expresso por um numero racional na forma m/n, com m e n inteiros.

Com essa proposta de atividade, queremos oferecer subsidios para pensar sobre que
matematica se produz em salas de aula, a partir de casos particulares de irracionais que
poderdo ser ampliados em outro momento. Defendemos que o modo como pensamos nao
é coerente com 0 modo de producdo da matematica do matemaético, no entanto, ele é
legitimo matematicamente tanto para um matematico quanto para um professor de

matematica, como veremos adiante.

& Alunos de um curso de Licenciatura em Matematica, de fato, ja fizeram a afirmagdo que hipotetizamos
aqui no desenvolvimento de uma atividade envolvendo o mesmo problema que propomos, mas que teve
um encaminhamento diferente do que fizemos neste artigo.
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Os nUmeros irracionais e a matematica do matematico

Medir € algo recorrente em nossas vidas, nesse sentido, 0 como medir e 0 que usar como
medida (ou unidade de medida) vém sendo discutidos historicamente, de acordo com as
necessidades humanas. Na atividade que propomos, 0s alunos ndo precisam medir um
segmento ou &rea para finalidades praticas do dia a dia, como, por exemplo, medir o
comprimento e a largura de um sofé para ver se ele caberd em uma sala. Mas propomos
uma atividade, relacionada a historia da matematica, que envolve questdes de medida.
Na atividade, pretendemos que os alunos vejam que o lado do quadrado em discusséo
deve ser um numero entre 1 e 2.

Com a impossibilidade de um nimero natural ser uma unidade de medida para todo tipo
de segmento, essa unidade de medida passou a ser pensada em razdes ou fragdes da forma
m/n, com m e n naturais e n diferente de zero, isto é, em termos de nimeros racionais
que abarcam os naturais. Assim, para medir o comprimento de um segmento AB, a

unidade de medida passou a ser pensada como % x CD, cujo produto vira referéncia para
medir AB; em outras palavras, AB = %CD.

Essa ampliacdo de entendimento sobre medida ainda n&o resolve o problema de
encontrar o lado de um quadrado que tenha o dobro de &rea de um quadrado de area 1,
porque, ao usarem diferentes nimeros racionais para o lado | do quadrado, de forma que
12 se aproxime de 2, os alunos podem ver que as aproximagdes obtidas ndo possuem uma
periodicidade, a fim de poderem escrever esses nimeros na forma m/n.

Uma possibilidade para encontrar o lado do quadrado que tem area 2 seria usar o teorema
de Pitagoras na Figura 4, adaptada para as medidas da atividade proposta aos alunos, ou
seja, calcular a medida da diagonal BD do quadrado ABCD, que também é a medida do
lado do quadrado de area 2.

Pelo teorema de Pitagoras, BD? = AB% + AD? = 12 + 12 = 2 = BD? = 2. Desta relacéo,
também obtemos que BD? = AB? + AD? = AD? + AD? = 2AD?. Comparando esta

2
igualdade com a igualdade AB = ™ cD, fazendo BD=AB e AD=CD, obtemos ()" = 2.
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Esse € um fato embaracoso, porque chegamos a uma equagdo na qual ndo existem

inteiros m e n, tais que (%)2 = 2. Estaria o teorema de Pitagoras equivocado? Estaria a
equagao AB = = CD equivocada?’

Concordar com esses dois equivocos seria destruir todo um aparato conceitual
importante para a matematica. Uma solugdo encontrada foi apresentar construcdes
geométricas ao invés de exibir uma medida que ndo fosse considerada numero, como
fizeram os gregos. Outra solucdo foi construir um conjunto numérico, no caso, 0 conjunto
dos nimeros reais, que seja completo no sentido de fornecer unidades de medida com as
quais podemos medir quaisquer segmentos.

Na Educacédo Baésica, a definicdo dos reais é colocada como a unido dos conjuntos dos
ndmeros racionais e irracionais. Essa afirmacgdo parece tdo natural que questiona-la e se
direcionar para a constru¢cdo matematica formalizada do conjunto dos ndmeros reais
parece ser “chover no molhado”. Mas o fato ¢ que a constru¢do formal dos reais ¢ algo
que data do século XIX, num processo de profissionalizacdo do matematico e de
preocupacdo com os fundamentos da matematica, em especial do conjunto dos nimeros
reais, motivados pelo desenvolvimento da Anéalise Matematica.

Esse processo de profissionalizagdo do matematico e de busca por fundamentos para a
matematica culminou no que caracterizamos por matematica do matematico, que
legitima certos modos de producdo de significados para a matematica e,
consequentemente, ndo legitima outros.

A legitimidade de certos modos de producéo de significados ndo é dada por um individuo
particular ou por critérios logicos ou empiricos, mas pelo compartilhamento de
interlocutores, sendo que interlocutor, para o MCS, “¢ uma dire¢do na qual se fala.
Quando falo na direcdo de um interlocutor é porque acredito que este interlocutor diria
0 que estou dizendo e aceitaria/adotaria a justificacdo que me autoriza a dizer o que estou
dizendo” (LINS, 2012, p. 19). Um exemplo de compartilhamento de interlocutores ¢ a
existéncia de uma institui¢do cultural como a dos matematicos profissionais, que passou
a demarcar a matematica em termos de quem pode falar dela e os requisitos para isso.
N&o encontramos, por exemplo, um teorema de construcdo dos nimeros irracionais na
pesquisa que efetuamos em textos matematicos. Em geral, é feita a construcdo dos

racionais a partir do conjunto dos numeros naturais e, depois, a construcéo do conjunto

7 Os questionamentos foram inspirados na exposicdo de Caraga (1951) sobre os nimeros reais.
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dos nameros reais usando cortes de Dedekind ou classes de equivaléncia de sequéncias
de Cauchy dos niimeros racionais®.

A construcdo do conjunto dos numeros reais é feita a partir de uma amplia¢do dos
racionais, na qual se define o conjunto dos nimeros irracionais como 0 conjunto que
“sobra” nesta construgdo, ou seja, como o complementar do conjunto dos nimeros
racionais no conjunto dos nimeros reais. Este processo é diferente do feito, comumente,
nos livros didaticos da Educagdo Baésica, em que é apresentado, primeiramente, 0
conjunto dos numeros racionais, em seguida alguns elementos do conjunto dos nimeros
irracionais e somente depois 0 conjunto dos numeros reais, como a unido dos dois
primeiros®.

Né&o que ndo se possa falar em irracionais como os livros didaticos fazem ou que o que
eles fazem esteja errado matematicamente; mais adiante discutiremos esse modo de falar.
O importante a diferenciar aqui é que, do ponto de vista de nossa caracterizacdo da
matematica do matematico, a construcao dos irracionais ndo é feita antes da construcéao
dos reais.

Em Hefez (1993), por exemplo, a construcdo dos reais se baseia no uso de sequéncias de
nameros racionais. Aqui, apresentamos uma ideia do que ele fez, discutindo os requisitos
para se falar de matematica, do ponto de vista da matematica do matematico®. Para isso
vamos, inicialmente, supor a existéncia do corpo*! dos racionais (Q) e do conjunto dos
nameros naturais (N). Em seguida, definimos uma sequéncia a em Q, como uma funcéo
a: N - @, denotada por a(n)=an. Ela é de Cauchy em Q se o valor absoluto da diferenca

entre os termos da sequéncia tender a zero a medida que os indices aumentam, o que
pode ser expresso por: dado j € N, 3n, € N, tal que |a,, — a,| < % para quaisquer m,n >
Nng.

Um primeiro aspecto a ressaltar é o carater definicional da mateméatica do matematico:

“assim que as coisas sdo definidas, é o que elas sdo e serdo até nova ordem” (LINS,

8 Isso é falado, por exemplo, na Introducdo de Augusto Franco de Oliveira da tradugdo portuguesa de
“Continuidade e Numeros Irracionais”, escrito por Richard Dedekind (OLIVEIRA, 1999) ou em Hefez
(1993)

® A pesquisa de Pommer (2012) faz uma leitura do modo como os nimeros irracionais sio abordados em
alguns livros didéticos.

10 No Apéndice apresentamos uma ideia adaptada da construcdo do conjunto dos niimeros reais, baseados
em Hefez (1993) — que faz a construcdo detalhada dos nimeros racionais (Q) e dos numeros reais (R).
Apresentamos, também, um modo de falar de raiz quadrada do nimero dois.

1 Um corpo é uma estrutura matematica envolvendo um conjunto e duas operacgdes (adicdo e multiplicagio)
que satisfazem certas propriedades.
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2004b, p. 14, grifo do autor), marcando um controle sobre 0 que as coisas Sao ou ndo
séo. Para continuar a construgéo dos reais, necessitamos de mais defini¢Ges ainda.
Além de definicional, a matematica do matematico ¢ internalista, ou seja, “quando o
matematico define um objeto, ndo cabe a discussao de se esta definicao corresponde bem
ou ndo a algo fora da propria Matematica” (LINS, 2004a, p. 95, grifo do autor). Essa
discussdo pode ocorrer quando o objeto definido ajuda a resolver problemas postos ou
se 0 objeto ajuda a abrir novas areas de estudo, mas, no caso de construir o conjunto dos
nUmeros reais, ndo importa se uma sequéncia particular resolve um problema em outras
areas ou se ela tem um uso fora da matematica. O modo como usamos sequéncias tem
um motivo especifico: continuar a construgdo do conjunto dos numeros reais.

Na construcdo dos nimeros reais, Hefez (1993) ndo apresenta exemplos particulares de
nlmeros irracionais, como o v2. O nlmero v2 é conhecido historicamente como um
irracional e, talvez por isso, 0 autor ndo apresenta uma demonstracéo de que ele ndo pode
ser escrito como m/n, com m e n inteiros.

O fato de essa exemplificacdo ser desnecessaria para 0 matematico indica que nédo
importa identificar irracionais para construir os reais, denotando o carater simbolico da
matematica do matematico, ou seja, “os objetos sdo conhecidos ndo no que eles sS40, mas
apenas em suas propriedades, no que deles se pode dizer” (LINS, 2004a, p. 96, grifo do
autor). N&o é preciso identificar quem s&o os reais. E importante apenas saber que, ao
definir as operacdes usuais de soma e multiplicagdo em um conjunto de sequéncias de
Cauchy, podemos identifica-las a um conjunto chamado de nimeros reais, como pode
ser visto no Apéndice deste artigo. Em Hefez (1993), sequer é importante falar em reais,
pois ele faz uma constru¢do mais geral ainda, usando um corpo qualquer.

Por mais que tenhamos usado o conjunto dos numeros reais como exemplo de um
contetdo particular para abordar nossa caracterizacdo de matematica do matematico,
ressaltamos que o foco dela ndo estd em descrever conteidos (ou objetos) especificos,
porque ela os constitui. O foco esta em legitimar ou ndo 0 modo como significados sdo
produzidos para a matematica, ou seja, para falar de matematica do matematico é
necessario que se levem em consideracdo seus aspectos definicional, internalista e
simbolico, considerando, ainda, que € necessaria a legitimacdo pela comunidade de
matematicos para que algo seja considerado matematica do matematico.

Essa nossa caracterizacdo pode gerar duvidas se a atividade que propomos é uma
atividade considerada matematica ou se estamos dizendo que o que o professor faz em

salas de aula ndo é matematica do matematico ou néo é legitimo matematicamente. Para
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responder a essas duavidas, é importante diferenciarmos matematica do matematico de

atividade matematica.

Marcando diferencgas entre Atividade Matemética e Matematica do

Matematico

Antes da construcdo apresentada para 0s reais e com a caracterizacao de matematica do
matematico por aspectos que a estruturam, como internalista, definicional e simbdlico,
podemos questionar se 0s matematicos ficavam tentando encontrar irracionais, se faziam
conjecturas sobre os conjuntos que abordamos, se testavam suas definigdes para ver se 0
que eles estavam falando era plausivel ou ndo, se usavam os reais de forma nao
fundamentada em sequéncias de Cauchy ou em cortes de Dedekind, se aplicavam
argumentos para casos especificos de numeros particulares que depois poderiam ser
generalizados, entre outras ag@es. A resposta é sim.

No entanto, esse processo de: elaboracdo de conjecturas; fazer uma
abordagem pratica para em seguida passar para uma abordagem abstrata;
associages entre conteidos de modo a ajudar na elaboragéo do contetido que
se pretende tratar; verificagdo de resultados; apresentacdo de exemplos
particulares, praticos ou numéricos antes ou depois de uma definigdo e que,
muitas vezes, estd relacionada com uma intencdo didatica é que
caracterizamos como sendo uma “atividade matematica”.

A “atividade matematica” é algo que pode ou ndo ocorrer no “Jardim do
matematico”, que ¢ “onde os matematicos estdo praticando a sua matematica”
(LINS, 20044, p. 95). No entanto, no momento que os matematicos definem
ou formalizam o conteddo que querem tratar, eles passam a transitar
exclusivamente no “Jardim do matematico” (JULIO, 2007, p. 24).

Um exemplo de atividade matematica pode ser lido no livro escrito pelo matematico Ivan
Morton Niven (NIVEN, 1984), no qual ele definiu o conjunto dos nimeros reais como a
unido dos racionais com os irracionais, do mesmo modo como pode ser encontrado em
livros didaticos da Educacdo Basica. Ele também definiu os reais como a unido dos
numeros algébricos com os nimeros transcendentes'?, afirmando, ainda, que os reais
podem ser abordados em varios niveis de rigor.

Mesmo que possua semelhancas com o que € feito na Educagé@o Baésica, Niven (1984)
fez uma abordagem um pouco diferente. Depois de falar dos racionais, ele ja passou para

2 0s nimeros algébricos, para Niven (1984), sdo nlimeros que sdo solugdes de equacdes algébricas com
coeficientes inteiros, enquanto 0s nimeros transcendentes sdo todos os demais nimeros que ndo satisfazem
as equactes algébricas. Niven (1984) ressalta que alguns numeros algébricos sdo racionais e outros
irracionais, mas todos os nimeros transcendentes sdo irracionais. Neste texto ndo abordaremos 0s himeros
algébricos e transcendentes.
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os reais, colocando em correspondéncia cada real com um ponto da reta numérica,
chamada de reta real, e dizendo que os racionais formam um subconjunto dos reais e que
existem ndmeros reais que ndo séo racionais. Ele definiu esses nimeros como ndmeros
que ndo podem ser expressos pela razdo m/n de dois inteiros ou que ndo possuem uma
representacdo decimal periddica®®, assemelhando-se a nossa proposta de atividade, na
qual os alunos fariam aproximac@es de /2 e veriam que este nimero nao pode ser escrito
como um numero racional, por ndo possuir uma periodicidade.

Sé depois de abordar os reais, Niven (1984) falou de forma mais especifica dos
irracionais, enunciando o ndo fechamento do conjunto dos irracionais em relacdo as
operacdes de adicdo, subtragdo, multiplicacéo e divisdo®*, e prosseguiu o tratamento aos
irracionais por meio de processos que classificam um grande conjunto de nimeros como
nimeros irracionais®.

O modo como Niven (1984) lidou com os nimeros irracionais, na nossa leitura, se da
pela suposicdo da reta numérica e da utilizacdo de sequéncias de Cauchy, por usar 0s
termos sequéncia e convergéncia. 1sso pode ser visto quando ele considera um numero
irracional g = 0,101 001 000 100 001 000 001 000 000... como um ponto da reta real
para o qual converge a seguinte sequéncia de numeros: 0,1; 0,101; 0,101 001; 0,101 001
000 1; 0,101 001 000 100 001;...

Niven (1984) ndo fez uma abordagem como a de Hefez (1993), mas também isso nédo
significa que a abordagem dele ndo seja matematica ou ndo seja legitima para os
matematicos. Para ele, como um matematico, é legitimo falar do modo como falou, e
veremos as justificacdes que ele nos forneceu para falar daquele modo. No entanto,
acreditamos que ele ndo falaria daquele modo se estivesse produzindo matematica e fosse

divulgar esse trabalho para a comunidade dos matematicos.

13 Ainda que tenha uma abordagem diferente da dos livros didaticos, o0 modo de falar de irracionais é
semelhante ao modo como os livros didaticos fazem.

14 “Nido fechamento” significa que nem sempre as operagdes de adigdo, subtracdo, multiplicagdo e divisdo
entre irracionais dardo um ntmero irracional. Por exemplo, m—n=0, o que significa que a subtracdo do
numero irracional T por ele mesmo € o nimero racional zero.

15 Niven (1984) enunciou processos para classificar irracionais. Um exemplo é o teorema: seja ¢ um
irracional e r um racional, c+r, ¢, c.r e c:r sdo irracionais. Como uma infinidade de racionais r pode ser
usada em cada afirmacdo do teorema, podemos produzir uma infinidade de nimeros irracionais. Além do
mais, qualquer nimero especifico produzido pode ser usado como um novo irracional ¢ no teorema e gerar,
novamente, uma infinidade de irracionais. Outros métodos apresentados sdo: resolucdo de equacBes
algébricas para demonstrar a irracionalidade de certas raizes dessas equacgdes e métodos para demonstrar a
irracionalidade de uma infinidade de nimeros trigonométricos, tais como cos 20° e sem 10°, e de nlmeros
logaritmicos, como log 2 e log 21.
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No livro escrito por Niven (1984) ha, inclusive, uma discusséo sobre o uso da palavra
“irracional” que esta mais voltada para a atividade matematica do que para a matematica

do matematico do modo como as caracterizamos.

Na linguagem do dia a dia, ao dizermos que algo é “irracional”, queremos, em
geral, dizer que este algo é desprovido de bom senso, sendo, portanto,
contrario a razdo. Mas, é claro que ndo consideramos nimeros irracionais
como contrérios a razdo. Aparentemente, os gregos ficaram surpresos ao
descobrirem os nimeros irracionais porque eles pensavam que, dados dois
segmentos quaisquer, como o lado e a diagonal de um quadrado, existiriam
sempre inteiros a e b tais que a razdo dos comprimentos dos segmentos fosse
a/b. O significado matematico da palavra “racional” se refere a razdo de
numeros inteiros e “irracional” se refere a auséncia de uma tal razdo (NIVEN,
1984, p. 70).

Niven (1984) disse que ndo fez uma abordagem rigorosa dos reais. Ele transita no que
caracterizamos por atividade matematica. Para ele, rigor ¢ “um termo técnico usado em
Matematica para indicar o cuidado logico no desenvolvimento de um tépico, em
contraste com uma posic¢ao mais intuitiva, onde afirmacdes sdo aceitas como corretas por
parecerem razoaveis ou evidentes” (NIVEN, 1984, p. 7). Niven (1984) classificou sua
abordagem como intuitiva, sem oferecer axiomas ou postulados como base para o estudo,
apresentando pontos de vista descritivos que deixam algumas questfes sem resposta,

como, por exemplo: “como sabemos que v2v3 = V62"

Para responder tais questdes, € necessario que seja dada uma definigéo precisa
das operagBes com nimeros reais. Isto ndo serd feito aqui, porque ndo é tdo
simples como possa parecer e € melhor adiar este tipo de tratamento até que
o0 estudante ndo s6 tenha maior habilidade matemética, mas também possa
apreciar melhor a natureza e o significado de uma demonstracdo matematica.
Como disse o matematico americano E. H. Moore: “sufficient unto the day is
the rigor thereof” (este rigor é suficiente para hoje) (NIVEN, 1984, p. 8).

Ele deseja familiarizar os leitores com noc¢des e métodos de demonstracdo relacionados
aos numeros reais, na esperanca de os leitores reconhecerem demonstrac@es validas e
encontrarem prazer em construir algumas por conta prépria. O livro conversa com um
leitor iniciante. N&o é um matemético falando com outro matemaético ou fazendo uma
abordagem sistematica para a formacéo de matematicos, mas € um matematico falando
com pessoas que se interessam por matematica e que podem, futuramente, ser
matematicos.

Falar em reais como a unido dos racionais com os irracionais, como ¢ feito na escola,
ndo exclui a legitimidade que isso tem para um matematico. A diferenca que estamos
abordando e uma diferenca de direcdo da fala, ou seja, dos interlocutores que

constituimos em determinadas atividades, com determinados objetivos.
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Para qual direcdo um matematico fala quando ele fala de matematica? Qual é esse modo

de falar de matemética? Enquanto € legitimo falar de irracionais do modo como é dito

na escola ou pelos mateméticos em textos de divulgagdo matemaética para iniciantes ou

professores de matematica, na producdo profissional de matematicos esse modo néo

parece ser legitimo, uma vez que ele nao falaria desse modo com outro matematico.

A caracteristica internalista da matemética do matematico exclui dela o que possa ser do

dia a dia, exemplos particulares, motivacdes, compara¢Ges com defini¢cbes na lingua

portuguesa, questdes filosoficas, embaracos. N&o se trata da exclusao de certos modos

de producdo de significados que poderiam ser considerados matematicos por outras

pessoas (professores de matemaética, por exemplo), mas se trata de diferentes

legitimidades de producéo de significado para a matemética em diferentes atividades ou

lugares em que o proprio matematico transita, assim como outras pessoas. Quando 0s

matematicos transitam no terreno da atividade matematica, o modo de falar € um, quando

passam a transitar exclusivamente no terreno da matematica do matematico, 0 modo é

outro. Em ambos os modos, sdo produzidas legitimidades que nem sempre se

intersectam. Distinguir atividade matematica de matematica do matematico marca essa

diferenca de legitimidades.

Acreditamos que o rigor usado por nés na atividade proposta € mais que suficiente, por
levarmos em consideracdo que, na atividade do professor de matemética, o mais
importante é lidar com as diferentes producgées de significados que ocorrem em sala de
aula, de forma que o professor possa tentar fazer os alunos falarem na direcdo esperada
por ele ao trabalhar com os nimeros irracionais. Por isso que, nesse lugar, € legitimo dizer
que o nimero 2 ndo pode ser expresso por uma dizima periddica, considerando apenas
0s primeiros dez nimeros decimais e que, portanto, esse nimero ndo pode ser expresso
no formato m/n.

Para noés, a atividade que propomos é uma atividade considerada matematica, ou seja, ela
é legitima matematicamente, e ajuda a enfatizar que a matematica praticada em salas de
aula é, muitas vezes, mais proxima da caracterizacdo de atividade matematica do que da

matematica do matematico.
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Matematica do professor de matematica, atividade matematica e

matematica do matematico

J& mencionamos que a matematica do professor de matemaética é caracterizada pelos
diferentes modos de producéo de significados que podem ocorrer em salas de aula e que
eles chamam de matematicas, cabendo, entdo, a discussdo sobre se o0 que eles chamam
de matematica estd mais relacionado a atividade matemética ou a matematica do
matematico.

Como ja afirmamos, a matematica do matematico restringe os significados que séo
legitimos de serem produzidos para certas coisas dentro da matematica. Fazendo isso,
restringe a autoridade de falar de e sobre matematica por estruturd-la no modo
definicional de produgéo de significados (LINS, 2004b). A autoridade e a legitimidade
de producéo de significados ficam confinadas ao que os matematicos falam, dando o
poder a eles de dizer o que € e 0 que ndo é matematica.

Ainda que isso ocorra, 0s professores de matematica podem compartilhar dos modos de
producdo de significados da matematica do matematico, ao falarem em alguma diregdo
considerada legitima pelos matematicos.

No entanto, acreditamos que o que importa no contexto de sala de aula € a necessidade
de falar com o outro de um modo que ele compreenda. E isso que legitima a matematica
ser trabalhada sem o rigor caracteristico do modo definicional, internalista e simbdlico
de produzir matematica profissionalmente. A atividade que propomos € exemplar nesse
sentido, tendo em vista que estamos mais interessados em casos particulares de
irracionais, a fim de promover discussdes com os alunos, do que em uma formalizacéo
do conjunto dos reais que nos permita dizer que o conjunto dos ndmeros irracionais é
considerado o complementar do conjunto dos numeros racionais no conjunto dos
ndmeros reais.

O projeto de formacdo de professores de matematica a que nos dedicamos tem se
direcionado para uma formacéo na qual diferentes modos de producdo de significados
possam ser discutidos, de forma a expandir as possibilidades de leituras dos alunos, a
fim de promover interac6es em salas de aula. Nesse sentido, a matematica do matematico
é um aspecto da matematica do professor de matematica a ser discutido e € tdo importante
quanto qualquer outro aspecto, pois ela possibilita discutir diferencas, entre o que é ou

ndo e natural no mundo em que vivemos, por exemplo.
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Ao diferenciar atividade matematica de matematica do matematico, diferenciamos
legitimidades matematicas pelos diferentes lugares nos quais 0s matematicos e 0s
professores transitam. Fica-nos a questdo de como relacionamos atividade matematica
com matematica do professor de matematica.

Assim como a matematica do professor de matematica engloba a matematica do
matematico, ela também engloba a nossa caracterizacao de atividade matematica. Assim,
consideramos que a caracterizacdo da atividade matematica que propomos neste texto
seja um modo de compreender o compartilhamento de legitimidades entre a matematica
praticada pelos professores de matematica, em sala de aula, e a matematica praticada por

matematicos quando estéo a falar de matematica para seus colegas de profisséo.
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Apéndice — Uma adaptacéo da construcdo do conjunto dos nameros

reais

Em Hefez (1993), a construgdo do conjunto dos nimeros reais (R) baseia-se no uso de
sequéncias de numeros racionais. Aqui, vamos apresentar apenas uma ideia dessa
construcdo. Para isso, vamos, inicialmente, supor a existéncia do corpo dos nimeros
racionais®® (Q) e do conjunto dos nimeros naturais (N). Em seguida, definimos uma
sequéncia a em Q, como uma funcdo a: N — @, denotada por a(n)=an. Essa sequéncia
sera de Cauchy quando o valor absoluto da diferenca entre os termos dela convergir para
zero, a medida que os indices aumentam, o que pode ser expresso por: dado j € N, An, €
N, tal que |a,, — a,| < % para quaisquer m,n > n,.

Denotamos por S(Q) o conjunto das sequéncias a=(an) de Cauchy em Q e por S¢(Q) o
conjunto das sequéncias convergentes em Q, onde (an) € convergente em Q quando existe

beQ, tal que, para cada j € N dado, 3n, € N, tal que |a, — b| < % para todo n > n,.

Denotamos por So(Q) o conjunto das sequéncias em Q convergentes para zero. Se 0o
nimero acQ e aeSc(Q) converge para a, denota-se por a=a+So(Q) 0 conjunto das
sequéncias que convergem para 0 nimero racional a.

De modo geral, se eeS(Q), denotamos por é=e+So(Q) 0 conjunto das sequéncias
de Cauchy b=(bn)=(en+sn), onde s=(sn) €So(Q), cujos termos se aproximam dos termos
da sequéncia e.

O conjunto R={&: e€ S(Q)}, das classes & de sequéncias de Cauchy, contém uma copia
de Q, pois cada acQ ¢é limite da sequéncia constante a,=a. ldentificamos esse acQ com
a classe da sequéncia constante a que € a, o que produz uma cépia de Q em R.

Seja u=(un) a aproximagcéo de v2, ou seja, uma sequéncia UuneQ, tal que un? — 2 converge
para 0. A sequéncia ueS(Q) ndo converge para um numero racional, ou seja, a classe @
ndo esta na copia Q={a: a€S¢(Q)} de Q em R.

Podemos definir as operacdes de soma e multiplicacdo em S(Q), isto €, a+b=c, onde ¢,, =
a, + b, € a.b=d, onde d,, = a,b,, paraa e beS(Q) . Isso induz as operacdes de soma e

multiplicacdo em R e, com isso, identificamos R a R como o conjunto dos nimeros que

16 Em Hefez (1993) é feita a construcdo detalhada de N, Q e do conjunto dos nimeros reais (R).
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podem ser aproximados por sequéncias de nimeros racionais, finalizando a construcéo

do conjunto dos numeros reais.
Ao identificarmosv2como um conjunto das sequéncias v2que se aproximam de 2,

temos que vZ € R — 0, ou seja, v2 € R — Q. Isso exemplifica que existem sequéncias de
Cauchy em Q que ndo convergem em Q, mostrando que R é um conjunto maior que Q.
Pode-se mostrar com essa ideia de construgédo, que isso nao acontece em R, ou seja, que
uma sequéncia de Cauchy em R converge em R, permitindo dizer que o corpo dos

nameros reais € completo.
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