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Livros Dinamicos de Matematica

Dynamic Mathematics Books

JORGE CASSIO COSTA NOBRIGA !
IVANETE ZUCHI SIPLE?

RESUMO

As novas possibilidades da plataforma GeoGebra permitem a criagdo de atividades que podem ser
organizadas por meio de uma ferramenta chamada de “Livro”. Tais atividades podem conter textos,
figuras, questoes abertas e fechadas, applets, videos, arquivos pdf e paginas da web. Com o propdsito de
sugerir algumas orienta¢des de como esses materiais podem ser produzidos nesse ambiente, propomos
um conceito que chamamos de Livros Dindmico de Matemdtica, fundamentado na Teoria dos Registros
de Representagdes Semioticas de Duval. Neste artigo apresentaremos caracteristicas, exemplos e
sugestoes de como desse tipo de livro pode ser usado no ensino da matematica.

Palavras-chave: GeoGebra; Livros Dindmicos,; Representagdes Semioticas.
ABSTRACT

The new possibilities of the GeoGebra platform allow the creation of activities that can be organized by a
tool called "Book". These activities may contain texts, figures, open and closed questions, applets, videos,
pdf files and web pages. In order to suggest some guidelines on how these materials can be produced in
this environment, we propose a concept that we call Dynamic Mathematics Books, based on the Theory of
Registers of Semiotic Representation of Duval. In this article we will present characteristics, examples
and suggestions of how this type of book can be used in the teaching of mathematics.

Keywords: GeoGebra, Dynamic Mathematics Books, Semiotic Representation
Introducao

Nao ¢ novidade que os livros didaticos funcionam como guias para os professores e
estudantes. Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (BRASIL, 1998, p.96) ja
destacavam isso, dizendo que “o livro didatico ¢ um dos materiais de mais forte
influéncia na pratica de ensino brasileira”. Ou seja, de certa forma, o livro didatico

muitas vezes orienta o que serd ensinado, a ordem e como o professor vai ensinar. Ja
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para o estudante, o livro ¢ um material com o qual ele podera rever e exercitar os
conteudos trabalhados em sala. Talvez a grande pretensdo para o livro didatico seja a
promocao da aprendizagem com autonomia. Mas de que forma o livro didatico de
matematica impresso ou no formato digital (PDF) busca criar condi¢cdes para que o
estudante possa aprender matematica? Como as novas tecnologias podem contribuir
para aperfeicoar as caracteristicas e superar alguns limites do livro didatico? Os
constantes avangos da tecnologia possibilitam a exploracdo de recursos potenciais para
o desenvolvimento de livros digitais. A plataforma GeoGebra, por exemplo, possui
ferramentas que possibilitam a criacdo de livros digitais dinamicos. Mas esses nao
podem ser simples reprodugdes dos livros estaticos em ambientes dindmicos. Ao longo
da nossa experiéncia como professores e pesquisadores na area de tecnologias
educacionais temos visto muitos materiais sendo divulgados na plataforma e em outros
ambientes. Entretanto, tais materiais sdo, em sua maioria, applets sem nenhuma
orientagdo pedagogica de utilizagdo pelo professor e/ou pelo aluno. Acreditamos que
tais applets sdo importantes, mas sua manipulacdo por si s6 pode ndo promover a
aprendizagem. Assim, temos defendido a producdo de atividades que contenham
applets com orientagdes pedagogicas de utilizagdo. Tais atividades precisam conter
organiza¢do e coordenacdo entre os registros de representacdo dos objetos matematicos
que serdo trabalhados. Dessa forma, neste artigo, apresentaremos a teoria que subsidiou
a criagdo de alguns livros digitais dinamicos na plataforma GeoGebra, evidenciando as

caracteristicas que tais livros precisam conter para ser considerados como dinamicos.

1. Teoria dos Registros de Representacoes Semidticas e o Livro
Didatico

Segundo a Teoria de Registros de Representagdes de Duval (2009), o tnico acesso ao
objeto matematico ¢ por meio de suas representacdes em seus diferentes registros
semioticos. Assim, o estudo das representacdes ¢ fundamental para explicar a

compreensdo dos conceitos e da aprendizagem da matematica. Deste ponto de vista, a

compreensdo de um conceito ¢ construida por meio de atividades que implicam a
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utilizacdo de diferentes registros de representagdo e na coordenagdo entre essas

representagoes.

Duval (2009, p. 14) diz que “[...] ndo se pode ter compreensdo em Matematica, se nos
nao distinguimos um objeto de sua representagdao” e “o acesso aos objetos matematicos
passa, obrigatoriamente, pela producao de representagdes semioticas” (DUVAL, 2018,
p. 4). De acordo com Duval (2016) a matematica tem uma situagdo epistemologica
totalmente diferente de outras disciplinas. O conhecimento matematico se fundamenta
na mobilizacdo de diferentes sistemas semidticos que sao utilizados para preencher,

além da comunicagdo e objetivagdo, a funcao de tratamento.

Para Duval (2011, p. 117) os registros utilizados em Matematica podem ser

classificados em:

e Discursivos: lingua natural e sistemas de escrita (numéricas, algébrica e

simbdlicas);

o Nao-discursivas: Figuras Geométricas Planas ou em perspectiva e

Graficos cartesianos.

Segundo Duval (2016), os registros de linguagem natural e de visualizacdo
(reconhecimento perceptivo de formas) sdo mobilizados em todas as areas de
conhecimento, porém o0s outros registros sao exclusivos da matematica e sao utilizados
nos ultimos anos do Ensino Fundamental para aprender a resolver equacdes, para

instrumentalizar a resolucdo de problemas e para introduzir o conceito de fungoes.

Como exemplo, podemos considerar os seguintes registros de representacao do objeto

“Circunferéncia”:

e Registro de Representacdo Linguistica (lingua materna): Circunferéncia ¢ o
conjunto dos pontos de um plano cuja distancia a um ponto dado (centro) desse

plano ¢ igual a uma distancia (ndo nula) dada.

e Registro de Representagdo Simbdlica (equagdo algébrica): (x —a)? +

(y—-b)? =r?
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e Registro de Representagao Visual (grafico):

h @===

G fm—————

Nenhuma representacdo pode ser considerada de forma isolada (DUVAL, 2018), ou
seja, nenhuma representacio sozinha ¢é suficiente para designar o objeto. E importante
que o uso da pluralidade potencial das diversas formas de representagdes semioticas ndo

seja confundido com o objeto em questao (DUVAL, 2008).

Duval (2008, p. 14) diz que “a originalidade da atividade matematica estd na
mobilizacdo simultdnea de ao menos dois registros de representagdo a0 mesmo tempo
ou na possibilidade de trocar a todo momento de registro de representacdo”. Apesar das
expressdes ‘“‘simultanea” e “ao mesmo tempo” na mesma frase terem ficado
redundantes, pode-se concluir que Duval quis enfatizar que, em matematica, ha
necessidade de se trabalhar sempre com pelo menos dois registros de representagdes ao
mesmo tempo. Entendemos que o autor estd considerando a mobilizagdo como
utilizagdo, movimentagao, transformagdo ou operagdo. Tal trabalho ¢ feito por meio de
variagdes de conteudo das representacdes geradas pelas transformagdes que ocorrem
dentro de um mesmo registro ou de um registro para o outro. De acordo com Duval
(2009), o tratamento ¢ uma transformacgao que se efetua dentro de um mesmo registro.
Por exemplo, ao desenvolver a equagdo geral da circunferéncia x? + 2x + y? = 0 para
forma reduzida (x + 1)? +y? = 1tem-se um exemplo de tratamento no registro
algébrico. A conversdo ¢ uma transformacdo que se efetua ao passar de um registro a
outro. Por exemplo, o teorema “Em todo tridngulo retangulo, o quadrado da medida da

hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos” pode ser
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representado pela equagdo a? = b% + ¢? (onde “a” representa a medida da hipotenusa,
“b” e “c” representam as medidas dos catetos do tridngulo retdngulo). Nesse caso, ha
uma conversao da representacdo do teorema do registro linguistico para o registro

simbolico.

Duval (2018) fala sobre compreensdo em dois pontos de vista: matematico e cognitivo.
A compreensdo do ponto de vista matematico ¢ evidenciada pela justificativa,
validacdo, prova e demonstragdo. Do ponto de vista cognitivo, ¢ evidenciada pelo
reconhecimento dos objetos estudados por meio de suas multiplas representagdes ou
manifestagdes possiveis. Em outras palavras: “o critério de compreensdo ¢ o
reconhecimento imediato de um mesmo objeto em representacdes em que os conteudos
ndo possuem nada de comum” (DUVAL, 2018, p. 16). Para que haja compreensao do
ponto de vista cognitivo, a conversdo, em ambas as direcdes, ¢ fundamental, mas isso
nao ¢ facil. Duval (2018, p.9) diz que “o obstaculo maior a operagao de conversao das
representacdes ¢ o fato de que ndo hd nada de comum entre os conteidos das

representacoes de dois registros diferentes”.

Assim, para reconhecer que duas representagdes se referem ao mesmo objeto e podem
ser substituidas uma pela outra, segundo o principio da equivaléncia semantica, ndo
existe outra possibilidade que ndo seja por meio de uma correspondéncia, termo a

termo, entre os conteudos de dois registros diferentes.

Somente fazendo corresponder as unidades de sentido, que s@o
proprias aos diferentes niveis de organizacdo dos conteudos
respectivos de duas representacdes semidticas, ¢ que se torna possivel
reconhecer se elas representam o mesmo objeto (DUVAL, 2016, p.22)

Consideremos um exemplo a partir da seguinte sentenca dada no registro de

representacao de linguagem natural por:

“Trés € menor que quatro”
No registro simbdlico temos:

3<4
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Nesse caso, ¢ necessario corresponder termo a termo as unidades significantes
respectivas para efetuar a conversdo das representagdes desse objeto no registro em

lingua natural para o registro simbolico, conforme ilustra o quadro 1.

Representac¢io de Partida: Repéeﬁzn::lg:o de
Registro de Representacio eeac:
. e Registro de
Registros de Linguistica ~
~ Representacio
Representacgdes Simbélica
Trés é menor que quatro 3 <4
Umda(?es de Trés 3
sentido
Unidades de & menor due <
sentido d
Unidades de
sentido Quatro 4

Quadro 1-Exemplo de conversio das representacoes

No quadro 1 ¢ possivel ver que, se trocassemos a representagdo de partida para o
registro de representagao simbolica, o procedimento de conversao para o registro de
representacao linguistica seria 0 mesmo. Trata-se de um caso de congruéncia. Vejamos

agora outro exemplo:
“Um niimero negativo”
No registro algébrico temos:

x<0
Nesse caso, vemos que falta na representacdo simbodlica uma unidade significante que
corresponda a negativo. Assim, ¢ preciso combinar duas unidades significantes (<, 0)

para amenizar tal auséncia. Nesse caso, falamos de ndo congruéncia das representagdes.

Representacio de Partida: Representacio de
Registro de Representacio Chegada:
Registros Linguistica Registro de Representacio
Representacoes Simbdlica
Um numero negativo x<0
Unidades de ,
. Um nimero X
sentido
Unidades de .
<
sentido Negativo 0

Quadro 2-Exemplo de conversdo nio congruente
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De acordo com Duval (2009, p.66)

Nos fendmenos de conversdao em que ocorre a nao congruéncia, nao
apenas o tempo de tratamento aumenta, mas a conversdo pode se
revelar impossivel de compreender, se ndao houver aprendizagem
prévia concernente as especificidades semidticas de formagdo e
tratamento de representacdo que sdo proprias a cada um dos registros
em presenga.

A conversdo pode ser quase imediata nos casos de congruéncia das representacdes. O

que nao acontece nos casos de nao congruéncia entre as representacdes.

Duval (2018) alerta ainda que o reconhecimento de um mesmo objeto quando se muda
de registro de representacdo deve ser efetuado nos dois sentidos de conversdo e ndo em
um s0, ou seja, aquele que ¢ frequentemente privilegiado pelo professor. Geralmente, no
ensino, um sentido de conversdo ¢ privilegiado pela ideia de que o exercicio efetuado
num sentido estaria automaticamente exercitando a conversdao no outro sentido. Os
exemplos propostos aos alunos sdo propositadamente escolhidos, evidentemente, nos

casos de congruéncia.

Para que haja compreensdo do ponto de vista cognitivo ¢ preciso criar condi¢cdes para
que os estudantes reconhecam um objeto matematico por meio de diferentes

representacdes. Nesse sentido, Duval (2018, p.12) diz que para aprender matematica:

E preciso construir situagdes de aprendizagem nas quais os alunos
possam comparar as variacdes de contetido das representacdes em um
registro A com varia¢Ges correlatas de contetido das representacdes
em um registro B: ¢ a Uinica maneira de aprender a discernir as
unidades a serem postas em correspondéncia e tornar-se capaz de
reconhecer, rapidamente, se duas representagdes quaisquer sendo
dadas em dois registros sdo, ou ndo sdo, duas representacdes
equivalentes de um mesmo objeto (DUVAL, 2018, p.12)

Duval (2009, p. 101) fala sobre a necessidade de se “[...] possibilitar a exploracdo de
todas as variagdes possiveis de uma representacdo num registro fazendo prever, ou
observar, as variagcdes concomitantes de representagdo em outro registro”. Diante disso,
perguntamo-nos: Como os livros didaticos impressos ou PDF buscam criar tais
condigdes para uma exploracdo que permita prever ou observar as variagdes
concomitantes de representacdo em outro registro? Como eles buscam criar situagao
para a formagao, tratamento e conversao dos registros?
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De maneira geral, nota-se que os livros didaticos de matematica apresentam diferentes
registros de representacdes semioticas para os objetos matemadticos. Duval (2011) diz
que ¢ comum vermos em livros de Matematica e de diversas outras areas, varias
representacdes em uma mesma pagina: frases em lingua natural, féormulas, figuras
geométricas, graficos cartesianos, etc. A conexao entre tais representacoes fica a cargo

do leitor, como se atividade de conversao fosse espontanea.

Para ver como, em geral, ¢ feita a formagao, tratamento e conversao das representacdes,
vamos analisar alguns exemplos. A figura 1 apresenta uma pagina de um livro didatico

que explora o Trapézio.

Trapézio

Um quadrilatero plano convexo é um trapézio se, e somente se, possui dois
lados paralelos.

ABCD é trapézio <« (AB // CD ou AD // BC). D <

Os lados paralelos s&o as bases do trapézio. o '

De acordo com os outros dois lados nao ba- — S
ses, temos: A B

trapézio isosceles, se estes lados sao congruentes;
trapézio escaleno, se estes lados nao sao congruentes.

Trapézio retangulo (ou birretangulo) € um trapézio que tem dois angulos retos.

D £ D £
ol
A B A B A B A B
trapézio isésceles  trapézio escaleno trapézio escaleno trapézio retangulo

FIGURA 1: Definigao e classificagdo do Trapézio
FONTE: Dolce & Pompeu (2013, p.97)

Pode-se perceber, na figura 1, que o livro traz registros de representa¢des linguistica,

simbolica e visual para definir e classificar o trapézio:

e Registro de Representagdao Linguistica (lingua materna): “Um quadrilatero plano
convexo ¢ um trapézio se, € somente se, possui dois lados paralelos”;

e Representagio Mista (linguistica e simbdlica): ABCD ¢ trapézio < (AB//
CD ouAD//BC)
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Registro de Representacao Visual (geométrico):
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Para que o estudante possa fazer a conversdo dessas representagdes precisara associar as

seguintes unidades de sentido:

Representacio de

Representacio Mista

Representacio de

Partida- (au.x1llar) Ch?gada:
. Registro de Registro de
Registro de < ~
~ Representacio Representacio
Representacio s . e .
AN Simbdlica e linguistica Visual
Linguistica
Registros de
Representacio
Um quadrilatero plano ABCD ¢ trapézio <
r - D C
convexo ¢ um trape21o. AB//CD ou AD //BC) Q
se, € somente se, possui — ===
dois lados paralelos A B
17 D C
Unidades de - quadrilatero plano
. convexo ABCD
sentido L.
- trapezio A 8
D D c
Unidades de . AB A 8
. dois lados
sentido
BC )
D C
Unidades de
sentido paralelos //
A B
Unidades de
. se, e somente se, ©
sentido

Quadro 3: Unidades de sentido do conceito Trapézio

Percebe-se que a associagdao das unidades significantes dos diferentes registros ndo ¢

simples, porque se trata de um caso tipico de ndo congruéncia e, como se pode ver, nao

ha nada de comum entre os contetidos das representacdes. Além disso, hd alguns

registros que ndo possuem unidades de sentido correspondentes nos outros, como por

exemplo, a palavra plano. A conversao inversa também nao ¢ simples.

Outro aspecto que se deve levar em consideragdo € o fato de ser comum a representagao

geométrica do trapézio aparecer nos livros didaticos sempre com as bases na horizontal.
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Isso pode fazer com que o estudante ache que a posicao da figura influencia o conceito,
levando-o acreditar que um quadrildtero com dois lados paralelos que nio estejam na

horizontal ndo € um trapézio.

Vejamos na figura 2 outra situacdo para analisarmos como sdo apresentadas as

propriedades e justificativas.

0. Incentro — Bissetrizes int

111.

Sendo o AABC de lados BC = a,AC = b e AB = ¢:
Hipétese Tese

AS,, BS,, S, sao bissetrizes internas = {1’ AS,NBS,NCTs, = (8}
b ma) 2) 4y, =dg, =d,,

FIGURA 2: Incentro do triangulo
FONTE: Dolce & Pompeu (2013, p.121)

A figura 2 mostra uma pagina de um livro didatico que trata do incentro do tridngulo.
Primeiramente, traz um registro de representacdo linguistica para apresentar uma
propriedade: “As trés bissetrizes internas de um tridngulo interceptam-se num mesmo
ponto que esta a igual distancia dos lados triangulo”. Ao que parece, para fazer a
conversao, espera-se que o estudante possa, com o auxilio de representagdes auxiliares e

do tratamento no registro de representacdo simbdlico, associar os conteudos do registro
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de representagdo linguistico com os contetidos do registro de representacdo visual do

triangulo.

Além das dificuldades ja relatadas no exemplo anterior, outra que merece ser destacada
¢ o fato das representagdes aparecerem ao mesmo tempo numa mesma pagina. Diante
disso, perguntamos: qual a ordem que o estudante deve fazer a leitura para poder
associar as unidades significantes e, consequentemente, fazer a conversao? A leitura em
matematica ndo pode ser feita, simplesmente, de cima para baixo. Tal leitura precisa
ocorrer com idas e vindas aos diferentes registros de representacdo, possibilitando criar
condig¢des para a “...mobilizacdo simultanea de ao menos dois registros de representagao
ao mesmo tempo ou na possibilidade de trocar a todo momento de registro de
representacao” (DUVAL, 2008, p. 14). Em geral, espera-se que o professor mostre

como estabelecer essa ordem de leitura, mas e se o estudante estiver estudando sozinho?

Alguns trabalhos que investigaram, a partir da Teoria de Registros de Representagdes
Semioticas, como assuntos matematicos abordados em livros didaticos mostram outras
limitagdes. No que diz respeito as conversdes, ¢ comum privilegiar-se a transformagao
em apenas um sentido. Cataneo e Rauen (2018, p. 146) dizem que “ao privilegiar o
sentido da conversdo da representagdo dos problemas as equagdes e das equacdes aos
graficos, conversoes de representacdes inversas ficam em segundo plano”. Destacam
ainda que, nas atividades investigadas, o sentido da conversdao ¢ predominantemente

orientado da lingua natural para o registro algébrico.

Dallemole e Groenwald (2014) realizaram uma investigacdo em livros didaticos de
matematica do Ensino Médio das colegdes aprovadas pelo PNLD- Programa Nacional
do Livro Didatico (2012), tendo como um dos objetivos identificar os registros de
representacdes utilizados para abordar os contetidos de Geometria Analitica propostos,
em particular para Reta e Circunferéncia. As autoras concluiram que nas obras
analisadas todas utilizam diferentes registros de representagdo tanto na exposi¢ao
tedrica do conteido quanto nos exercicios resolvidos e nas atividades propostas, sendo
algumas dessas representagdes mais privilegiadas. Embora as obras apresentem a

conversao em duplo sentido dos registros algébrico e grafico, essa ndo ocorre nos
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demais registros, sendo também privilegiado o tratamento nas atividades propostas e

nos exercicios resolvidos em detrimento das conversoes.

Verifica-se que os livros didaticos priorizam atividades que envolvem
tratamentos e, ainda assim, com é&nfase no registro numérico e
algébrico. Infere-se a necessidade de os livros didaticos apresentarem
uma abordagem dos contetidos de Geometria Analitica (Ponto ¢ Reta e
Circunferéncia) articulada ao uso de diferentes registros semioticos,
potencializando as atividades de conversdao entre estes e em duplos
sentidos para que o aluno analise propriedades que ndo sdo
perceptiveis na conversdo em apenas um sentido (DALLEMOLE e
GROENWALD, 2014, p.61)

A teoria de Registros de Representacdo Semiotica de Duval nos propicia reflexdo sobre
as faces opostas para a compreensdo em matematica, sendo que uma das faces ¢ a
exposta, que ¢ relativa aos conhecimentos e dos métodos de célculo, de resolugao ou de
raciocinio; a outra ¢ a face oculta das coordenacgdes, de a0 menos, dois registos de
representacdo. “Essas coordenagdes precisam ser desenvolvidas, uma vez que o
pensamento matematico ¢ a sinergia de diversos registros, € o que se chama de
“conceitualizagdo” ndo ¢ nada mais do que a mobilizacdo sinérgica de diversos
registros” (DUVAL, 2016, p.34). Assim, o autor sugere oferecer aos alunos os meios
para uma autonomia intelectual, sendo que para isso € preciso organizar o ensino de

matematica privilegiando a coordenag¢do de registos.

Para que os alunos tomem consciéncia das diferentes unidades de
significado possiveis no conteudo das representagdes e para que ele
possa reconhecer as correspondéncias e as ndo correspondéncias entre
duas representagdes diferentes de registro, ¢ necessario tarefas de
reconhecimento que ndo sdo exercicios nem problemas convencionais.
Estas tarefas devem organizar a observacdo em paralelo das variagdes
de representacdo em dois ou até trés registros de cada vez (DUVAL,
2013, p.156)

Nesse contexto, explorando as potencialidades das tecnologias digitais, tais como
fornecer novas formas de olhar para objetos matematicos, propiciar feedback imediato e
evidenciar as representagdes conectadas dinamicamente, propomos algumas

caracteristicas que acreditamos que um livro dinamico de matematica deveria conter
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para, dentre outras possibilidades, permitir o desenvolvimento da coordenag@o entre os

diversos registros de representacao.

2. Livro Dinamico de Matematica

2.1 O que é?

Levando em consideracdo as recomendacdes da Teoria de Registros de Representacdes
Semiodticas de Duval e as potencialidades da plataforma GeoGebra para a producao de
livros, tais como textos, imagens, applets, videos, questdes, web, arquivos em pdf foram
produzidos materiais (NOBRIGA, 2017; LEMKE, 2017) com caracteristicas de um

“Livro dindmico de Matematica”.

O Livro Dinamico de Matematica nao pode ser confundido como um livro digital de
matematica. Ele tem caracteristicas que o diferencia dos livros digitais classicos. Uma
caracteristica fundamental desse tipo de livro estd no fato de se integrarem
dinamicamente, numa mesma pagina, as diferentes representacdes dos objetos da
Matematica. Ou seja, quando se estd explorando um objeto matematico, as diferentes
representacdes desse objeto ndo apenas aparecem simultaneamente, mas se apresentam
conectadas. Por exemplo, ao se explorar um teorema, os registros de representacoes
linguistica, simbdlica e visual estdo conectados de forma que quando se altera alguma
representacdo, as outras também se alteram, adequando-se as modificagdes. Com isso,
espera-se poder criar condi¢cdes para atender a recomendagdo feita por Duval (2018,
p-12) em que ele diz “€ preciso construir situagdes de aprendizagem nas quais os alunos
possam comparar as variacdes de contetido das representacdes em um registro A com
variagoes correlatas de conteudo das representacdes em um registro B” e com isso poder
ajudar o estudante a perceber qual a relacio que existe entre as diferentes

representacoes.

Para que se possa entender melhor o que ¢ a integracdo dindmica das representacdes ¢
preciso entender antes o que estamos considerando como “dindmico”. Tal termo tem a
ver com algo que se modifica de maneira continua. No contexto dos softwares de

Geometria Dindmica (GD) o conceito esta relacionado com o principio de manipulagao
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direta. De acordo com Bellemain (2001) tal principio permite ao usudrio a sensacao de
agir direta e livremente sobre a representagdo do objeto e controlar imediatamente os
efeitos dessa a¢do. Com o auxilio do mouse, pode-se arrastar ou manipular diferentes
representacoes e visualizar os efeitos de suas agdes. Isso contribui para a percepgao das
relagdes entre as representacdes, formulacdo de conjecturas, identificagdo de
contraexemplos etc. A partir desse conceito foram elaborados outros que estdo presentes
nos livros dinamicos: Tratamento Dindmico, Conversdao Dinamica e¢ Demonstra¢ao
Matematica Dindmica (NOBRIGA, 2019). Na sequéncia, mostraremos exemplos de
partes de alguns livros dindmicos produzidos e que evidenciam como tais conceitos sao

usados nesses livros.

2.2 Textos Dinamicos, Demonstracao Matematica Dinamica e Exercicios

dinamicos.

Nos Livros Dinamicos, as diferentes representacdes podem ser dindmicas, inclusive as
representacdes simbolicas e linguisticas. Isso € possivel gragas aos textos dindmicos, ou
seja, textos que mesclam diversos simbolos matematicos e varidveis que podem ser
alterados pelo usudrio. Tais textos alteram seu contetido a partir da manipulagdo dos
diferentes registros com os quais se relacionam. As figuras 3 e 4 apresentam exemplos
de atividades do livro “Aprendendo Geometria Plana com a Plataforma GeoGebra”

(NOBRIGA, 2017) que possuem tais caracteristicas:

ELEMENTOS DO TRAPEZIO —

AB//CD, ou seja, o lado AB é paralelo ao lado CD.
Os lados paralelos sao chamados de bases do trapézio
a=57.74°, B=T6.08°, y=122.26° e séo

os angulos do trapézio.

e Se 0s lados que nao sao bases do trapézio forem congruentes,
entao ele é um trapézio isdsceles.
e Se 0s lados que nao sao bases do trapézio nao forem congruentes,

entdo ele é um trapézio escaleno.

Trapézio retangulo é um trapézio que tem dois dngulos retos

FIGURA 3: Elementos e classificagdo do trapézio.
FONTE: https://ggbm.at/dXfysuQV acesso em 17 de fevereiro de 2020
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CD=43
AB//CD, ou seja, o lado AB é paralelo ao lado CD. /=137.12° I
Os lados paralelos sao chamados de bases do trapézio
a=42.88°, (=90", y=137.12" ¢ 1" san

os dngulos do trapézio.

e Se 0s lados que ndo sdo bases do trapézio forem congruentes,
entao ele € um trapézio isdsceles.

¢ Se os lados que nao sao bases do trapézio nao forem congruentes,
entdo ele é um trapézio escaleno.

Trapézio retangulo é um trapézio que temn dois angulos retos

FIGURA 4 Trapézio retangulo.

FONTE: https://ggbm.at/dXfysuQV acesso em 17 de fevereiro de 2020

Na construcao apresentada na Figura 3 € possivel observar que unidades significantes de
cada registro estdo com mesmas cores. Ao se manipular os vértices A, B ou C, as
medidas dos angulos e lados do quadrilatero sdo alteradas tanto no registro geométrico,
quanto no registro simbolico. Quando tal manipulacao gera dois angulos retos, aparece
o texto “Trapézio retangulo” (Figura 4). A representagdo visual do trapézio pode sofrer
varias transformacdes, permitindo visualizagdes em diferentes posigoes, inclusive com

bases na horizontal ou ndo.

Além disso, ¢ possivel fazer calculos automaticos dentro do préprio texto, usando
valores ou medidas de objetos matematicos que estdo no applet GeoGebra. Os
resultados dos calculos podem ser alterados automaticamente se as medidas ou valores
desses objetos forem alterados. Os textos dindmicos sdo essenciais para a produgdo de
Demonstragdes Matematicas Dindmicas (NOBRIGA, 2019), Exercicios dinimicos e

apresentacao de definigdes ou propriedades.

Uma das grandes dificuldades em matematica ¢ a compreensdo das demonstragdes ou
justificativas de teoremas e propriedades. Acreditamos que essas dificuldades podem
estar relacionadas com o fato de que, em livros de Matematica tradicionais, ¢ comum
vermos varias representacdes em uma mesma pagina: frases em lingua natural,

formulas, figuras geométricas, graficos cartesianos etc. A conexdo entre as
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representacoes fica a cargo do leitor. A auséncia de orientagcdo para coordenagdo entre
as diferentes representacdes pode gerar dificuldades de aprendizagem. Buscando tentar
superar tal dificuldade, Nobriga (2019) propde uma nova forma de se apresentar as
demonstragoes de propriedades e os teoremas. Tal forma foi chamada de
Demonstragdes Matematicas Dindmicas. E preciso ficar claro que ndo se trata de um
novo método para se provar teoremas e propriedades. Trata-se apenas de uma nova
forma de se apresentar as demonstragdes. Uma caracteristica fundamental ¢ o fato da
demonstracdo nao estar totalmente visivel ao abrir a pagina. Ou seja, as representagoes
ndo aparecem todas de uma vez, sendo apresentadas por etapas. Para que se possa ver
cada etapa da demonstracdo, o estudante precisa movimentar um seletor, chamado de
“etapas”. Ao movimentd-lo, as representagdes vao aparecendo, gradativamente, de
forma simultadnea e conectadas dinamicamente com as outras formas de representacao.
As representagdes que tratam de um mesmo objeto podem possuir, por exemplo, a

mesma cor para que estudante possa identifica-las melhor.

Outra caracteristica importante ¢ que quando se altera o caso de uma demonstracao, o
procedimento de justificativa também pode se alterar para se adequar ao novo caso. Um
exemplo disso pode ser visto na demonstracao da propriedade do angulo inscrito na
circunferéncia, no qual os alunos podem explorar os casos em que o centro estd num
lado do angulo, no interior de um angulo inscrito € no exterior de um angulo inscrito,
conforme evidenciadas pelas figuras 5, 6 € 7 que mostram partes dessa demonstragao.
Nesses exemplos, o aluno altera o angulo inscrito, na representacao visual, podendo
observar nas representagdes simbdlica e linguistica as variacdes da demonstragdo para

0s trés casos possiveis.

Demonstracao da Propriedade do Angulo Inscrito

Hipdétese : « é o angulo central. [ é o angulo inscrito.

o
Tese: = —.

2
Nesse caso, o centro O estd num lado do angulo. OB = OC,
porque sao raios. Assim, o AOBC ¢ isdsceles. O angulo CBO é
igual a (.
Como a é angulo externo do AOBC, entao o = 8+ 8

o
Logo ﬂ ey

Figura 5: Angulo inscrito em que o centro estd num lado do angulo
FONTE: https://ggbm.at/PybdQ59b acesso em 17 de fevereiro de 2020
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Demonstracao da Propriedade do Angulo Inscrito
Hipdtese : o ¢ o angulo central. [ ¢é o angulo inscrito. elapas =3

v s ]

€
Tese: = -.
ese 5

Nesse caso, o centro O ¢ interno ao angulo BCA.

Podemos considerar 3 = b e =0+
Pelo 1° caso, temos que =271 e by, =2
Podemos fazer f =271+ 27 = 2(71 + 2)

«
=2 (v + Logo, 8= —.
A

FIGURA 6-Angulo inscrito com angulo central no interior do angulo inscrito
FONTE: https://ggbm.at/PybdQ59b acesso em 17 de fevereiro de 2020

Demonstracao da Propriedade do Angulo Inscrito
Hipétese : o ¢ o angulo central. # ¢ o angulo inscrito. etapas =3
L J

Tese : ‘1:1.

Nesse caso, o centro O é exteno ao dngulo BCA.

Podemos considerar § = Ko € (0 = (O — (a.

Pelo 1° caso, temos que ¢ = 2k, € g = 2k0.

Podemos fazer ¢ — ¢ = 2 2k = 2( K2)
. . .«

b1 = =2 ( k2) .Logo, B = -

N e’ ——— 2

FIGURA 7-Angulo inscrito com angulo central no exterior do angulo inscrito
FONTE: https://ggbm.at/PybdQ59b acesso em 17 de fevereiro de 2020

O livro dinamico também possui exercicios resolvidos dindmicos que podem ser tanto

explorados pelos estudantes, quanto pelo professor ao abordar uma situacao problema
em sala de aula. Tratam-se de exemplos de exercicios resolvidos que t€m caracteristicas
parecidas com a Demonstragdo Matematica Dindmica. Nota-se também que uma das
grandes dificuldades na compreensdo dos exercicios resolvidos em livros impressos esta
no estabelecimento de uma ordem de leitura para as diferentes representagdes dos
objetos matematicos envolvidos. Assim, Nobriga (2017) apresenta alguns exemplos de
exercicios resolvidos dindmicos. Assim como as Demonstracdes Matematicas
Dinamicas, eles também possuem o seletor “etapas” em que as representacdes vao
aparecendo gradativamente quando ele ¢ manipulado pelo estudante. A figura 8

apresenta um exemplo.
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U feixe de 4 paralelas determina sobre uma transversal trés segmentos medem 1.58 cm, 1.6 cm e
2.67 cm, respectivamente. Determine o comprimento dos segmentos que esse mesma feixe determina sobre

outra transversal , sabendo que o segmenta compreendido entre a primeira ¢ a quarta paralela mede 6,36 cm
ctapas = 11 !
Primeiro vamos construir wm feixe de 4 paralelas L] 158
e def A n

0
o]
/

*t=6.36x1.58 1%

.0
W06 g
5 85

t

FIGURA 8: Exercicio resolvido dindmico
FONTE: https://www.geogebra.org/m/khregsna acesso em 17 de fevereiro de 2020

O exemplo da figura 8 ¢ um exercicio com o seguinte enunciado: Um feixe de 4
paralelas determina sobre uma transversal trés segmentos que medem 1,58 cm, 1,6 cm
e 2,67 cm, respectivamente. Determine o comprimento dos segmentos que esse mesmo
feixe determina sobre outra transversal, sabendo que o segmento compreendido entre a
primeira e a quarta paralela mede 6,36 cm. Para resolver o exercicio € natural fazer um
esbogo da representacdo figural dos dados contidos no problema. Trata-se da conversdo
das representacdes desse objeto do registro linguistico para o registro geométrico. Ao
movimentar o seletor para a etapa 1, aparece a mensagem “Primeiro vamos construir um
feixe de 4 paralelas”. Na etapa 2, aparece a representagdo visual das 4 retas paralelas.
Ao continuar movimentando o seletor, os objetos vao aparecendo gradativamente. Ao
final, quando todos os objetos estdo na tela, o estudante e ou professor ainda podem
fazer conjecturas, tais como, e se as transversais fossem paralelas, o procedimento para
resolver seria o mesmo? Para responder, poderia alterar as posi¢cdes das retas na
representacdo visual e, consequentemente, por se tratar de um objeto com
representacdes dindmicas, os valores no enunciado do problema se alterariam, assim
como as representacoes algébricas que contém as medidas e os calculos. Espera-se que
isso possa contribuir para uma melhor compreensdo da resolu¢do do exercicio, pois
possibilita aos alunos explorarem varios casos € ndo apenas um exercicio particular,

instigando os alunos a validarem ou refutarem suas conjecturas.

O Livro dinamico também possui exercicios dindmicos. Como eles, o aluno pode fazer,

dinamicamente, véarias alteracdes, seja visual ou simbolica, propiciando lhes um
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ambiente enriquecedor de simulagdo, auxiliando-o na mobilidade entre os diferentes
registros de um objeto matemdtico. Em Lemke (2017) podem ser encontrados varios
exemplos de exercicios dinamicos, como por exemplo o sistema de coordenadas
retangulares no espago, curvas de niveis, exploracdo de superficies, plano tangente,
dentre outros, que podem ser explorados tanto pelos alunos, quanto pelo professor em
suas aulas. Um exemplo ¢ a atividade que envolve a “interpretacdo geométrica das
derivadas parciais”, na qual ¢ possivel mobilizar as representagdes algébrica e grafica
presentes na constru¢cdo de um plano tangente a uma dada superficie, possibilitando as
conexodes com as derivadas parciais Nessa atividade ¢ possivel entrar com uma dada
equacdo explicita de uma superficie, realizar as intersegdes da referida superficie com
os planos paralelos aos planos coordenados do sistema cartesiano, sendo possivel
explorar as representagdes das curvas de intersecdo nos registros simbolico e grafico,
conforme ilustra a figura 9. Também ¢ possivel manipular a representacao das retas
tangentes a curva num dado ponto da superficie, obtendo assim duas retas concorrentes,
denominadas de 11 e 12, nos registros simbdlico e grafico. Por meio do produto vetorial
dessas retas podera encontrar o vetor normal do plano tangente a superficie dada
(LEMKE, 2017).

.A/’/ i A "'C@’

fxy)=I(-3) 12 +y2-1
J Planoy =2 / C,(x2)
=1 ‘:
y=2 !
Clxz,2) 2 —5<t<5H 1
i=——+2 -1 b [
1
P 1 ) 1
[v] planoz=1 V) catv) | [
F o "
. z=1 [ /
y=t I i
Oly.2) : —5<t<5 S |
z +1 =1 -

Plano

FIGURA 9: Exercicio dindmico: plano tangente
FONTE: https://www.geogebra.org/m/GdZ9wzW8#material/C2ym7MKV acesso em 22 de junho de
2020
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Este material vem sendo utilizado por professores em aulas de Calculo e alguns deles ja
perceberam as potencialidades do uso dos recursos dindmicos (LEMKE, 2017 b). Isso
fica evidenciado no depoimento de um professor que utilizou esse recurso para trabalhar

com a interpretagao geométrica das derivadas parciais:

A equacdo do plano tangente depende das derivadas parciais da
funcdo. Entdo, ao desenvolver a teoria, eu sempre fazia a
representagdo geométrica no quadro, usando um desenho padrao, um
exemplo bem classico de superficie, genérico. Nao dava pra
representar de uma forma bem visivel tudo que acontecia nesses
exemplos. O desenho vai ficando poluido na verdade. Com tanta curva
de intersecdo, reta tangente, vetores diretores, mais o plano tangente,
fica bem poluido. Entdo acho que isso, de alguma forma, podia
prejudicar o entendimento dos alunos. E, com o uso do aplicativo,
dava pra habilitar e desabilitar em cada momento. Quando eu queria a
intersecdo com o plano x = 2, ia 14 e habilitava a representacdo da
curva. Quando eu fazia a interse¢do com o plano y igual a qualquer
constante, eu primeiro desabilitava a representagdo anterior. Entdo o
aplicativo permite limpar o que vocé ja tinha usado pra explorar o
novo conceito. E depois, juntando tudo novamente, pra ir formando o
que se desejava. Tudo com apenas um Unico toque na tela. Ele
permitiu usar fungdes mais complexas. Um dos exemplos que eu usei
nas duas turmas foi a fungdo cujo grafico é uma sela de cavalo, que ¢
bastante dificil de desenhar a mao livre, ainda mais no quadro-negro.
Entdo esse foi mais um lado positivo do aplicativo. Ele permitiu usar,
representar geometricamente, aquelas fungdes que s6 com quadro e
giz eu nao iria usar (SIPLE et al, 2016, p.128 ¢ 129)

Percebe-se que o professor enfatiza algumas contribuicdes das caracteristicas dos livros
dindmicos que foram descritas neste artigo. Acreditamos que que a producao e utilizacdo de
materiais com essas caracteristicas dinamicas, nos textos, nas demonstragdes € nos
exercicios resolvidos e propostos, possa colaborar tanto na pratica docente do professor

que ensina matemadtica quanto na aprendizagem dos alunos.

3 Compartilhamento no Grupo e Feedbacks

Em geral, o livro dindmico ¢ elaborado pensando sua utilizagdo por meio da ferramenta
“Grupo” da plataforma GeoGebra. Com esse recurso, o trabalho pode ser feito de forma

presencial ou a distancia. Para isso, professores e estudantes devem ter uma conta na
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plataforma GeoGebra. O professor deve criar um grupo® e inserir os estudantes. Apds

isso, precisara distribuir as atividades do livro no grupo.

Na plataforma, o estudante pode trabalhar de forma autdbnoma, mas é possivel interagir
com o professor, mesmo que esteja a distancia. Pode fazer isso, usando as ferramentas
de comunicagdo entre professor e aluno. Para isso, o estudante (ou o professor) deve

499

clicar no “baldozinho™®’ que aparece do lado do applet ou da pergunta. Quando faz isso,

aparece uma caixa em que podem escrever algo ou inserir imagens (figuras 10 e 11).

Reflexdo 1

Por que o circulo passa pelos trés vértices do tridngulo?

=
A | Digite sua resposta aqui..

I

L <

Figura 10: Caixa de mensagem da pergunta

Circuncentro-Demonstragao E'Euas_:s
Hipétese i
1, 8 e t sao, respectivamente, mediatrizes dos lados a, b e ¢
do triangulo ABC
Tese
1) rnsnt =P
2) PA=PB=PC
Primeiramente vamos considerar 11s =P = .
Per,logo.equidista de B e C.Ou seja, PB= PC
Mediatriz:E o lugar geométrico dos pontos
Pes logo.equidista de A e C.Ou seja, PA= PC equidistantes dos extremos do segmento. Ou 3¢ja, qualquer
Como PTi= BT ¢ PA= PC. entao PA= PB. ponto da mediatriz de um M‘Ign..m..(-‘q:. a mesthg distancia
S dos dois extremos,
Assim, P equidista de A e B (P estd na mediatriz de AB) |
Portanto, P&t e rst=P. l

Reiniciar |

Fa | <m

Figura 11-Caixa de mensagem do applet

Quando uma mensagem ¢ enviada, o destinatario ¢ notificado por e-mail. O professor
ou estudante podem responder na propria plataforma e tudo fica registrado para

posterior analise. Vejamos um exemplo na figura 12.

% 0 link https://www.geogebra.org/m/mq7QerYY contém orientagdes para criar grupo, inserir estudantes,
distribuir atividade e dar feedbacks.
* Esse recurso s aparece quando a atividade foi distribuida dentro de um grupo

P q grup
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Reflexao 1

Por que o circulo passa pelos trés vértices do triangulo?

A Como o circuncentro € a intersecgdo das mediatrizes dos trés lados, nés temos que ele é
equidistante aos trés vértices de tridngule. Consequentemente, ao criarmos uma circunferéncia

_f;} com raio definido pela distancia entre o circuncentro e um vértice qualquer do tridngulo, os dois
outros vértices também pertencerdo & circunferéncia, dado que as distancias entre eles e o centro
desta serdo iguais ao raio da circunferéncia.

Esconder (3] =

7 de maic de 2017 15:10

Melhore sua resposta. Olhe a definicdo de mediatriz na demonstracéo e reescreva sua resposta.

F 28 de maio de 2017 18:41

Como a mediatriz é o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos extremos de um segmento de reta,
nas temos que o crcuncentro de um tridngulo, sendo a interseccdo das mediatrizes dos seus trés lados, &
equidistante aos trés vértices do tridngulo. Consequentemente, ao criarmos uma circunferéncia com centro
no circuncentro e raio igual & distdncia entre este e qualquer um dos trés vértices do tridngulo, temos que
os dois outros vértices também pertencem 3 circunferéncia, visto que as distancias entreelese o
circuncentro sdo iguais a distancia do circuncentro ao outro vértice, ou seja, sd0 iguais ao raio da
circunferéncia.

13 de junho de 2017 08:01

muito bomt!

Escreva um feedback para o membro ...

Figura 12: Comunicagao registrada na plataforma GeoGebra

E importante que o estudante possa desenvolver a atividade de maneira autonoma,
manipulando os applets para perceber as invariancias, formular conjecturas e tentar
explicd-las. Todavia, o feedback do professor ¢ imprescindivel. Ele deve analisar as
respostas dos estudantes dentro da plataforma, buscando perceber se os estudantes de

fato compreenderam.

Caso os estudantes nao tenham acesso aos computadores ou a internet, o professor pode
projetar a atividade e ir debatendo com eles. Pode pedir para um estudante manipular os
applets e fazer as perguntas que estdo na atividade. Também pode ir alterando o seletor
“etapas” e perguntando para os estudantes o que eles acham que acontecerd na etapa

seguinte.

Consideracoes Finais

Os livros dindmicos de matematica precisam conter atividades com situagdes
problemas, exercicios e demonstragdes que possibilitem ao aluno, durante sua
manipulagdo, explorar e coordenar as diferentes representagdes de um objeto

matematico. H4 ainda outras caracteristicas que a tecnologia possibilita desenvolver
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nesse tipo de livro, tais como hiperlinks que articulam contetidos em diferentes paginas
do livro ou da web, os videos que podem ser inseridos nas paginas do livro dinamico,
sincronizagdo das atividades com a ferramenta grupo que possibilita ao professor
acompanhar a evolu¢dao das atividades realizadas pelos alunos e dar feedbacks ¢ a
possibilidade de compartilhamento do livro entre professores, podendo ser desenvolvido
colaborativamente. Também tem a possibilidade do professor poder copiar e editar uma
determinada atividade, adaptando ao contexto de sua pratica. Tais recursos

potencializam muito o livro.

No que diz respeito as limitacdes, hd ainda recursos técnicos que precisam ser
desenvolvidos para que possamos potencializar ainda mais o livro dindmico, em
especial no que diz respeito a tarefa realizada pelos alunos. Dentre elas destacamos o
fato de ndo ser possivel integrar o editor de textos e equacdes com o applet
disponibilizado na ferramenta livro. Dessa forma, o estudante ndo consegue integrar,
dinamicamente, um dado do applet no campo de resposta de uma pergunta. Destacamos
também o fato do recurso Grupo nao disponibilizar uma ferramenta para gerar notas.
Entretanto, sabemos que ha uma comunidade de técnicos, professores e pesquisadores
trabalhando na evolucdo da plataforma e esperamos que em breve muito mais recursos
estejam disponibilizados para que as atividades possam ser atualizadas e dessa forma
sofrer evolugdes, oriundas tanto da parte técnica como da utilizagdo pedagdgica que esta
sendo realizada em sala de aula. Algumas praticas utilizando um livro dindmico de
geometria foram feitas com estudantes do 1° semestre de um curso de licenciatura em
Matematica. Em uma andlise preliminar constatamos alguns indicios de contribuigdes,
sobretudo no que diz respeito a possibilidade de integracdo simultanea dos diferentes
registros de representacoes, atendendo as recomendagdes da Teoria dos Registros de
Representagdes Semidticas de Duval e possibilidades de produg¢do de materiais
didaticos que atendam as perspectivas da modalidade de Ensino Hibrido. Outras
praticas com um livro dindmico de Calculo foram realizadas com professores e alunos
do Ensino Superior. Os resultados dessas experimentagdes evidenciaram que uma das
potencialidades de se utilizarem os recursos do GeoGebra no Ensino e aprendizagem do

calculo ¢ possibilidade de visualizar, conjecturar, simular, testar situacdes problemas da
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matematica, articulando diferentes tipos de representagdes dos objetos matematicos

(SIPLE et al., 2016)

Acreditamos que as orientagdes e exemplos apresentados nesse artigo podem auxiliar o
trabalho de professores e pesquisadores que produzem materiais didaticos para o ensino
de Matematica. Além disso, estamos otimistas de que ele pode contribuir para o

aumento na producdo e qualidade de livros de matematica gratuitos.
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