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Resumo

Este texto discute alguns problemas encontrados pelo aluno no decorrer da aplicagao de regras
matematicas. A interpretacao de regras matemiticas depende do contexto em que cada regra
esta inserida, bem como dos significados que o aluno lhe atribui. Esses significados estao de
acordo com as analogias que o aluno faz com outras regras e dependem da sua imaginacdo e da
sua memoria. Os significados atribuidos a regra sao subjetivos, porém, eles devem concordar
com a lggica da matemdtica. Esse paradoxo inscreve o aluno num espaco de uma liberdade
limitada, pois a subjetividade do aluno confronta-se com a objetividade da matemdtica.
Interpretar uma regra e segui-la corretamente pressupde a sua leitura minuciosa, como
também a compreensio dos significados que estdo além dela. A analise da literatura sobre o
tema, em consonéncia com alguns registros de alunos em situacio de ensino/aprendizagem,
evidencia a necessidade de o professor estar atento as analogias que o aluno faz ao interpretar
regras e construir conceitos matematicos. O olhar do professor dirigido as manifestacdes do
aluno no processo de aplica¢ao de regras matemdticas propicia uma compreensao melhor
de alguns importantes obstdculos na construcdo desses conceitos.

Palavras-chave: regras matemiticas; conceito matemdtico; ressignificacio do conceito
matematico.

Abstract

This text discusses difficulties students encounter when applying mathematical vules. The interpretation
of mathematical rules depends on the context in which they are applied, as well as on the meanings the
student attributes to them. The attvibuted meanings are related to analogies the student dyaws with
other mathematical rules and depend on his imagination and memory. The meanings attributed to
mathematical rules are subjective; however, they must comply with mathematical logic. This paradox
puts the student in a situation of limited freedom, as the student’s subjectivity has to be reconciled
with the objectivity of mathematics. Interpreting and following a rule correctly presuppose an in-depth
reading of the rule, as well as an understanding of implications beyond the rule. In this review of the
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literature on the theme, we find grounds to agree with the experiences of students, and this shows the
need for teachers to take into account the analogies that students draw when interpreting rules and
constricting mathematical concepts. When working with students, the teacher must pay attention to
the obstacles students face in the construction of these concepts.

Keywords: Mathematical Rules; Mathematical concepts; Re-signification of the Mathematical
Concept.

Introducao

Este texto discute os problemas encontrados pelo aluno no decorrer
da aplicagio de regras matematicas sob a luz da filosofia da linguagem
de Wittgenstein. Ao analisar os problemas encontrados na linguagem,
o filésofo aborda, entre outros pontos, a necessidade que o sujeito sente
de criar regras e de obedecé-las. Na sua filosofia, os jogos de linguagem
apresentam as semelhancas entre jogos e linguagem, assim como o célculo
ressalta as semelhangas existentes entre linguagem e sistemas formais.
Assim, calculo, gramatica e jogos de linguagem se assemelham: todos
obedecem a regras. O sentido das palavras utilizadas em tais regras esta
no uso e também na maneira como esse uso se entrelaca com a nossa vida.
Conforme Wittgenstein (apud Silveira, 2008, p. 3), esses jogos consistem
de linguagem e, pelas atividades com as quais ela vem entrelagada, “uma
parte grita as palavras, a outra age de acordo com elas”.

A regra matematica, quando interpretada, possibilita a compreensao
do conceito que esta subjacente a regra. Construir um conceito é, dessa
forma, interpretar uma regra. Quando, por exemplo, o conceito da altura
de um tridngulo é construido, a regra “que seja 0 segmento que une perpen-
dicularmente um vértice ao lado oposto!” deve ser interpretada e obedecida.
Caso o “segmento de reta seja aquele que une um vértice do tridngulo ao
ponto médio do lado oposto a ele”, a regra nesse caso aplicada é outra, pois
a regra de altura de um tridangulo é uma e a regra de mediana de um tridn-
gulo é outra. A interpretacio da regra, além de envolver o conhecimento de
cada um de seus passos, exige a compreensao de seus “residuos” (Granger,
1974), ou seja, a leitura do que esta escrito além da regra.

O trabalho em questao tem o objetivo de auxiliar os professores
a entenderem por que, embora aparentem compreender os conceitos
matematicos, os alunos “erram” na aplicagio de regras que envolvem a
manipulagao desses conceitos. O trabalho trata de um tema de interesse
para o professor, discutindo os limites da aplicacdo de regras matematicas
por estudantes.
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A andlise de alguns registros de alunos buscard mostrar como
o aluno atribui significados durante o processo de aplicagao de regras
matemadticas. Esses registros foram coletados durante a minha pratica
docente com alunos da educagao basica, alunos do curso de licenciatura
em matematica e alunos de cursos de engenharias. Os “erros” dos alunos
que eu recolhi para fazer minhas anélises estdo em consondncia com os
relatados por Baruk (1985) e Gomez-Granell (2003). Essas autoras ndo
fazem a andlise dos “erros” com o mesmo enfoque que utilizo em mi-
nhas analises, porém os registros de alunos relatados por elas estdo em
consonancia com os registros que utilizo para fazer minhas analises. Os
exemplos de dificuldades dos alunos nas aplica¢des de regras matematicas
sdo organizados de maneira a serem tomados para detalhar o movimento
dos alunos no processo de significacio das regras. Os “erros” coletados
por essas autoras € os “erros” que tenho coletado durante pratica docente
apresentam semelhancas, apesar de ocorrerem em diferentes espacos de
aprendizagem.

A anilise das regras matemadticas e de suas aplicagdes busca en-
tender os motivos pelos quais os alunos tém dificuldades em construir
conceitos matematicos. Wittgenstein — que analisa os fundamentos da
matematica, como também a intervengao das regras gramaticais e das
regras matemdticas no uso da linguagem — dard suporte tedrico para essa
investigacdao da natureza e da aplicacao da regra. Essa teoria serd con-
frontada com os proprios registros dos alunos no processo de aplicacao de
regras matematicas. A regra muda conforme o contexto, na perspectiva
do aluno, mas, do ponto de vista légico, a regra é sempre a mesma. Esse
fato mostra ao professor que a regra que ele ensina pode ter um sentido
diferente para o aluno e a regra compreendida num contexto pode ser
compreendida diferentemente em outro contexto.

Regras matematicas

As regras matematicas estabelecidas pela humanidade no decorrer
do tempo, atualmente, servem de premissas a serem seguidas pela comu-
nidade escolar. Assim como essas regras, as regras sociais estabelecidas
pelo homem, como, por exemplo, as regras juridicas, podem, mas nao
devem ser burladas. As regras gramaticais também sao normas criadas
pelo homem para melhor integragdo e comunicacao social. Nesse sentido,
as regras matematicas seguem o mesmo critério de obediéncia: elas podem
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mas nao devem ser burladas. A regra é um acordo que prevé o desacordo.
Como a linguagem interior é uma versao da linguagem publica, o pro-
blema do acordo e do desacordo entre o sujeito e a regra ndo se encontra
na linguagem e sim em sua compreensao. Somos seres de linguagem e
nela produzimos sentidos. Esse fato abre a possibilidade da criagao de
novos sentidos e de novos conceitos. Bouveresse (1987), ao comentar a
for¢a da regra e a invencdo da necessidade de obediéncia a tais regras nas
obras de Wittgenstein, afirma que as proposi¢des matematicas sao regras
gramaticais independentes, elas ndo se engajam umas as outras, somos
nds que nos engajamos a elas. Segundo o autor, o resultado do célculo e
a demonstracdo sao novas regras que tém por base e sdo conseqiiéncia de
regras aceitas anteriormente. Nesse sentido, a regra é forte e impde ao
sujeito a necessidade de obedecé-la.

O homem cria regras matemadticas e, por meio dessas regras, surge
a necessidade de outras regras que obedecam ao automovimento da ma-
tematica: o movimento intrateérico. Por essa razdo, teéricos como Piaget,
Granger e Wittgenstein afirmam que a matematica tem uma estrutura que
lhe é prépria e autdnoma. Esse movimento que lhe é préprio faz com que,
por exemplo, os simbolos da linguagem matematica sobrevivam apenas a
experiéncia dos proprios simbolos (Granger, 1974). Essa autonomia radical
cria a possibilidade de uma previsao de resultados (Wittgenstein, 1987) que
serd imposta pela regra. O automovimento da matematica (Caveing, 2004)
é um movimento independente da vontade do sujeito, podendo até mesmo
ser confundido com o pensamento platdnico. O sujeito cria o conceito e esse
conceito vai obedecendo aos critérios tedricos da matemadtica. “Parece como
st bubiera ya un motivo de decision: y hay que inventarly todavia” (Wittgenstein,
1987, p. 224). Para Piaget, “cada nova relacio ou estrutura matemdtica se
caracteriza por sua necessidade tao logo é construida: essa ‘constru¢ao neces-
sdria’ suscita, pois, a questao de seu mecanismo constitutivo” (1983, p. 45).
Nesse contexto, o aluno pode experimentar o conceito e reconstrui-lo, ou
seja, ele experimenta a opera¢ao do calculo de multiplicacao, por exemplo,
porque o resultado jd estd previsto, mas ele é autor quando inventa a forma
de demonstrar o produto.

No processo de ensino e aprendizagem de defini¢bes matematicas,
com o intuito de conduzir 0 aluno na constru¢ao de conceitos, recorre-se
constantemente ao uso de teoremas e suas demonstracdes que seguem
regras matematicas. As definicoes envolvem conceitos matematicos e,
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segundo Panza & Salanskis (1995), os conceitos estdo cristalizados nas
definicoes! dos objetos. O objeto possui um predicado e, consequientemen-
te, pode ser definido e conceitualizado. Para Wittgenstein (1987), é na
demonstracao, ou seja, no nascimento da prova que surge a oportunidade
da criacio matemdtica. A demonstracdo produz novas conexdes € cria 0
conceito dessas conexoes, guia e dirige nossas experiéncias dentro de canais
determinados e mostra o sentido de uma proposi¢ao. O autor acrescenta
que calcular é um movimento entre os conceitos, em que a demonstra-
¢ao do célculo é um novo conceito e também a transicao para um juizo.
Caveing (2004) corroborando as idéias de Wittgenstein, afirmando que
a demonstracao nao resulta do conceito e sim da construcao de conceitos.
Dessa forma, percebe-se que as atividades desenvolvidas em sala de aula
envolvem conceitos matemdticos que representam regras interpretadas
conforme o contexto.

A sintaxe da lingua natural segue as regras gramaticais e a sintaxe
da lingua matemadtica segue as regras matematicas. Como a linguagem
matematica estd em simbiose com a linguagem natural, podemos dizer
que a sintaxe da lingua matematica também segue as regras gramaticais
que constituem as significaces das palavras e podem ser compreendidas
com diferentes sentidos. As regras matematicas precisam ser interpretadas
para que o texto escrito em linguagem matematica seja compreendido.
Essas regras podem aparecer de forma explicita, quando o enunciado
contém verbos, como, por exemplo, calcule, multiplique, fatore, etc. e
podem aparecer implicitamente, devendo ser interpretadas pelo leitor do
enunciado. Os procedimentos de aplicagao do algoritmo da multiplicacao
e da fatoracdo de expressdes algébricas envolvem diferentes regras. A
interpretacao da regra de fatoracao de expressoes algébricas, por exem-
plo, compreende o conceito de fatoragao. Nesse sentido, compreendo o
conceito matematico como uma regra interpretada.

As regras matematicas seguem as leis da l6gica e as regras do aluno
seguem a logica do préprio aluno. O aluno interpreta a regra de acordo
com as suas sensacoes subjetivas e a logica obedece a leis que pretendem
ser universais. Porém, é na demonstracao, ou seja, no nascimento da prova
que surge a oportunidade de criacio matematica. O professor precisa

1 “Do ponto de vista logico, definir significa determinar a ‘compreensdo’ que caracteriza
um conceito” (Japiasst e Marcondes, 1996, p. 64).
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conhecer como o aluno lida com as regras matematicas quando cria a sua
demonstrac¢ao e é por meio do didlogo que professor e aluno participam
do mesmo universo discursivo e entram em entendimento.

Processo de aplicacao de regras matematicas

A resolucdo de alguns problemas das ciéncias e das matemadticas
pressupde a aplicacdo de regras. O processo de aplicacao de regras ndo
¢ mecanico, pois é necessaria a interpretagdo. O conceito ¢ uma regra
interpretada e, segundo Wittgenstein (1987), é no uso que a regra ad-
quire sentido. O aluno interpreta a regra, projeta sentidos durante a sua
aplicacdo e a compreende. No movimento de fazer e refazer exercicios, o
aluno vai aprimorando essa interpretago e o conceito vai se modificando.
Por esse motivo podemos afirmar que o conceito estd em constante estado
de devir. Porém, em cada contexto, a regra pode adquirir um significado
diferente e o aluno, que deveria aplicar a mesma regra, aplica outra em
seu lugar.

Conforme o contexto, o aluno pode interagir com a regra mate-
mdtica de diferentes maneiras. Ele pode simplesmente aplicar a regra,
por exemplo, 2 + 3 X 6 = 2 + 18 = 20, o que demonstra que ele
intuiu corretamente a regra da ordem das operacdes. Caso contrario, ele
pode ndo seguir a regra, mas pensar que estd a seguindo corretamente
e resolver a operacao da seguinte forma: 2 + 3 X 6 =5 X 6 = 30. Se
ele nao percebe o erro, a ilusdo de estar seguindo corretamente a regra
permanece. Porém, ele pode também se enganar? e calcular da seguinte
forma: 2 + 3 X 6 = 2 + 18 = 22. Esse engano poderd ser reconhecido
e corrigido pelo préprio aluno. Em outro caso, ele pode aplicar a regra
(@+bY = a? + 2ab + b2, porém, num outro tempo, a regra passa a nio
ter mais sentido para ele, entdo, aplica outra regra: (a+b) = a*+b>.

Conforme Silveira (2005), existem casos em que o aluno pode seguir
uma regra e aprimorar seu conhecimento, ao aplicar devidamente a regra
de outros conceitos, ou seja, ao aplicar uma regra que estd aprendendo,
ele faz analogias com outras regras que estao em sua memoria. Aplicar

2 O “engano” cometido pelo aluno é similar aos lapsos e aos esquecimentos mencionados
por Rostand (1960), quando comenta os erros dos mateméticos durante o exercicio de
suas atividades. Assim como o aluno, o matemdtico, quando percebe o erro, corrige a
si proprio.
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devidamente a regra é intuir os seus passos e o caminho que deve seguir.
Por exemplo, um aluno do segmento do ensino médio, a9 fazer analogia
entre a constante de integracio “c” da fungio [xdx=>_+¢ e o termo
independente “¢” da fung@oy = ax? + ¢ (y + ax? + bx 2 ¢, b =0), ou
ao reconhecer a diferenca entre cos(3x)’ e (cos(3x)), compreende que
existe uma semelhanga sintatica e uma correspondéncia tedrica entre os
dois termos. Ele aplica um conhecimento aprendido em outro tempo e
aprimora o conceito.

As conexdes com outros conceitos se ddo com o auxilio da memoria.
O sujeito faz analogias, buscando na meméria conceitos ja estudados. O
aluno, porém, pode ndo seguir a regra corretamente, modificando-a e
causando prejuizo ao conceito idealizado pela exigéncia tedrica ao fazer
conexdes com outros Conceitos.

Como é 0 caso de um aluno do curso de licenciatura em matematica,
que disse: “professora, eu resolvi a equagdo |2x 3| = x +1e encontrei x = 4

25 « . = y
ex = Z”; 0 que estava correto, “se eu colocar (na verificacao) 4 dé certo

2 / N . = on
e = ndo dé certo. Pode pdr s6 um elemento no conjunto solu¢ao?”. Na
3

sua resposta, estava S = { }, e a resposta deveria ser S = {4}. O que leva

o aluno a pensar dessa forma? Todo o seu raciocinio estava correto, mas
escreve a resposta errada. E provével que o seu conceito de equacdo mo-
dular admita como conjunto solugéo a verificagao para os dois resultados
encontrados. Aplica a regra corretamente até o momento de encontrar
as rafzes, porém cria uma nova regra para encontrar o conjunto solucio.
A regra foi criada a partir do que ele viu e do que ele experienciou com
o estudo da equacdao modular. A sua regra, provavelmente, deve ser: “os
dois elementos que verificaram a equagao modular participam do conjunto
solucdo, caso contrario, o conjunto solugdo é vazio, portanto, o conjunto
solugdo nao pode ter apenas um elemento”.

Existe diferenca entre seguir de fato a regra, querer seguir a regra
e pensar que esta seguindo corretamente ou, ainda, n@o se interessar por
ela. Querer seguir a regra ja é o inicio do caminho. A invencio de regras
apresenta uma légica prépria, como o registro do aluno de segmento de 5*
a8%série: -3 X _X_3 Osjnal negativo tem valor somente para o
2 4 2 4 4
primeiro termo da segunda fragdo, pois ele ndo ‘vé&” que o sinal negativo

¢ para toda a fragao xT_3 Ele interpreta de acordo com o que percebe
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por meio da visdo. A distribui¢ao do sinal %— H= i que

x) (-3 x x 3
4

esta subentendido, ele nao consegue perceber.

E na linguagem escrita que se cristalizam os atos intencionais do
.. . . ‘o ~ x-=3 x 3
sujeito (o sinal negativo implicito para as duas fraces: — == =_Z42),
4 4 4
Porém, outro sujeito em contato com essa linguagem devera reconhecer

esses atos do sujeito que a escreveu.

Outro exemplo comum? de criacdo de regras pelo aluno é na ex-

5 +1 . SURT , . .
pressao _G#D que, ap6s os alunos da disciplina de célculo diferencial
x+D(x-1
e integral durante o processo de integragao ou derivagao de uma funcao,
ao se depararem com uma expressao algébrica desse tipo, simplificam e

igualam a x -1. Como ele nao vé nenhum elemento no numerador apés

a simplificagdo por x + 1, ele vé a fragdo como ——, com um vazio no
1
numerador, mas que deveria ser ——. “Simplificax + 1 com x + 17 ¢,
x—1
no lugar do numerador, fica um vazio. Assim, o termo que estd no de-
nominador pode ocupar esse espaco vazio do numerador, e ele cria outra
regra. O aluno, com a inten¢ao de simplificar a fracdo, depara-se com a
“auséncia? do numerador”. Como essa “auséncia” o perturba, ele coloca o
denominador na posi¢ao do numerador e acaba modificando o conceito.

Conforme Silveira (2005), o conceito deve ser considerado antes e
depois da interpretacao do aluno. O aluno descobre as propriedades do
objeto e constrdi o seu conceito como um processo de reorganizacio e
reconstrugao por atos intencionais. As agoes e/ou visdes do objeto gra-
dativamente definem o conceito que, antes da interpretacao do aluno,
é considerado como o conceito que o professor pretende fazer o aluno
construir ou um ja construido pelo aluno em outro tempo. Depois da
interpretacao do aluno, o conceito é considerado interpretado ou rein-
terpretado pelo aluno.

3 Exemplos como esses também sdo citados por Stella Baruk (1985, 1996) e por Cipra
(1985).

4 Lizcano (1993) mostra a dificuldade da episteme grega em lidar com a auséncia (o
Z€r0).
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O processo de seguir a regra é imprevisto e depende do contexto.
O erro do exemplo do aluno citado por Stela Baruk (1985), que diz ser
R—{} o dominio da funcio y = x — 3, acontece, como explica a autora,

. . x=3 .
porque ele considerou y igual a =—2 e como o denominador deve ser
diferente de zero, em sua interpretagdo, 1 serd diferente de zero, assim,
o dominio da fungao é R—{1}.
E uma verdade dizer que um ¢ diferente de zero, mas nao é isso
que estd sendo questionado, e sim os valores que a variavel x pode assumir

para a func¢aoy = x - 3. O aluno faz analogia com y :% onde “b” deve

ser diferente de zero, e 0 dominio da funcio sera ®—{0}. A interpretacio
da sua regra estd correta, mas nio responde ao que lhe foi questionado.
Ele produz um sentido correto em um contexto no qual o seu sentido nao
faz sentido (conforme as exigéncias da matematica). O dominio de uma
fun¢ao demanda pelos valores que a varidvel x pode assumir para funcao
y e ndo sobre as condicdes de existéncia do denominador da fungao.

A regra diz: “caso a variavel esteja no denominador, devemos
considerar que o denominador ndo pode ser igual a zero”. Esse aluno
considerou que o denominador deve ser diferente de zero, mas nao
levou em consideracdo a varidvel. O denominador nao tinha varidvel,
assim, nao teve sentido apenas constatar que o denominador era dife-
rente de zero. Ele néo intuiu o sentido correto da regra. Ele interpretou
a regra de forma incorreta, porém, com certa coeréncia, mas acabou
modificando o seu sentido. Constatar que o denominador é diferente
de zero e considerar que a varidvel que estd na expressao algébrica do
denominador deve excluir os valores que a igualam a zero sdao duas
regras diferentes. A regra nao diz o que o aluno deve fazer quando
ndo tem expressao algébrica no denominador e esse fato representa
um residuo dessa regra, ou seja, o que estd implicito na regra, mas
ndo esta dito — o que estd além da regra. A regra para relagdes que
ndo apresentam expressao algébrica no denominador é outra, mas o
aluno demonstra néo saber isso.

O dominio de uma fun¢do deve mostrar os valores que ela pode
assumir, assim, ele deve excluir uma possivel divisao por zero. Quando
o aluno diz que a func¢do pode assumir todos os valores excluindo o0 um,
é provavel que tenha construido sua regra desta forma ‘R — {o valor do
denominador}’, mas que representa uma versao da regra ‘R — {a(s) raiz(es)
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da equacio que esta no denominador}. Ao projetar outro sentido para a
regra, ocorre uma transformacio dessa regra.

O aluno conecta a funcdo y = x — 3 com outras funcdes que ele
estudou em outro tempo. E possivel que outra fungao tivesse como do-
minio R—{0} ou R—{l}. Ele faz analogias entre essas funcdes e projeta

sentido. A fungdo y = *~2 tem como dominio R - {0}, porque x deve ser

diferente de zero, jd a fungdo y = LJrf tem como dominio R — {1} porque x

— 1 deve ser diferente de zero. Na fungao y = x — 3, o aluno transforma
para y= *=3 ¢ conclui que 1 é diferente de zero, assim, o dominio que
1

ele estabelece para a funcdo é R—{l}.

As conexdes das fungdes que ele teve como experiéncia num outro
tempo e as semelhancas sintaticas que percebe entre elas sao elementos que
participam na formagao de seu conceito do dominio de uma fungao.

O conceito trabalhado em sala de aula nao é mais o mesmo, é
outro. Este novo conceito é forjado pelas conexdes conceituais que estao
de acordo com a imaginacio e com a memoria do aluno (Silveira, 2005).
O aluno descobre as relagdes dos objetos, inventa e constréi os conceitos
por meio de atos intencionais que se manifestam na escrita.

O sujeito faz analogias, porém, ndo transpde conhecimentos, nao
generaliza automaticamente, justamente porque nao existe generalizagao
espontanea. A relagdao entre um conhecimento e suas aplicagdes estd a
mercé de fatos contingentes. No processo de aplica¢ao da regra, o aluno
depara-se com contextos diferentes e a regra, que deveria ser a mesma,
passa por transformacoes e é modificada.

Segundo Glock (1998), o imperativo “seguir a regra”, de
Wittgenstein, é um processo mecinico, intuitivo, platdnico (idealizado,
ou seja, o caminho para seguir a regra ja esta previsto) e hermenéutico
(que ¢é a interpretagao da regra). O processo é mecanico no sentido de
bastar seguir seus passos; intuitivo no sentido de dever ser representado
N0 espaco e no tempo (comegamos num tempo e num lugar e termina-
mos em outro); platdnico no sentido de determinag¢ao de sua finalidade,
e hermenéutico no sentido de a regra possuir um significado.

5 A regra aqui considerada é a que determina uma resposta a cada passo, como, por
exemplo, y = 2x.
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O estudante segue a regra corretamente, mas, durante sua aplica-
¢do, depara-se com uma rede conceitual que pode impedir a aplicagao dos
diferentes passos da regra. E por esse motivo que os alunos, constantemen-
te, argumentam que nao foram bem nas verificacdes, porque “caiu” na
prova justamente “o que eu nao tinha estudado”. Um aluno da disciplina
de calculo diferencial e integral me disse: “eu estudei as mais dificeis” e
na prova “as mais faceis, eu nao sabia fazer”, referindo-se ao calculo de
derivadas de fungdes algébricas por definicdo. Ora, se ele estudou as mais
dificeis, a principio, deveria saber as mais faceis. Porém, ele “treinou” as
mais dificeis, mas n@o intuiu o sentido correto da regra, caso contrario,
teoricamente, saberia resolver as “faceis” e as “dificeis”.

Para Wittgenstein (1987), é necessario pretender (querer) seguir a
regra. E uma intencionalidade virtual. A regra é interpretada corretamente
se o sujeito tiver a intui¢ao correta da regra. Segundo o autor, a regra, o
calculo, a gramdtica e o jogo tém o mesmo significado. Quem participa
do jogo tem que seguir suas regras, interpretando-as e seguindo as ordens
da necessidade conceitual.

Se 0 aluno sabia derivar a funcdao f(x)=x"+3x—-1, por exemplo,
a mesma regra ele deveria aplicar para uma funcao do tipoy = 2x + 3
que, ao contrario da primeira funcdo, ndo precisaria desenvolver o pro-
duto notavel (x+Ax) . Porém, é justamente ai que reside o problema,
ele “treinou” para resolver as derivadas, tendo que desenvolver produtos
notaveis, mas, quando surge uma fun¢do mais simples, ele nao sabe. Ou
seja, ele ndo generalizou, ndo intuiu corretamente o sentido da regra. A
aplicacao correta da regra exige uma série de procedimentos que devem
ser interpretados. O aluno decora os procedimentos sem levar em consi-
deragéo o sentido deles.

Se o estudante diz que “sabe fazer as mais dificeis e as mais faceis,
nao”, é porque ele sabe aplicar todos os passos da regra para uma funcdo
de grau dois; para uma funcio de grau um, ele nio sabe. Na perspectiva
do aluno, muda o contexto, muda o conceito.

Baruk (1985) conta em seu texto que um aluno dizia saber resolver
equacdes, porém, ante a equagao 13x — 5 = 3x, ele diz nao saber resol-
vé-la, mas sabia resolver 13x — 5 = 3x + 2. E possivel que ele tivesse
decorado os passos de resolugao desse tipo de equacgdo, mas nao havia
intuido o sentido da regra de resolver uma equacio do primeiro grau.
Talvez em 13x — 5 = 3x + 2 ele junte os termos semelhantes 13x com

Educ. Mat. Pesqui., Sao Paulo, v. 10, n. 1, pp. 93-113, 2008 103



Marisa Rosani Abren da Silveira

3x e 2 com — 5, porém, na equagao 13x —5 = 3x, junta 13x com 3x e —5
nao tenha com o que juntar. Assim, em sua perspectiva, a regra muda e
ele nao sabe mais resolver.

A regra segue procedimentos que apresentam sentido. Devo pro-
ceder de tal e tal forma, porque meu objetivo é encontrar alguma coisa. Assim, o
procedimento tem sentido. O aluno mecaniza o procedimento sem dar
sentido. Nao intuir o sentido da regra é nao reconhecer que ela ¢ tnica,
nao muda, é sempre a mesma. Os passos sao iguais em qualquer circuns-
tancia. O aluno nao se pergunta como deve fazer e sim o que deve fazer.
Isso acontece porque ele fixa seu reconhecimento da regra num contexto
determinado.

O aluno pode muito bem construir um conceito num determinado
momento e, em outro, modifica-lo. No processo de ensino e aprendizagem
da trigonometria do segmento do ensino médio, o aluno pode medir o
lado oposto e a hipotenusa de diferentes tridngulos retingulos formados
por um mesmo dngulo e concluir que essa razdo é sempre a mesma. O
professor dird que essa razao constante chama-se seno de um 4ngulo.
O professor mostra e explicita a regra do calculo do seno de um angulo
percebida e criada pelo aluno. Porém, mais tarde, o aluno pode aplicar
essa mesma regra em um tridangulo obtusangulo, por exemplo. As razdes
trigonométricas num tridngulo retdngulo, para o aluno, derivam em ra-
z0es trigonométricas num tridngulo. Nesse caso, ele modifica o conceito
de seno de um angulo.

A capacidade reflexiva do aluno ndo atinge a amplitude necessaria
para perceber em que casos a regra das razdes trigonométricas deve ser

a+b b

aplicada. Stella Baruk® (1985) cita a famosa simplificagao de === em =
a+c c

que também tive a oportunidade de constatar com alunos de diferentes

= 1 ab .
segmentos da educacdo basica. Ora, o aluno aprende que == é igual a
ac

b 4. TP o .
=, dai decorre a justificativa da simplificacdo. Para fazer o aluno refletir
c

sobre tal simplificacdo incorreta, como menciona Baruk, o professor pode
10_4+6_6_ 6. O aluno vai concordar entao
5 441 1

que nao pode simplificar a fra¢ao dessa forma, porém, em outro tempo, ao

ilustrar com a situagao 2 =

6 Os erros dos alunos franceses que a autora expde sdo similares aos erros de alunos
brasileiros.
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cosx+3 cosx

, talvez ele diga’ que essa fracdo é igual a
cosy+3 cosy
Ele cria regras conforme o contexto.

se deparar com

Baruk (1985, p. 338) mostra um exemplo de “légica da magia”
do calculo: 743 _0*)+@E+5) 18 g exemplo fornece elementos
4 3 4+3 7

para que nés (professores) possamos perceber o quanto sao obscuras, para
o aluno, certas regras matematicas. Assim como em sua concepgao tudo
parece tao vago e sem sentido que ele pode também produzir regras que
nao tenham sentido.

Obedecendo a regra da adigao de fracoes, a operacdo deveria ser

7 5 3XT7+4x%5
calculada como £ 42 =222~
4 4%x3

4 e5 eainda4 e 3 deveriam ser multiplicados, mas 0 aluno soma. Como
ele ndo vé sentido em multiplicar esses nimeros, jd que se trata de uma
adico, entdo ele muda a regra e soma, ao invés de multiplicar.

, porém, podemos perceber que 3 e 7,

No mesmo sentido, Baruk (1996, p. 322) fornece outro registro
que serve para ilustrar a logica de outro aluno: “10 + 3 = 4; 10 + 7 =
8; 11 + 10 = 11”. Percebe-se nesses registros que o aluno toma o valor
absoluto de zero, desconsiderando o seu valor relativo. Logo, a adicdo
10 + 3 corresponde a “um mais trés”, ja que o zero representa “nada”.
A regra que diz que devemos adicionar as unidades, as dezenas e assim
sucessivamente, é modificada pelo aluno. A regra desse aluno tem uma
légica prépria, mas que ndo coincide com a légica matematica.

Assim como esta, existem outras regras que o aluno cria. Esse fato
acontece porque ele nao consegue ler e compreender o que estd além da

regra, assim, transforma a regra e cria outra em seu lugar. Por exemplo,
ele sabe que 2 + 3 = 5, e desse pressuposto conclui que Tl 1e
2 3 5

V2 ++3=4/5, como cita Baruk e que eu percebi durante a minha pratica
docente na educacdo bdsica. Ele faz analogias e essas analogias derivam
em erro. Ele estabelece critérios para fazer seus julgamentos por meio do
que percebe e do que vé.

Para ilustrar essa problemdtica, trago a narrativa de um aluno
estagiario do curso de licenciatura em matemadtica que observava a aula

7 Fato percebido com alunos do ensino superior.
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de uma professora do segmento de séries iniciais. A professora pergunta
ao seu aluno: “meia laranja mais meia laranja é uma laranja inteira?”. O
aluno lhe responde: “Nao professora porque quando cortamos a laranja,
cai um caldinho”. O aluno estd equivocado? Nao, na sua logica, ele esta
correto, principalmente se a laranja estiver bem madura. Porém, esse
aluno estd errado do ponto de vista da légica da matematica. Esse fato
nos aponta para os problemas de interpretacao de uma regra matematica.
Nesse sentido, Gémez-Granell (2003, p. 263) nos oferece outro exemplo
dessa problematica.

Tomemos, por exemplo, a expressao (a.b) = (b.a), que se refere a
lei da comutatividade da multiplica¢do. Se transitamos no nivel
algébrico ou no nivel numérico (4 x5 = 5x4;3x6 = 6x 3,
etc.) a regra se confirma. No entanto, se nos determos numa
situagdo especifica, com um determinado significado semantico,
a regra deixa de ser cumprida: a expressdao “4 caramelos custam
6 pesetas cada um” nao é equivalente a expressdao “6 caramelos
custam 4 pesetas cada um”.

Esses fatos nos mostram que a leitura de uma regra matematica
possibilita diferentes interpretagdes, pois a regra estd associada as analogias
que o aluno faz com outras regras vista no passado e que interferem na
forma de perceber e imaginar o objeto do conceito que estd implicito na
regra. A mesma autora (p. 266) nos fornece outro exemplo:

Outro erro tipico consiste, por exemplo, em somar quantidades
sem considerar o procedimento de “vai um”:
24

+48

612
E evidente que qualquer aluno de oito anos sabe, de cabeca, que
o resultado de 24 + 48 nao pode ser 612. No entanto, sem se
ater ao significado, ele respeita a aplicagao do procedimento que
domina — somar sem utilizar a técnica do “vai um” — e o aplica
fazendo a extrapolacdo ou supervaloriza¢ao de uma regra.

Na perspectiva do aluno, muda o contexto, muda o conceito. O
conceito no cotidiano é um e em linguagem formalizada é outro. Porém,
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o aluno pode continuar seguindo uma mesma regra que tem o habito de
aplicar num contexto em que ela nao se aplica.

Caveing (2004, p. 15) afirma que o sujeito apenas pode experi-
mentar 0 conceito porque nao é produto seu, pois o conceito, nascido
de outros conceitos, engendra outros. O filésofo leva em consideracio
o automovimento da matemadtica, que é o movimento intratedrico da
matematica e explica as exigéncias conceituais.

O aluno cria novos conceitos a partir de conceitos ja construidos,
mas que devem obedecer as necessidades conceituais. Ele tem liberdade
para criar conceitos, mas essa liberdade é limitada pelo automovimento
da matemdtica.

Wittgenstein (1987), em diversos momentos de seu texto, deixa
pistas desses novos conceitos que sdo produzidos a partir de um deter-
minado conceito.

Como muestra alguien que comprende una proposicion matematica?
Aplicandola, por ejemplo. Y no lo muestra también demonstrandola?
Quiero decir: la demonstracidn me muestra una nueva conexiin, por ello
me proporciona también un nuevo concepto. (p. 248)

Implicaria matemdtica que la gente, por ejemplo, examinanara el movi-
miento de los cuerpos con el fin de saber si su trayecto puede representarse
mediante la construccion de una elipse con una cuerda y dos clavos?
Habria ejercitado la matemdtica quien hubiera inventado este tipo de
examen? Ciertamente ha creado un nuevo concepto. (...) Estd claro: quien
nos enseiia la ecuacion de una elipse nos enseiia un concepto nuevo. Pero
quien nos demuestra que esa elipse y esa vecta en ese punto, él también nos
proporciona un nuevo concepto. (p. 348)

Para mostrar ao aluno como aplicamos uma regra, analisamos a
pergunta a ser respondida e a forma pela qual se encontra a incégnita,
colhemos os dados do problema, dizemos qual o objetivo do primeiro
passo da regra e seguimos a regra fazendo transformagoes légicas com as
sentencas matematicas. Explicamos todos os passos da regra a medida
que descrevemos nossos atos no quadro.

A pergunta do problema é, muitas vezes, desconsiderada por
alguns alunos. Quando resolve uma equagio utilizando a férmula de
Bhaskara, eles ndo se questionam se a equagdo a ser resolvida estd na forma
ax? + bx + ¢ = 0, ou quando aplica o teorema de Pitdgoras eles n2o se
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perguntam se o tridngulo a ser resolvido é um tridngulo retdngulo. Esses
exemplos demonstram que esses alunos aplicam procedimentos de reso-
lucao sem se dar conta de que os mesmos servem para responder outra
pergunta e nao a pergunta que lhe foi feita.

Certa vez, um aluno do curso de engenharia mecanica, mostrando
seu caderno, me disse: “Olha se eu compreendi bem”. Em seu caderno
havia uma funcao matemdtica escrita, e de cada termo da fungio safa
uma flecha com uma explicagao. Ele havia dado sentido ao conceito da
fungdo com as palavras de seu vocabuldrio e queria que eu verificasse se a
sua explicagdo coincidia com a minha. Isso mostra que o aluno precisou
explicitar por meio da escrita em seu caderno como ele vé e compreende
o tal conceito. As flechas ligavam cada elemento da fungao com os respec-
tivos significados, bem como as agdes que deveriam ser executadas, caso
fosse necessario fazer o grafico da funcdo. Esse texto escrito pelo aluno
representa a definicao da fung¢ao construida por ele.

Para que o aluno possa saber se estd seguindo corretamente uma
regra e ndo outra, ele precisa da avaliacdo do professor, que emitird seu
julgamento. Caso a regra do aluno nao esteja de acordo com a regra
matematica, o professor precisa compreender a 16gica do aluno, para lhe
mostrar onde sua regra é falha. A regra surge do acordo e o aluno sabe
que ndo pode transgredi-la.

A regra é publica, ou seja, nao existe uma regra privada, pois o
sujeito precisa de outro para legitimé-la. Habermas (1990, p. 117), ao
comentar o processo de seguir a regra de Wittgenstein, afirma:

Seguir uma regra significa observar, em todo o caso, a mesma
regra — o significado de uma regra estd entrelacado “da mesma
maneira” com o uso da palavra. A ndo pode estar seguro de estar
seguindo realmente uma regra, se nao houver uma situagao na
qual ele possa submeter o seu comportamento ao juizo de um
critico B, o qual néo esteja em condicdes de constatar desvios em
relagdo a regra. O significado idéntico e a validez de uma regra
dependem conceitualmente uma da outra.

Para ilustrar a falta de correspondéncia da explicagao do pro-
fessor e da compreensao do aluno, trago um problema recorrente em
sala de aula. Para isolar x na equagio x + 2 = 4, diz-se que 2 estd
somando x, entdo ele devera passar para o outro lado da igualdade
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diminuindo de 4, assim como na equacao x — 3 = 5 diz-se que 3 pas-
sard para o outro lado da igualdade somando 5. Costumava-se resumir
esse procedimento com a regra “trocar o sinal”. Assim, na equacdo
4x = 8, 4 deveria passar dividindo por 8, porém, os alunos continuavam
aplicando a regra “trocar o sinal” e a equagao se transformava em x =
8 —4.

Os professores se deram conta de que seria melhor os alunos
aprenderem as operagdes de nimeros inteiros, bem como as equagdes de
primeiro grau utilizando material concreto e com aplicacdo prética no
cotidiano do aluno — inclusive eu mesma adotei essa nova estratégia no
periodo em que lecionava para a 6* série da educagdo bésica. O surpre-
endente é que as duas alternativas de solugdo resolviam o problema em
parte, pois bastava uma pequena mudanca, como, por exemplo, pedir que

resolvessem o calculo 2 — 5 — 3 + 7, ou uma equagao do tipo %H =5

que a situagao ja se complicava. Conseguia-se éxito no sentido de que o
aluno nao reproduzisse mais uma regra inadequada e, quando se falava
na tal regra, enfatizava-se que um termo, ao passar de um lado a outro
da igualdade, trocava de operagao e nao de sinal.

Em outra situacdo, os nameros positivos podem ser representados
por palitinhos vermelhos, e os nimeros negativos por palitinhos azuis,
assim, temos 9 palitinhos vermelhos e 8 azuis. Oito palitinhos vermelhos se
compensam com 8 azuis e sobra 1 vermelho. Logo, 2 -5 —3 + 7 é igual
a 1. Foi assim que aprendi a ensinar a adicao de ndmeros inteiros num
dos congressos de educacio matematica. Na pritica, essa situagdao ima-
gindria com os palitinhos que se compensam é uma regra. E facil admitir
que 9 — 8 = 1, porém 8 — 9 é mais complexo. Pago 8 e fico devendo 1
ou compenso 8 palitinhos vermelhos e 8 azuis e fico com um palitinho
azul. E se dissermos ao aluno que 8 -9 = 8 —8 — 1 éigual a — 1, ndo
parece tao evidente quanto a regra do “tenho e devo” ou dos “palitinhos
vermelhos e dos palitinhos azuis”?

O que quero salientar é que todos os diferentes procedimentos
de ensinar nao deixam de ser regras e sao interpretadas pelo aluno. Os
professores ditos “construtivistas” optariam pela regra do “tenho e devo”
ou dos “palitinhos vermelhos e dos palitinhos azuis”. Essas servem para
ilustrar a formalizagao, mas nao sao garantias da aprendizagem do aluno.
Os professores ditos “tradicionais” ndo desenvolveriam essas etapas com
essas regras e iriam direto ao algoritmo. O sentido que o aluno dard a regra
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nao estd previsto pelo professor, o que o professor pode prever é se a regra
tem sentido. Tem sentido ensinar com palitinhos vermelhos e azuis? O
aluno sera captado pela idéia da compensagao de # palitinhos vermelhos
e de » palitinhos azuis? Caso a regra tenha sentido para o aluno, outra
pergunta é pertinente: o aluno saberd transpor a regra dos palitinhos para
a operagao formalizada sem dispor de palitinhos?

Quando a regra dos palitinhos ¢é livrada dos palitinhos, comeca o
processo de abstragdao da regra. Esse processo, muitas vezes, nao atinge
seu objetivo justamente porque o contexto de contar palitinhos e com-
pensar palitinhos vermelhos e azuis € diferente do contexto de lidar com
a escrita matematica.

No célculo 2 -5 —3 + 7, o aluno junta os palitinhos azuis (- 5 e
- 3) e obtém 8, junta os palitinhos vermelhos (2 e 7) e obtém 9, compensa
todos os palitinhos possiveis, 8 azuis e 8 vermelhos e percebe que sobra 1
vermelho. Esse 1 representa a cristalizacao dos atos intencionais do aluno: o
ato de juntar os palitinhos de mesma cor, o ato de compensa-los e o ato de
perceber a quantidade de palitinhos que sobram apds a compensacio.

O aluno que faz a pritica mencionada acima pode ter dificuldades

em resolver, por exemplo, o cdlculo == _ = +-, que tem 0 mesmo signi-
3 4 3

ficado do calculo anterior, porém, com nimeros fraciondrios, justamente
porque o contexto nao é o0 mesmo, e o conceito de “juntar, compensar e
perceber o que sobra” ja nao tem mais sentido. Na perspectiva do aluno,
as regras mudam conforme o contexto.

Esse fato é percebido durante a aplicacdo de regras pelos alunos.
Para continuar ilustrando, trago outro exemplo: na aplicagdo de uma
prova sobre logaritmos, um aluno do segmento de ensino médio de-

monstrou saber que log ab = log a + log b, mas, ao ter que resolver a
2

questao: se loga = 0,logb = - 1 elog ¢ = 1, calcule 10g%, escreveu
(loga.logh) —logc . Assim, percebe-se que ele admite que log ab = log a +
log b, porém para log ab?, que ele deveria aplicar a mesma regra, ele cria
outra. Novamente, podemos verificar que, na perspectiva do aluno, se o
contexto muda, a regra também muda.

O aluno nao vé semelhanca entre as duas expressoes algébricas e
nao percebe que, nas duas, existe o logaritmo de um produto. Na primei-
ra, o produto de ‘a’ por ‘b’ e, na segunda, de ‘a’ por ‘b*’. Para resolver o
problema, ele cria outra regra que faz sentido para ele.
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O sentido de uma regra é um conceito interpretado e depende do
contexto em que ele estd inserido. A acdo de atribuir sentido ao objeto e
elaborar o seu conceito depende da experiéncia do sujeito com o objeto,
mas ai reside um obstaculo, pois nem sempre o sentido estard de acor-
do com a légica matematica. Para Granger (1974), é na relagao de um
conceito e suas significacdes que podem ser percebidos os obstdculos que
impedem o movimento desta acio.

Consideracoées finais

Os algoritmos na matematica sao necessarios, pois eles representam
uma economia de pensamento e é inegavel a importancia da construgao
de conceitos para a autonomia intelectual do aluno. Porém, ndo se pode
negar que os algoritmos e as regras matemadticas representam um au-
tomatismo quase imprescindivel, pois, em alguns casos, é fundamental
a utilizacao de um método que abrevie um procedimento longo, como
as regras de integracdo e derivacdo de funcoes algébricas e até mesmo o
préprio algoritmo da multiplicacdo. Sem ele, por exemplo, seria penoso
resolver o produto entre 678 e 36.

Para que a regra tenha sentido para o aluno, é preciso que ele cons-
trua o conceito que esta subjacente a regra. O sentido da regra é adquirido
no uso e em diferentes contextos. Na perspectiva do aluno, a regra nio
se atualiza automaticamente nos contextos, justamente porque, com a
mudanga de contexto, hd mudanca de conceito e, conseqientemente,
mudanga de regras. Esse fato acontece porque o aluno nao compreende
bem a linguagem matematica, ou seja, ele tem dificuldades para ler uma
sentenca matematica e interpretar o que estd escrito além da sentenga.
Os aspectos sintdticos nao sao compreendidos e, em decorréncia desse
fato, os aspectos semanticos perdem o sentido. A semantica e a sintatica
que deveriam se completar, se distanciam uma da outra. O texto pode
ja estar escrito em linguagem natural ndo necessitando de traducao, mas
contém conceitos matematicos subjacentes nas palavras dessa lingua-
gem. Esse texto pressupde uma formalizacio em lingua matemdtica e a
estrutura sintdtica dessa lingua segue regras que pressupdem conceitos
matematicos.

Saber seguir uma regra é uma capacidade técnica, porém, a regra
nao é mecanica, porque ela nao contém todos os casos de sua aplicacio.
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Esses se encontram dentro da gramatica da nossa linguagem. A regra ndo
é apreendida de uma sé vez, ela surge de uma pratica constante.

A regra tera sentido se ela for interpretada de acordo com as exi-
géncias conceituais da matematica e, para que isso ocorra, é necessario
que o professor e o aluno entrem no mesmo universo discursivo. O pro-
fessor, convidando o aluno para participar do ritual da aplicacao da regra,
podera conhecer, por meio do didlogo, os sentidos que o aluno atribui a
regra matematica. Para Wittgenstein (1987), a regra é imperativa (que
seja assim!), mas ela ndo nos diz todos os casos que devemos aplica-la.
Os nao ditos da regra, ou seja, os seus residuos, podem ser interpretados
no processo de provas e refutacdes que nascem dos jogos de linguagem
entre professor e alunos. O sentido das palavras utilizadas pelo professor
e pelos alunos no processo de aplicagao de regras matematicas esta de
acordo com 0 uso e com a forma como esse uso se entrelaga com a rede
conceitual do aluno.
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