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Resumen

En este trabajo se argumenta primero que el analisis de libros de texto ha de ser una de
las competencias contemplada en la formacién de profesores. A continuacion, se ilustra
el andlisis de textos matemdticos que resulta de la utilizacién del constructo configuracion
epistémica. Por Gltimo, se pone de manifiesto la dialéctica que se produce entre los dos
tipos bésicos de configuraciones epistémicas: las formales (o intra matemdticas) y las
empiricas (0 extra matematicas).
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Resumo

Neste trabalho, argumenta-se, primeiro, que a andlise de livros de textos matematicos deve ser uma
das competéncias contempladas na formagio de professores. Em continuidade, ilustra-se a andlise
de textos matemdticos que resulta da utilizagio do construto configuragio epistémica. Por iiltimo
ressalta-se a dialética que se produz entre os tipos basicos de configuragies epistémicas: as formais
(ou intramatemdticas) e as empiricas (ou extramatemdticas).

Palavras-chave: livros diditicos; formagao de professores; configuragao epistémica.

Abstract

In this work, we argue, first, that the analysis of mathematical texthooks should be one of the com-
petences approached in teacher education. Then, we show an analysis of mathematical texts which
results from the use of the epistemic configuration construct. Finally, we emphasise the dialectics that
is produced between the basic kinds of epistemic configurations: the formal (or intra-mathematics)
ones and the empirical (or extra-mathematic) ones.
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Introduccion

Como afirman Hiebert, Morris y Glass (2003), un problema persis-
tente en educacién matemdtica es como disefiar programas de formacién
que influyan sobre la naturaleza y calidad de la practica de los profesores.
La ausencia de efectos significativos de los programas de formacién de
profesores en dicha préctica se puede explicar, en parte, “por la falta de
un conocimiento base ampliamente compartido sobre la ensefanza y la
formacién de profesores” (p. 201). El saber didactico que progresivamente
va produciendo la investigacion en educacién matematica queda reflejado
en diversas fuentes dispersas y heterogéneas (revistas, monografias de in-
vestigacion, etc.), pero de manera mds accesible a los profesores se refleja en
los libros de texto escolares. Los manuales escolares constituyen la fuente
inmediata donde se acumula la experiencia practica de los profesores, y
en cierta medida, los resultados de la investigacién. En consecuencia, el
analisis critico de los textos escolares, la evaluacién de su pertinencia,
idoneidad, adecuacién, etc. debe ser un componente importante en los
programas de formacién de profesores de matematicas. “La preparacion
de programas de formacién puede ser mds efectiva centrandola en ayu-
dar a los estudiantes a que adquieran las herramientas que necesitaran
para aprender a ensefar, en lugar de competencias acabadas sobre una
ensenanza efectiva” (Hiebert, Morris y Glass, 2003, p. 202). Pensamos
que entre estas herramientas deben figurar los criterios para analizar la
propia practica docente y las lecciones de los textos escolares como fuente
proxima para el disefio de unidades didécticas.

En el curriculum de algunos paises los tipos de “objetos matematicos”
que se consideran son sélo dos: conceptos y procedimientos. Se trata de
una “ontologia” demasiado simplista para analizar los objetos matemdticos
que componen un texto matematico, y en general la actividad matematica
sea profesional o escolar. En nuestra opinidn, es necesario contemplar una
ontologia mds amplia formada por los siguientes elementos: 1) lenguaje,
2) situaciones-problema 3) conceptos, 4) procedimientos, técnicas,..., 5)
proposiciones, propiedades, teoremas, etc y 6) argumentaciones. Estos seis
tipos de objetos se articulan formando configuraciones epistémicas (Figura 1)
cuyo andlisis nos informa de la “anatomia de un texto matematico”!.

1 Siademas de la “estructura” interesa analizar su “funcionamiento” con alumnos son
necesarias otras herramientas que no se comentan en este trabajo.
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SITUACIONES

R [ DEFIMICIONES (CONCEPTOS) J
E

EXPRESA G

LENGUATE Y
MATEMATICO SOPORTA L PROCEDIMIENTOS

A
5

[ PROPORICIONES

ARGUMENTOS J

—_—

Fig. 1 — Componentes y relaciones en una configuracién epistémica.

En este trabajo nos proponemos mostrar que estas nociones pueden
ser utiles para describir las caracteristicas de los textos matematicos de
distintas épocas y orientacién epistemoldgica. Centraremos nuestra aten-
cién, en primer lugar, en un breve texto del enunciado y demostracién de
un sencillo teorema de geometria plana — caracterizacién de la mediatriz
de un segmento (seccién 2)2. La finalidad es tratar de dar una respuesta
a una cuestion planteada en el contexto de la formacion de profesores
de matemdticas: ¢ Cdmo pueden hacer los profesores un andlisis lo mds complero
posible de esta demostracion?

Para ello, consideramos necesario adoptar una perspectiva mas
global que aporte un marco de referencia epistemoldgico en el que situar
el analisis del texto. Con dicho fin describimos en la seccién 3 los tipos
de objetos que se ponen en juego en los textos matemdticos de caracter
formal (configuraciones epistémicas axiomadticas). En la seccién 4 y 5
estudiamos las adaptaciones de este tipo de configuraciones axiomaticas

2 Esta tarea fue propuesta por una formadora de profesores en el marco de un proyecto
europeo sobre formacién de profesores de matematicas. El problema corresponde a
un libro de texto de ensefianza media usado en Polonia actualmente.

Educ. Mat. Pesqui., Sdo Paulo, v. 8, n. 1, pp. 67-98, 2006 69



Viceng Font e Juan D. Godino

en los textos de nivel universitario actuales, asi como en textos usados en
la época de la llamada “matemadtica moderna” en el nivel de educacién
secundaria. Con esta perspectiva de referencia comenzamos en la seccién
6 el andlisis del texto sobre la mediatriz, presentando la configuracién
epistémica puntual que se pone en juego en dicho texto, y unas primeras
conclusiones sobre el tipo de analisis ontosemi6tico aplicado. Terminamos
el trabajo realizando en las secciones 7-9 un analisis similar a textos de
matemdticas que se apoyan basicamente en el planteamiento y resolucién
de problemas de tipo empirico (contextualizados, realistas, ...), y con unas
reflexiones generales sobre la necesidad de tener en cuenta la dialéctica
entre las configuraciones de tipo formal y las empiricas en la formacién
de profesores.

Un texto matematico como contexto de reflexion

Comenzaremos con un texto matemdatico que vamos a utilizar,
como contexto de reflexién, para mostrar el tipo de aplicacién que hacemos
al andlisis de textos del constructo configuraciin epistémica propuesto por el
enfoque ontosemidtico de la cognicién matematica (Godino 2002, Godino,
Contreras y Font, en prensa). Se trata de un texto correspondiente a la
enseflanza media en Polonia, y de la pregunta que hace una formadora
de profesores de matematicas de este pais a formadores de profesores de
otros paises (Polonia, Hungria, Italia, Holanda, Portugal y Espafia) en
el marco del disefo e implementacién de un proyecto europeo para la
formacion permanente de profesores de matemadticas:

Cuestién: ¢Coémo podrian hacer los profesores un andlisis lo mas
completo posible de esta demostracién?

Teorema: La mediatriz de un segmento es el conjunto de puntos
del plano que estin a la misma distancia de los puntos extremos del
segmento.

Demostracion: Si AB es el segmento, 7 es su mediatriz y C perte-
nece a7, los segmentos AC y BC son simétricos respecto de 7, de donde
resulta que |AC| =|BC|. Con esto probamos que si el punto pertenece
a la mediatriz del segmento estd a la misma distancia de ambos extremos
del segmento.
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Mostraremos que si el punto no pertenece a la mediatriz entonces
no esta a igual distancia de ambos extremos del segmento. Consideremos
que el punto C esta fuera de la recta m (ver dibujo).

Unimos el punto ¢ con los puntos A y B usando segmentos. Con-
sideremos que C estd situado al mismo lado de la recta m que el B. En
este caso el segmento AC corta a la recta m en el punto D. Puesto que
|AD|=|BD|tenemos,

|AC|=|AD|+|DC|=|BD|+|DC|>|BC]|

De modo que |AC|# |BC|, lo que termina la demostracion.

Si bien hay muchas maneras de comenzar el analisis, una serfa
preguntarse por el “contexto” de este teorema, entendiendo el contexto
de una manera “ecoldgica”, es decir como “entorno” del texto en cuestion.
Se trataria de responder a preguntas del tipo ¢(En qué “lugar” se halla”?
¢Qué tiene a su alrededor? ¢Dénde “vive”? {Con qué otros objetos ma-
tematicos se relaciona?, ¢En qué institucion se utiliza? etc.

Alguna de estas preguntas son faciles de responder. Por ejemplo,
de entrada se nos dice que es un texto que se utiliza en una institucién
de secundaria de Polonia. Con relacién a la institucion, hay que resaltar
que, por ejemplo en Espafa, es un texto que en otras épocas podria
haber sido utilizado en las instituciones de secundaria, pero que ahora
serfa impensable su utilizacién. Es decir, se trata de un texto que “vive”
actualmente en las instituciones de secundaria de Polonia y que, por el
contrario, “vivié” en las instituciones de secundaria de Espafna pero que
actualmente se ha “extinguido” de dichas instituciones. Para reflexionar
sobre este hecho es necesario poner de manifiesto la dialéctica que se
produce entre los dos tipos bésicos de configuraciones epistémicas: las
formales y las empiricas (contextualizadas, realistas,...). Comenzaremos
con las formales y, puesto que el texto que se utiliza como contexto de
reflexién es de geometria, empezaremos con una mirada a unos de los
libros clasicos sobre la axiomatizacion de la geometria, nos referimos a los
Fundamentos de la Geomerria de Hilbert (Hilbert, 1899, 1991).
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Configuraciones epistémicas axiomaticas?

La respuesta dominante en las instituciones universitarias ante la
crisis de fundamentos de finales del siglo XIX consisti6 en fundamentar
toda la matemdtica sobre los nimeros naturales y éstos sobre la teoria de
conjuntos axiomatizada por Zermelo — con axiomas ad hoc que impidan la
aparicion de las contradicciones conocidas, pero conservando en lo posible
la riqueza y agilidad de la teoria intuitiva de conjuntos. Esta solucidn,
llamada normalmente “formalismo contempordneo” o “conjuntismo” es
descendiente del formalismo hilbertiano, pero no es exactamente lo mismo.
Este tipo de formalismo (Mosterin 1980) considera que en la evolucién
y desarrollo de las teorfas matemdticas hay que considerar, como mini-
mo, tres estadios sucesivos, correspondientes a tres diferentes niveles de
precision y rigor en el concepto de prueba. En el primer estadio, llamado
intuitivo, informal o ingenuo, se prueban los enunciados de la teoria, pero
no se dice ni de dénde parte la prueba ni cudles son los procedimientos
admisibles para probar. En el segundo estadio, llamado axiomatico, se
determina el punto de partida de la prueba, eligiendo ciertos enunciados
de la teoria como axiomas y exigiendo que todos los demds sean probados
a partir de ellos, aunque sigue sin explicitarse cuéles son los procedimien-
tos, reglas o medios de prueba admisibles. En el tercer y tltimo estadio,
llamado formalizado, el concepto de prueba estd completamente precisado
y explicitado, tanto en lo que respecta al punto de partida de la prueba
como a los medios de prueba permitidos.

El tercer estadio es mas propio de los logicos que de los matema-
ticos, mientras que los dos primeros estadios son los propiamente mate-
maticos. Por este motivo, comenzaremos comentando las configuraciones
epistémicas axiomaticas. En dichas configuraciones se usa el método
axiomatico, es decir se eligen ciertos enunciados de la teorfa como axiomas
y se exige que todos los demds sean probados a partir de ellos. Se trata de
una configuracién epistémica (figura 3) en la que se presupone un caricter
convencional a las reglas matematicas y, por tanto, los conceptos que se
definen y las proposiciones que se introducen no se intentan justificar por
su acuerdo con una realidad extra matematica.

3 Ellector puede consultar el libro Fundamentos de la Geometria de David Hilbet (1991)
para observar este tipo de de configuraciones.
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La figura 3 se puede considerar como el modelo bésico de las con-
figuraciones epistémicas axiomdticas.

DEFINICIONES (CONCEPTOR)
R -Terminos Primitsros
-Terminos Definidos
E
LENGUAIE EXP?ESA G
WMELEA TIED SOPORTA L PROPOSICIONES
- Axiomas
- Verbal A (no se demuestran)
- Simbotico ) - Enunciados de Teoremas
(consecuencias que se hah de demostrar)
- Grafico (figuras
geomeéiricas) REGULAN
EL 50
ARGUNWENTOS
|:> -Demastraciones
—_— (deductivas: constructivas o por reduccion al absurdo,..)

Fig. 3 — Configuracién epistémica axiomatica.

En esta configuracién la situacién-problema que la motiva, aunque
no aparece en el texto de manera explicita, se podria expresar del siguiente
modo: ¢Cimo reorganizar el conjunto de conocimientos de la geometria euclidea
de manera deductiva a partiv de un sistema minimo de axiomas? Existe un
trasfondo problemadtico de cardcter intra-matematico relacionado con la
construccion de unos fundamentos consistentes para el “edificio matema-
tico” que permita evitar las paradojas y contradicciones.

Para abordarlo se usa el “método axiomadtico” asi como procedi-
mientos de cardcter 16gico — deductivos.

Configuraciones epistémicas “formalistas”
en los textos universitarios de matematicas

Las configuraciones epistémicas de los textos universitarios cor-
respondientes a lo que se suele llamar “conjuntismo”, “matematicas
modernas” o “formalismo” (aunque no en el tercer sentido de Mosterin
comentado anteriormente) se sitian a medio camino entre los dos primeros
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niveles comentados por Mosterin (1980). Se puede decir, que interpretan
el modelo de las configuraciones epistémicas axiomaticas de una manera
bastante laxa.

Consideremos un capitulo de un libro de texto universitario. En
este caso vamos a cambiar de topico para no restringirnos a la geometria
y nos fijaremos, por ejemplo, en el capitulo de continuidad de uno de los
manuales clasicos de analisis funcional (Rudin, 1971). Como este capitulo
esta precedido de otros anteriores que se consideran conocidos, el bloque
de conceptos se modifica de la siguiente manera: hay conceptos que ya
se suponen conocidos y otros que se introducen en el capitulo mediante
definiciones. Otra modificacién a destacar es que, puesto que se trata de
un manual, hay ejemplos cuyo objetivo es facilitar al lector la comprension
de las definiciones. También se propone una amplia lista de problemas
descontextualizados, al final del tema, cuyo objetivo es la aplicacion
de los objetos matemadticos introducidos en la unidad para realizar una
demostracion deductiva. Es decir, el bloque de las situaciones aumenta
su importancia en la estructura de la unidad, sobre todo los problemas
descontextualizados en los que hay que hacer una demostracién utilizando
los objetos matematicos introducidos previamente en la unidad. También
resulta significativo que, a pesar que es una unidad sobre funciones, no
aparece ningun gréfico.

Otra modificacién a destacar es que en el bloque de las proposicio-
nes desaparecen los axiomas y los teoremas se van matizando en diferentes
tipos. En la unidad que estamos comentando se distingue entre teoremas
y corolarios, pero en otros libros se utilizan ademds términos como “pro-
posicién”, “propiedad”, “lema” o “regla”, aunque hay que resaltar que
los enunciados correspondientes a dichos términos siempre se presentan
como “algo” a demostrar. Por otra parte, si bien en algunos textos se hace
observar cémo de determinados teoremas se derivan procedimientos y
técnicas (por ejemplo, la regla de L'Hopital), en este tipo de unidades
los procedimientos son basicamente técnicas de demostracién de tipo
deductivo que se tienen que aplicar en la resolucién de los problemas del
final del capitulo y que, en el mejor de los casos, se presentan aplicados
en la demostracion de los teoremas.
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Fig. 4 — Configuracidn epistémica formalista.

Configuraciones epistémicas “formalistas”
en los textos de secundaria de matematicas

Desde el punto de vista educativo la herencia del formalismo ha
sido las “matemdticas modernas”, tanto en la ensefianza universitaria
como no universitaria. La idea que inspiré la reforma de la ensefianza no
universitaria en Espana para incorporar las matematicas modernas fue que
la ensefianza de las matematicas tenia que estar de acuerdo con el espiritu
de la época — que crefa que las matemadticas servian para estructurar el
pensamiento y que eran el lenguaje de la ciencia. Podemos encontrar mate-
maticas en todas partes, se decia, pero no cualquier clase de matematicas,
sino las matematicas de hoy en dia: la teoria de conjuntos, las estructuras
matematicas, la probabilidad, la estadistica, el dlgebra, etc.; y cuanto mds
pronto los alumnos entren en contacto con estas matematicas, mejor.
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Como ejemplo de este interés por introducir lo més tempranamente
posible las matematicas modernas, tenemos la introduccién de la teoria
de conjuntos en la etapa infantil. Este intento de poner la ensefianza de
las matematicas al nivel de las matematicas del siglo XX se consideraba
especialmente necesario en los niveles primario y secundario, en los cuales
se crefa que se estaban ensefiando contenidos obsoletos por no estar de
acuerdo con el espiritu de las matematicas modernas.

En la elaboracién de los nuevos programas se procurd conseguir
una coherencia interna desde el punto de vista de los contenidos mate-
maticos que se concretd en: 1) el desarrollo consecuente del punto de
vista conjuntista y vectorial, 2) el desarrollo sistemdtico y coherente de
la geometria a través del concepto de transformacién y 3) el desarrollo
de las estructuras algebraicas con aplicacién inmediata a diferentes partes
de la aritmética, del algebra y de la geometria.

Los matemadticos profesionales partidarios de esta reforma crefan
que las dificultades que se producian en el aprendizaje de las matemati-
cas eran causadas, bdsicamente, por las presentaciones defectuosas de la
matematica tradicional (definiciones poco precisas, conceptos no suficien-
temente generales, demostraciones poco rigurosas, etc.) que inducian en
el alumno una concepcién confusa de la matematica por la ausencia de
una estructura deductiva rigurosa. Dicho en términos constructivistas
actuales: consideraban que la matemdtica tradicional hacia una presentacién
confusa de las matematicas y que, por lo tanto, no era potencialmente
significativa para los alumnos.

Un ejemplo ilustrativo de esta manera de ensefiar las matematicas
en el Bachillerato se puede observar en el libro de texto editado por la
editorial Santillana (Anzola et al, 1976). Si nos fijamos en la unidad de
funciones, para seguir con este topico, observamos que en él se proponen
actividades como la siguiente (figura 5), en la se puede observar como las
funciones se entienden bédsicamente como un caso particular de corres-
pondencia entre conjuntos:
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1.1. Una funcién real de variable real es una aplicacién f de Dom(f)
un subconjunto no vacio D de R en R, es decir f : D —s R, v
El subconjunto D se llama el dominio de definicion de f y se o (Fig. 1)
escribe Dom (f) o simplemente D,. &
Asi: la funcién de variable real definida para x >0 por
Do

&)= i es una funcién cuyo dominio es D = {x|x >0} i H'
(Fig. 1). 0

9 o 1 (Fig. 2)
La funcién de variable real definida para x # 0 por g(x) = 5
es una funcién cuyo dominio es D' = {x|x # 0} (Fig. 2). Ejercicios:
Este dominio D’ es el mayor dominio en el cual tiene sentido . .

S ; 1. Se considera la funcién R ——» R dada por
la expresion e De ahora en adelante, salvo que se diga lo > - 1ok fionen B ke
contrario, al hf;hhr del 'dgminio de una funcién f nos referi- vasisbls ’:e o8 B caso, aflFativa6alls. &
remos al maximo dominio de f. dothigio;de delinicién” (4 dbcis, 3u ki

mo dominio).

Fig. 5 — Fragmento de un libro de texto de matematicas modernas.

La organizacién de la unidad de funciones propuesta en este libro
del afio 1976 (titulada “Operaciones con funciones”) se puede representar
mediante la siguiente configuracion epistémica (Figura 6):

Fig. 6 — Configuracién epistémica formalista en secundaria.t

4 Ejemplo tomado de Ramos (2006)
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El concepto de funcidén se define como un caso particular de re-
“una relacién es una funcién si y sélo si todo elemento de A se
relaciona con un solo elemento del conjunto B”. El concepto de funcién
se presenta de una manera descontextualizada y las situaciones proble-
mas, o bien son ejemplos que sirven para ilustrar la definicién o bien son
problemas descontextualizados propuestos al final de la unidad con el
objetivo de que los alumnos apliquen la definicién de funcién. Es decir,
las situaciones problema sélo tienen la funcién de concretar el concepto
de funcién, en ningan caso sirven para que se construya dicho concepto
a partir de ellas.

lacién:

El lenguaje utilizado basicamente es el conjuntista. Para los conjun-
tos infinitos se recurre a las graficas cartesianas y, en algunos casos, también
se recurre a expresiones simbdlicas. No se contemplan las conversiones
entre diferentes formas de representacion y, en los pocos casos que esto
sucede, siempre es la conversién de expresion simbdlica a gréfica.

La metodologia implicita es la siguiente: el profesor define los
conceptos, pone ejemplos y demuestra propiedades (de manera deductiva)
mediante una clase magistral. Los alumnos han de aplicar dichos conceptos
y propiedades a la resolucién de problemas descontextualizados.

Esta unidad se impartia a continuacién de otra unidad titulada
“Aplicaciones” y era seguida de otras tres unidades tituladas “Simetria,
monotonia y acotacién”, “limites” y “continuidad de funciones reales”. En
la unidad previa se introducian, entre otros, los conceptos de correspon-
dencia, relaciones binarias, relaciones de equivalencia y conjunto cociente y
aplicaciones. En las tres unidades posteriores se introducian los conceptos
de simetria, monotonia, acotacidn; los limites finitos e infinitos definidos
en términos de epsilones y deltas; y la continuidad a partir del concepto de
limite. Por otra parte, se suponia que en cursos anteriores los alumnos ya
habian estudiado algunos modelos de funciones (proporcionalidad directa,
afin y cuadrética) y que iban a estudiar en otras dos unidades posteriores
las funciones circulares y las funciones exponenciales y logaritmicas.

Hay que destacar que lo que en el modelo del texto universitario
eran proposiciones o teoremas a demostrar se han reconvertido, en la
mayoria de los casos, en “propiedades” o “técnicas”. Algunas de las propie-
dades se demuestran de manera deductiva y también los pocos teoremas
que se presentan con dicho nombre, pero lo que aumenta mucho es la
ejemplificacion de las técnicas (procedimientos)
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Configuracion epistémica del texto sobre la mediatriz

Volviendo a la pregunta formulada por la profesora de Polonia:

Cuestion: ¢Cémo podrian hacer los profesores un analisis lo mds
completo posible de esta demostracién?

y utilizando el anélisis epistémico precedente podemos hacer las siguientes
observaciones:

1) Se trata de un texto matematico que se debe enmarcar en el
ultimo tipo de configuraciones epistémicas comentado anteriormente. Es
decir, hay que enmarcarlo en una configuracién epistémica “formalista”
de las matematicas de secundaria. Por tanto, de acuerdo con el tipo de
configuracién epistémica en la que se enmarca, es un texto matematico
que nos presenta el “producto” acabado pero no el “proceso” que se ha
seguido para obtener dicho producto, su razén de ser o motivacion.

2) La estructura de este texto también se puede representar por
una configuracion epistémica. Es decir, una de las caracteristicas de las
CE es que son hologramaticas puesto que se pueden aplicar a una unidad
completa o bien a un texto més puntual.

Podemos considerar el enunciado no como un teorema demostrado
sino como una situacién— problema de demostracién. Desde esta pers-
pectiva lo que hay que hacer es conseguir demostrar el enunciado. El tipo
de situacion-problema implicita se puede describir como, ¢Qué argumento
deductivo permite establecer que la proposicién P es verdadera? ¢{De qué
conocimientos o proposiciones previamente establecidas debemos partir
para establecer la verdad de P?

Para ello, hay que utilizar concepros (la definicién de la mediatriz,
puntos extremos de un segmento; distancia, igualdad de segmentos).
También se usan proposiciones del tipo “si D es un punto del segmento
AC, se cumple que |AC|=|AD|+|DC|” o bien “si dos segmentos
son simétricos respecto de una recta, tienen la misma longitud”, dichas
proposiciones se suponen demostradas anteriormente. Se usan también
argumentos deductivos como el siguiente:”Si |AD|=|BD| entonces
|AC|=|AD|+|DC|=|BD|+|DC|.”, etc. Por otra parte, puesto que
el enunciado es la caracterizacién implicita de una definicidén es necesario
probar dos proposiciones:
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 Si una recta es mediatriz de un segmento entonces todos sus
puntos equidistan de los extremos.

o Si un punto no esta en la mediatriz de un segmento entonces las
distancias a los extremos del segmento no son iguales.

Por tanto, hay al menos una regla procedimental: Para probar que
un enunciado caracteriza a un objeto que se ha definido previamente hay
que probar el teorema directo y el contrario (“Si C esta en la mediatriz,
entonces CA = CB” ; “Si C no esta en la mediatriz, entonces CA # CB”.).
Por ultimo, también hay que utilizar un determinado Jenguaje simbdlico
(por ejemplo |BD|) y grafico (la figura del teorema), etc. Por tanto, la
estructura de este texto se puede representar por una configuracion epis-
témica como la siguiente (figura 7):

SITUACION
- Problema de demostracion geométrica

|:> DEFINICIONES (CONCEPTOS)
- FREVIOS

Punto, segemnto, mediatriz, ...

LENGUAJE [iESUEL"EN I
MATEMATICO PROCEDIMIENTCS
Para probar que un envnciado caracteriza a un
objeto que se ha definido previamente hay que
probar el teorema directo ¥ el contrario
("21 C estd en la mediatriz, entonces CA =CB";

"5i C no esta en la mediatriz, entonces C4 CB".)

- VERBAL

putito, segemnta,
mediatriz, ...

- SIMBOLICO || EXPRESA

v Qme

¥
4B, . SOPORTA PROPOSICIONES
- i dog segmentoz son simétricos respecto de una
recia, tienen la misma longitud.

- BRAFICO - 8 D es un punto del segmento AC, se cumple que

IACI = |ADI + IDEI
Figira /I; o
REGULAN
\IE.LUSO

ARGUMENTOS
- Deducciones del tipo:
5i [ADI = IDBI entonces |, se cumple que 1ACI = [ADI + [DCI = 1AC| =
—_— IDBI + IDCI = [BCI

Fig. 7 — Configuracién epistémica asociada al texto de la mediatriz.
3) Otra caracteristica que hay que resaltar es la conexidn entre los

diferentes elementos de esta CE. Consideremos, por ejemplo, uno de los
elementos del bloque “lenguaje”, nos referimos a la figura 2 que aparece
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en el texto de la mediatriz. Nos podemos preguntar cudl es su funcion,
o lo que en cierta manera es lo mismo, cémo se relaciona con los otros
elementos de la CE.

La figura es estatica pero, a pesar de ello, facilita el razonamiento
con “elementos genéricos”. El punto C por una parte es un punto parti-
cular, pero, por otra parte, lo que se dice de él se puede aplicar a cualquier
otro punto del plano que no sea de la mediatriz (la cual debe permanecer
como particular). Después el segmento AB (y su mediatriz) se puede
considerar como un segmento (y su mediatriz) cualquiera. Dicho de otra
manera la principal funcién que cumple la figura 2 es a) introducir un
caso particular sobre el cual razonar y b) facilitar que este caso particular
sea considerado como un elemento genérico (una cadena de elementos
genéricos para ser mas exactos).

El razonamiento matematico, para ir de lo general a lo general,
hace intervenir una fase intermedia que consiste en la contemplacion de
un objeto individual. Este hecho plantea un grave dilema: si el razona-
miento se ha de aplicar a un objeto concreto (por ejemplo el punto C
de la figura 2), es preciso que se tenga alguna garantia de que se razona
sobre un objeto cualquiera para que quepa justificar la generalizacién en
la que termina el razonamiento.

Ahora bien, con relacién al elemento genérico hay que considerar
tres cuestiones conexas pero distintas, a saber:

o (Por qué se hace intervenir en la demostracién de una proposicion
matematica (el enunciado de una definicidn, etc.), una fase intermedia
que se refiere a un objeto particular?

e ¢Como es posible que un razonamiento en que intervenga se-
mejante fase intermedia pueda, pese a ello, dar lugar a una conclusién
universal?

o El elemento particular normalmente forma parte de una cadena
en la que los eslabones anteriores son elementos genéricos. A su vez, el
elemento particular al ser considerado como genérico se convertird en el
eslabén previo de un nuevo caso particular y asi sucesivamente.

Cuando en las pricticas matematicas utilizamos elementos gené-
ricos estamos actuando sobre un objeto particular, pero nos situamos en
un “juego de lenguaje” en el que se entiende que nos interesan sus carac-
teristicas generales y que prescindimos de los aspectos particulares. Para
conocer los detalles sobre las caracteristicas de este juego del lenguaje, y de
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las dificultades que tienen los alumnos para participar en él, es necesario
el andlisis de didlogos entre profesores y alumnos relacionados con el uso
de elementos genéricos. La asimilacién (o no) de las reglas de este juego
de lenguaje es fundamental para que los alumnos puedan convivir con
la complejidad semiética asociada a las practicas en las que interviene el
elemento genérico. A partir del estudio de dichos didlogos, en Contreras,
Font, Luque y Ordénez (2005) se ponen en juegos otros constructos del
enfoque ontosemidtico de la cognicién matemadtica, los cuales permiten
que la “complejidad semidtica” asociada al uso de elementos genéricos
se concrete en una trama de funciones semidticas (dualidad expresion-
contenido) que relacionan objetos que pueden ser extensivos o intensivos
(dualidad extensivo-intensivo).

5) Para comprender este texto matemdtico es necesario la activaciéon
de una configuracién epistémica como la descrita anteriormente, pero
que de esta configuracién también pueden emerger nuevos “objetos”
matematicos. En concreto, a partir de este texto se construye una nueva
definicién de mediatriz y también se podria obtener un procedimiento
de construccién de la mediatriz con regla y compis.

6) La modificacion de alguno de los elementos de la CE repercute
sobre los demas. Por ejemplo, si la representacién de la figura se puede
hacer con un programa dindmico como el Cabri se esta facilitando mucho
el razonamiento con elementos genéricos. En concreto, se facilita no sélo la
demostracion del teorema (el producto) sino que, gracias a la abstracciéon
reflexiva (si se toma como referencia a Piaget) o hipostatica (si la referencia
es Peirce), incluso se podria llegar a la formulacién de aquello que se tiene
que demostrar. Es decir, se podria modificar la situacién problema para
convertirla en una situacién mds rica ya que primero se podria proponer
que se buscase aquello que se quiere demostrar y después, si se considera
conveniente, pedir la demostracién. Por ejemplo, podemos formular la
siguiente pregunta a los alumnos:

Tarea: La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que
pasa por el punto medio. A partir de la siguiente construccién geométrica
realizada con el programa Cabri:

a) Halla una propiedad que cumplan todos los puntos de la
mediatriz.

b) Demuestra esta propiedad.

¢) Da una nueva definicién de mediatriz.
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d) Halla a partir de los apartados anteriores un procedimiento de
construccion con regla y compds de la mediatriz.

Fig. 8 — La mediatriz con el Cabri
La configuracién epistémica asociada es la siguiente:

En esta configuracion destaca el papel central que juega la situa-
cién problema (de tipo intra matematico) y también que esta orientada
a la emergencia de nuevos objetos matematicos (nueva definicién de la
mediatriz y nuevo procedimiento de construccién). Si bien este tipo de
configuracién epistémica puntual, orientada sobre todo a la emergencia de
nuevos objetos, puede convivir con configuraciones epistémicas globales
de tipo formalista, hay que resaltar que “viven” mejor en configuraciones
epistémicas globales que no sean de tipo formalista, lo cual nos lleva a la
siguiente pregunta: ¢Cudles son las configuraciones epistémicas globales
alternativas a las formalistas? La respuesta es que la principal alternativa
a las configuraciones epistémicas formalistas son las empiricas (contex-
tualizadas, realistas, inductivas, etc.), las cuales pasamos a comentar en
el siguiente apartado.
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Tabla 1 — Configuracion epistémica “emergente” asociada a la mediatriz

LENGUAJE

Verbal

mediatriz, segmento, recta perpendicular, punto medio etc.

Grdfico

- Figura geométrica dindmica

Simbilico:

A, B, ...

SITUACIONES CONCEPTOS

- Problema descontextualizado de Previos

construccién geométrica en el que se ha - Segmento, recta perpendicular, punto

de hallar y justificar una propiedad de la medio

mediatriz. - Mediatriz (definida como recta
perpendicular que pasa por el punto
medio)
Emergentes
- Mediatriz (definida como recta
formada por todos los puntos que estan
a la misma distancia de los extremos del
segmento)

ACCIONES PROPIEDADES

- Hallar una condicién que cumplan - El punto medio divide al segmento en

todos los puntos de la recta dos segmentos de igual longitud

-Simbolizar esta propiedad - La recta perpendicular forma un

- justificar/demostrar esta propiedad angulo de 90° con el segmento

Emergente -

- Procedimiento de construccién con Emergente

regla y compds de la mediatriz Los puntos de la mediatriz se hallan a
igual distancia de los extremos del
segmento

ARGUMENTOS

- Justificacion visual de la propiedad “Los puntos de la mediatriz se hallan a igual

distancia de los extremos del segmento”.

- Justificacién de la propiedad utilizando elementos genéricos.

- Demostracién deductiva (?)

Configuraciones epistémicas empiricas
en la ensenanza secundaria

Sin entrar en un andlisis exhaustivo de las consecuencias del enfoque
“moderno” de las matematicas en la ensefianza no universitaria, podemos
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decir que los aspectos mas perjudiciales de la aplicacién concreta de esta
reforma fueron (Ntnez y Font 1995): a) Deductivismo exagerado: las
matematicas se presentaban como unos conocimientos terminados y or-
ganizados deductivamente. Esta presentacién podia poner de manifiesto
al alumno la ordenacién légica de la materia, pero, al presentar el pro-
ducto terminado, impedia la accién, las conjeturas, la imaginacién, etc.;
es decir, en la terminologia de la época, “impedia hacer matemadticas”. b)
Definiciones formalizadas: se cay6 en el error de identificar el concepto
que se queria ensefiar con su definicién formalizada. Esta identificacion
llevé: 1) a presentar a los alumnos un exceso de simbolismo, 2) a hacerlos
manipular mecanicamente estos simbolos, sin saber lo que estaban ha-
ciendo (formalismo prematuro) y 3) a olvidar que, para comprender un
concepto matematico, son necesarias situaciones de referencia que le den
sentido, al mismo tiempo que permiten descubrir las relaciones con otros
conceptos. ¢) Exceso de generalizacién vy, por tanto, falta de procesos de
abstraccién: los conceptos se presentaban de la manera mas general posi-
ble, con lo cual se iba de lo mds general a lo mds particular y, por tanto, no
se mostraban al alumno las situaciones concretas que permitian abstraer
sus similitudes e ir de lo concreto a lo mas general. d) Las matematicas
por las matemadticas: se presentaban unas matemdticas centradas sobre
ellas mismas y muy alejadas de las otras ciencias. Los textos didacticos
ofrecian pocas situaciones no matematicas que permitiesen a los alumnos
conocer la aplicacién de las matematicas a la realidad, lo cual facilitaba
preguntas del tipo “esto para qué sirve”.

El estrepitoso fracaso de la aplicacion concreta de las matematicas
modernas modific la manera de ensefiarlas en las instituciones no uni-
versitarias espafolas en diferentes direcciones. Una fue ensefar teorias
acabadas, sin demostrarlas deductivamente, focalizando el trabajo en el
aula en el dominio de las técnicas algoritmicas que se derivaban de la
teorfa. Los partidarios de este estilo docente asumian, en muchos casos
implicitamente, el punto de vista conductista en psicologia. La otra, si bien
consideraba fundamental el aprendizaje de las estructuras matematicas,
inici6 timidamente una linea de trabajo, que llamaremos “semdntica”
—entendiendo por semantica todo aquello que tiene que ver con la cons-
truccién de significado que hace el alumno—, que pretendia resolver una
de las grandes dificultades del aprendizaje de las matemadticas: su nivel de
abstraccion y generalizacion. Esta forma de entender la ensenanza-apren-
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dizaje de las matematicas consideraba imprescindible presentar contextos
variados que diesen sentido al concepto; oponiéndose a las versiones mds
formalistas de la matemadtica moderna, las cuales pretendian presentar-
los de la manera mas general posible y separados de los contextos que
les daban sentido, para asi evitar las dificultades de comprensién que la
presentacion contextualizada pudiese producir. Con el paso del tiempo
esta segunda opcidn se fue desarrollando y se convirtié en la dominante
en los curriculos oficiales del estado espafol y, ademds, esta presente en
muchos textos escolares actuales (aunque no se puede decir que sea el
estilo dominante en todos ellos).

Sise compara el capitulo de las funciones del afio 1976 comentado
anteriormente con el capitulo de otro libro de texto publicado en Espafia
con 21 afios de diferencia se puede observar que los autores de este ul-
timo proponen tareas en las que se manifiesta un interés por presentar
problemas contextualizados, por el uso de diferentes representaciones y
por las conversiones entre ellas. Son tareas como la siguiente:

Tarea: Debemos cambiar los cristales de unas ventanas cuadradas.
El precio del cristal es de 0,5 euros por cada decimetro cuadrado. Elabora
una tabla de valores, dibuja una grifica y determina una férmula que
permita calcular directamente el coste para cada longitud del lado de la
ventana

La organizacién de la unidad de funciones propuesta en el libro del
afio 1997 (Bujosa et al. 1997), titulada “Funciones” se puede representar
mediante la siguiente configuracion epistémica:
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SITUACIONES
- Problemag de introduccién y de aplicacion contestualizados en
10z que las wariables son magnitudes
: - Ejemplos
LEMGUAIJE
MATEMATICO DEFIMICIONES (CONCEPTOS)
- PREVIOS
- WERBAL IMagnitud, modelos de funciones conocidos (proporcionalidad
directa, afines, cuadrdticas ¥ de proporcionalidad inversa)
flancidn -DEFINIDOS
variable Funcidn; Rango v dominio; Variables, Continvidad, crecimiento RESEEW
¥ decrecimiento; maximos ¥ minimos, Concavidad, convexidad
¥ puntos de infleion; Funcidn suma, producta, compuesta e
Se presentan ittwersa, Funcidn definida a trozos
funciones
mendiante un
enunciadn R PROCEDIMIENTOS
-Determinar si es funcidn (criterio de la recta wertical, etc.)
- SIMBOLICO E -Calcular dominio ¥ rango. {
G -Traducir ¥ convertir entre las 4 formas de representacion.
Expresidn -Distinguir graficamente entre funcion continua ¥ discontinua
analitica (fz) = EXPRESA L -Efectuar operaciones con funciones y reconocer sus
Xg) v consecuencias graficas
SOPORTA A - Determinar graficamente mazimos minimos, crecimiento,
- GRAFICO S decrecimiento concavidad. convexidad v nuntos de inflexion,
PROPORICIONES
Grificas Propiedades (pocas): la composicién de funciones
Cartesianas no cumple la propiedad conrmativa
TABULAR
ﬁUSTIFICANF
Se presentan
funciones ARGUMENTOS
mediante tablas - Ejemplificacidn de la técnica a seguir
|:'> - Inductivos
—_— - Graficos (Visuales)

Fig. 9 — Configuracion epistémica empirica de las funciones en secundaria.>

La unidad sigue la estructura siguiente: a) problemas contextuali-
zados introductorios, b) desarrollo de la unidad didactica con problemas
contextualizados de aplicacion intercalados y ¢) problemas contextualiza-
dos de consolidacion propuestos al final del tema. En realidad se trata de
poner en el centro de la actividad matematica escolar la modelizacion.

El concepto de funcidn se generaliza a partir de diferentes situa-
ciones en las que hay una relacién entre magnitudes. No se necesitan
conceptos previos conjuntistas (por ejemplo, el de correspondencia). El
concepto de funcién se presenta de una manera contextualizada ya que
se presentan situaciones problemas al inicio de la unidad cuyo objetivo
es facilitar al estudiante su construcciéon del concepto de funcién. En
este caso, no se trata tanto de aplicar conocimientos matematicos aca-
bados de estudiar, sino que el objetivo es presentar una situacién del
mundo real que el alumno puede resolver con sus conocimientos previos

5 Ejemplo tomado de Ramos (2006)
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(matemadticos y no matematicos). Son problemas introductorios disefiados
para que queden dentro de la zona de desarrollo préximo (en términos de
Vygotsky). Su principal objetivo es facilitar la construccidn, por parte de
los alumnos, de los conceptos matematicos nuevos que se a van estudiar
en la unidad didactica.

El lenguaje conjuntista ha desaparecido. En cambio, se introducen
cuatro formas de representacion de las funciones (enunciado, tabla, gréfica
y térmula) y se proponen actividades cuyo objetivo es la traduccion dentro
del mismo tipo de representacién y la conversion entre diferentes formas
de representacion, lo que potencia y enriquece la comprension.

La metodologia implicita es la siguiente: el profesor propone
problemas que los alumnos han de intentar resolver (normalmente en
grupo). En el proceso de puesta en comun de las soluciones, ademds de
resolver los problemas, se van construyendo los conceptos de la unidad.
Estos conceptos se relacionan y organizan para ser primero aplicados a
ejercicios y después ser utilizados en la resolucién de problemas contex-
tualizados mds complejos.

Puesto que se pretende que los conceptos, propiedades y procedi-
mientos surjan a partir de generalizaciones y de procesos de abstraccién
adecuados a la edad de los estudiantes, la argumentacién deductiva es casi
inexistente. El tipo de argumentacidn que se utiliza es de tipo inductivo.
También tiene un papel importante la argumentacion a partir de graficas
para distinguir graficamente entre funcién continua y discontinua; recono-
cer graficamente los conceptos de funcién creciente, decreciente, céncava
y convexa; reconocer y distinguir grificamente los médximos y minimos
relativos, asi como los puntos de inflexién de las funciones.

Otro aspecto a destacar es que esta unidad incorpora de manera
explicita pocas propiedades. De hecho, sélo resalta que la composicién
de funciones no cumple la propiedad conmutativa. En cambio, en la
unidad de 1976 se resaltan muchas propiedades de las operaciones con
funciones puesto que se tiene como objetivo caracterizar al conjunto de
las funciones reales como grupo abeliano (si se considera como operacién
interna la suma); como anillo conmutativo con unidad (si se consideran
la suma y el producto) o como espacio vectorial (si se considera la suma
y el producto de una funcién por un nimero).

El cambio que se puede observar entre las dos unidades didacticas
de funciones es el resultado de diferentes factores. Algunos son especificos
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de la investigacion didéctica sobre las funciones (por ejemplo, las investi-
gaciones didécticas sobre las traducciones y conversiones entre las diferen-
tes representaciones de las funciones) mientras que otros son generales,
como es el caso de la reflexién de tipo constructivista sobre el proceso de
ensefanza-aprendizaje, o bien la importancia que se le da al contexto en
los intentos para relacionar lo que los psicélogos han aprendido sobre el
modo en que los humanos razonan, sienten, recuerdan, imaginan y deciden
con lo que, por su parte, han aprendido los antrop6logos sobre la manera
en que el significado es construido, aprendido, activado y transformado.
En palabras del antrop6logo Geertz, este intento de relacion “(...) supone
el abandono de la idea de que el cerebro del Homo sapiens es capaz de funcionar
autdnomamente, que puede operar con efectividad, o que puede operar sin mds,
como un sistema conducido endigenamente y que funciona con independencia del
contexto” (Geertz, 2002, p. 194).

Las configuraciones contextualizadas como la descrita anterior-
mente dan un papel preponderante a las situaciones problemas contex-
tualizadas y estdn claramente enfocadas a la emergencia de nuevos objetos
matematicos. Estas configuraciones empiricas (contextualizadas, realistas,
intuitivas, etc.,...) presuponen una cierta concepciéon empirica de las ma-
tematicas. Es decir, una concepcién que considera que las matematicas
son (o se pueden ensefiar como) generalizaciones de la experiencia; una
concepcién de las matematicas que supone que, al aprender matematicas,
recurrimos a nuestro bagaje de experiencias sobre el comportamiento de
los objetos materiales.

Por otra parte, también presuponen que “saber matemadticas”
incluye la competencia para aplicar las matemadticas a situaciones extra
matematicas de la vida real® (criterio epistémico) lo cual lleva a la siguiente

6 El tema de la alfabetizacién matemdtica ha sido motivo de debate en diferentes reu-
niones cientificas (por ejemplo la CIEAEM del afio 2001) y de estudio por diferentes
organismos internacionales, Entre los cuales destacan los realizados por la OCDE (2000
y 2001). También son relevantes los trabajos del NCTM (1989). Algunos investigadores
que se han interesado por el tema son, entre otros, Abrantes, 2001, Kilpatrick, 2001 y
Noss, 2001. En la discusién que se ha producido en la comunidad de investigadores en
educacién matemdtica sobre lo que se debe entender por alfabetizacion matematica de los
cindadanos, si bien las opiniones difieren en muchos aspectos, hay casi unanimidad en
que ésta ha de facilitar a los ciudadanos el desarrollo de un conjunto de conocimientos,
habilidades, estrategias y actitudes que les permitan resolver las situaciones matema-
ticas que plantea la vida cotidiana. Es decir, hay un acuerdo en aplicar el criterio de
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pregunta: (Como conseguir que los alumnos de la ensefianza primaria y se-
cundaria sean competentes en la aplicacién de las matematicas a contextos
no matemdticos?. Para contestar a esta pregunta hay que descomponerla,
entre otras, en las siguientes subpreguntas: a) ¢El uso de contextos en el
proceso de ensefianza-aprendizaje facilita o dificulta la comprensién de
los alumnos? (criterio semiético), b) ¢El uso de contextos matemadticos
sirve para motivar (frustrar) a los alumnos? (criterio emocional), ¢) ¢Qué
papel juegan los conocimientos previos de los contextos que tienen los
alumnos? (criterio cognitivo), e) ¢La ensefianza con el enfoque contex-
tualizado consume mds tiempo que la ensefianza descontextualizada?
(criterio mediacional).

Las configuraciones epistémicas contextualizadas dan pie, ademas
de las cuestiones anteriores, a otras cuestiones relevantes que han sido
también objeto de numerosas investigaciones. Por ejemplo: équé caracte-
risticas han de cumplir los problemas contextualizados, ¢Cémo se consigue
la emergencia de los objetos matematicos a partir de los contextos?¢Con las
configuraciones contextualizadas se consigue que los alumnos sean com-
petentes en la resolucién de problemas contextualizados en otra materias
o0 en ambitos no escolares?¢ Es posible en las instituciones de secundaria
implementar configuraciones epistémicas contextualizadas que permitan
una actividad de modelizacién “rica”? ¢Qué competencias necesitan los
profesores para disefiar e implementar este tipo de configuraciones epis-
témicas? ¢Coémo se relacionan este tipo de configuraciones epistémicas
con las formales y qué dificultades tienen los alumnos en la transicién’
entre estos dos tipos de configuraciones epistémicas? etc.

idoneidad epistémica a los procesos de instruccién en la ensefianza obligatoria ya que
se considera que “saber matematicas incluye la competencia para aplicar las matema-
ticas a situaciones extra matematicas de la vida real”. Un proceso de instruccién que
no asegure esta competencia no se consideraria idéneo. Este criterio también es el que
toma en cuenta, en estos momentos, en los estudios internacionales de evaluacién del
sistema educativo, por ejemplo el estudio Pisa 2003 (OCDE 2004).

7 Por ejemplo, investigadores como Artigue (1998) se han preocupado por poner de
relieve que la ruptura que se observa entre las configuraciones epistémicas de secun-
daria y las de la universidad es una de las causas importantes del fracaso académico
de muchos estudiantes.
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Contextos extra-matematicos.
Revisidn de la literatura y clasificaciones

“Problemas contextualizados”, “problemas del mundo real”,
“problemas relacionados con el trabajo”, “problemas situados” son sélo
algunos de los diferentes nombres que se dan a las tareas escolares que
simulan situaciones del mundo real.

Revision de la literatura

Los estudios cuyo objetivo ha sido comprender mejor como las
personas solucionan los problemas en su lugar de trabajo (Lave, 1988)
y los que se han interesado en comparar y contrastar el diferente uso
que hacen las personas de las matematicas en la escuela y en el trabajo
(Jurdak y Shahin, 1999 y 2001) han puesto de manifiesto que las mate-
maticas informales e idiosincrasicas son las dominantes en la resolucién
de problemas en la vida cotidiana y en el mundo laboral, mientras que las
matematicas mdas formales son las que predominan en la escuela. Algunos
de estos estudios han puesto de manifiesto que las personas que fracasan
en situaciones matemdticas escolares, pueden ser extraordinariamente
competentes en actividades de la vida diaria que implican el uso del mismo
objeto matemdtico. En situaciones de la vida real en las que las personas
se sienten implicadas, se ha observado que éstas utilizan matematicas
“propias” que pueden ser muy diferentes a las que estudiaron en la escuela.
En estas situaciones el problema y la solucién se generan simultianea-
mente y la persona estd implicada cognitiva, emocional y socialmente.
Estas investigaciones han puesto de manifiesto que los conocimientos se
construyen usdndolos en contextos reales. En la vida diaria, los problemas
son concretos y sélo se pueden resolver si las personas los consideran como
problemas a resolver. También plantean un problema para la Diddctica de
las Matematicas: ¢Como conseguir la transferencia del conocimiento usado
o generado en un contexto a otro contexto diferente? y, mds en concreto,
el problema de la transferencia del conocimiento aprendido en la escuela
a las situaciones practicas de la vida cotidiana y viceversa.

Con relacién a la introduccion de los problemas contextualizados
en el curriculum destaca el proyecto “Realistic Mathematics Education”
desarrollado en el instituto Freudenthal (De Lange, 1996; Reewijk, 1997).
Este proyecto considera que “saber matemdticas” es “hacer matematicas”,
lo cual comporta, entre otros aspectos, la resoluciéon de problemas de la
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vida cotidiana. Uno de sus principios basicos afirma que para conseguir
una actividad matematica significativa hay que partir de la experiencia
real de los estudiantes. Otros principios, importantes, son que hay que dar
al estudiante la oportunidad de reinventar los conceptos matematicos y
que el proceso de ensenanza-aprendizaje debe ser muy interactivo. Segin
De Lange (1996), basicamente se dan cuatro razones para integrar los
problemas contextualizados en el curriculum: (a) facilitan el aprendizaje
de las matematicas, (b) desarrollan las competencias de los ciudadanos, c)
desarrollan las competencias y actitudes generales asociadas a la resolucion
de problemas y (d) permiten ver a los estudiantes la utilidad de las ma-
tematicas para resolver tanto situaciones de otras dreas como situaciones
de la vida cotidiana.

En muchas investigaciones se usan los términos “modelo”, “mode-
lizacién” o “matematizacién” en lugar de contexto y contextualizacion,
con lo que surge la problematica de saber cudl es la linea divisoria entre
estos conceptos. Diversos autores coinciden en entender la modelizacién
en términos de una terna (8, M, R), siendo § una situacién problema real,
M una coleccién de entidades matematicas y R una relacion mediante la
cual objetos y relaciones de S se conectan con objetos y relaciones de M.
Por otra parte, hay bastante acuerdo en que gran parte de la actividad
matematica puede ser descrita como procesos de modelizacién. Este pro-
ceso seguiria las cinco fases siguientes: 1) Observacién de la realidad. 2)
Descripcién simplificada de la realidad. 3) Construccién de un modelo.
4) Trabajo matemdtico con el modelo. 5) Interpretacién de resultados en

la realidad.

Cuando se utiliza el término contextualizacidn, no necesariamen-
te va ligado a “complejidad” mientras que cuando se utiliza el término
“modelizacién” se suele tener en mente un proceso complejo que implica
primero partir de la situacién concreta para, gracias a un proceso des-
contextualizador, obtener un objeto matematico y después, gracias a un
proceso de contextualizacidn, aplicar este objeto a diferentes situaciones
reales. Por tanto, parece razonable utilizar el término “descontextualiza-
cién” para referirse al proceso que va de la realidad al objeto matematico,
“contextualizacién” para indicar el proceso que va del objeto matemadtico a
la realidad, “matematicas contextualizadas” para cuando se pretende que
el alumno realice alguno —o ambos— de estos procesos y “modelizacién”
cuando se presenta a los alumnos una situacion suficientemente rica que
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tenga por objetivo la realizaciéon de los 5 pasos descritos anteriormente
[por ejemplo, Gémez y Fortuny (2002)}.

Clasificacion de los problemas contextualizados

Los problemas contextualizados que normalmente se proponen a
los alumnos son de contexto evocado, es decir presentan una descripcion
escrita de una situacién real. Con relacién a este tipo de problemas, con-
viene hacer una primera clasificacién en funcién de la complejidad de los
procesos necesarios para su resolucién. En un extremo tendriamos proble-
mas contextualizados que se han disenado para activar procesos complejos
de modelizacién, mientras que en el otro extremo tendriamos problemas
relativamente sencillos cuyo objetivo es la aplicacién de los conceptos
matematicos previamente estudiados. Entre estos dos extremos hay una
linea continua en la que podemos situar a la mayoria de los problemas
contextualizados propuestos en el dmbito escolar. Ademds, un mismo
problema puede estar mas o menos cerca de uno de dichos extremos en
funcién del momento en que sea propuesto a los alumnos.

Ortra clasificacion esta relacionada con el momento en que se pro-
pone a los alumnos los problemas contextualizados. Se pueden proponer
a continuacién de un proceso de instruccién en el que se han ensefiado los
objetos matematicos necesarios para la resolucién del problema. En este
caso, el objetivo es que sirvan, por una parte, como problemas de conso-
lidacién de los conocimientos matematicos adquiridos y, por otra parte,
para que los alumnos vean las aplicaciones de las matemdticas al mundo
real. A este tipo de problemas (Font, 2006; Ramos 2006) les llamaremos
problemas contextualizados evocados de aplicacion sison relativamente sencillos
o problemas contextualizados evocados de consolidacion cuando su resolucion re-
sulte mds compleja. En ambos casos, se trata fundamentalmente de aplicar
los conocimientos adquiridos previamente en el proceso de instruccion.

También se pueden proponer los problemas contextualizados al
inicio de un tema con el objetivo de que sirvan para la construccién de
los objetos matematicos que se van a estudiar en esta unidad didactica.
En este caso, no se trata tanto de aplicar conocimientos matematicos
acabados de estudiar, sino que el objetivo es presentar una situacién del
mundo real que el alumno puede resolver con sus conocimientos previos
(matemdticos y no matemdticos). Llamaremos a esta nueva categoria
problemas de contexto evocado introductorios puesto que se proponen al inicio
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de un tema matematico y se han disenado para que queden dentro de
la zona de desarrollo préximo (en términos de Vygotsky). Su principal
objetivo es facilitar la construccién, por parte de los alumnos, de los con-
ceptos matematicos nuevos que se van estudiar en la unidad didéctica.
A su vez, estos problemas pueden ser méds o menos complejos en funcién
de los procesos de modelizacién que se pretendan generar.

Situaciones “ricas” y globalizacion

En muchos casos, los procesos de descontextualizaciéon (mode-
lizacién) se realizan a partir de situaciones de ensefianza-aprendizaje
“ricas” (Font 2005) las cuales, implican también una globalizacién de
los contenidos. Segtn el grado de globalizacién se pueden distinguir las
siguientes categorias:

1) Primer nivel: Intradisciplinariedad. Se establece una relaciéon
interactiva entre los contenidos que forman los diferentes bloques del
curriculum de matematicas.

2) Segundo nivel: Transdisciplinariedad. Una de las dreas asume
el tratamiento simultdneo de contenidos propios y ajenos en el espacio
lectivo que le corresponda.

3) Tercer nivel: Transversalidad. El centro de interés son los deno-
minados temas transversales (Educacion para la Igualdad entre Sexos,
Educacion para la Paz, etc.)

4) Cuarto nivel: Interdisciplinariedad. Exige la colaboracién entre
diferentes dreas, un horario acordado dentro de la jornada lectiva y una
programacion conjunta hacia un idéntico interés.

Las configuraciones epistémicas también pueden ser herramientas
utiles para profundizar en lo que se tiene que entender por “situaciéon
rica” o por globalizacién. Dada una situacién problema es posible que
se pueda resolver por diferentes métodos. Es decir, que pueda formar
parte de dos configuraciones epistémicas diferentes que, a su vez, formen
parte de bloques matematicos muy diferentes (por ejemplo geometria y
dlgebra). Este hecho convierte a la situacién problema en una situacién
potencialmente rica ya que puede permitir la integracién y la conexién
entre contenidos matematicos correspondientes a dos bloques diferentes
del curriculum.
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SITUACION PROBLEMA

CE1 CEZ2

ALGEER ;
GEOMETEIA

Fig. 10 — Configuraciones epistémicas que comparten la misma situacién problema.

Una diferencia importante entre las unidades didacticas que pre-
senten configuraciones epistémicas empiricas como las descritas en el
apartado 7 y las propuestas de globalizacién es que, en el primer caso,
el problema, aunque potencialmente puede ser muy rico, se utiliza para
generar la configuracién epistémica que se corresponde con los contenidos
de la unidad didéctica. En cambio, en una perspectiva globalizadora el
objetivo serd generar varias configuraciones epistémicas diferentes del
mismo problema, de cara a su integraciéon y conexion.

Conclusiones

En este trabajo se ha puesto de manifiesto que el constructo con-
figuracién epistémica resulta util para el analisis de textos matematicos
de distintas épocas y orientacién epistemoldgica, una de las competencias
que debe contemplar la formacién de profesores. También se ha puesto de
manifiesto que los curriculum de algunos paises que consideran sélo dos
tipos de objetos matematicos: conceptos y procedimientos proponen una
“ontologia” demasiado simplista para analizar los textos matemadticos, y
en general la actividad matemadtica sea profesional o escolar.

El andlisis realizado ha puesto de manifiesto que las configura-
ciones epistémicas resultan utiles tanto para el andlisis global de una
unidad didactica como para el andlisis de un texto puntual. También ha
puesto de manifiesto dos tipos de configuraciones epistémicas globales:
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las formales (o intra matemadticas) y las empiricas (o extra matematicas).
Ambas responden a concepciones filoséficas muy diferentes sobre la
naturaleza de las matematicas. Las formales se basan en una concepcién
convencionalista de las matemdticas y suelen “vivir” en las instituciones
universitarias, mientras que las empiricas (contextualizadas, realistas,...)
parten del supuesto de que las reglas matemadticas se pudieran justificar
por su acuerdo con situaciones extra matematicas y suelen “vivir” en las
instituciones de secundaria.

La dialéctica que se produce entre estos dos tipos de configuracio-
nes epistémicas es un tema muy sugerente para la investigacion didéctica
y puede ser el origen de una agenda de investigacién con resultados
relevantes. No entraremos aqui en la discusiéon de si todas las reglas
en matemadticas son convencionales, en el sentido de que no se pueden
justificar por su acuerdo con la experiencia; nos limitaremos a sefalar
que, incluso en el supuesto de que la mayoria de las reglas matematicas
se pudieran justificar por su acuerdo con situaciones extra matematicas,
hay ciertas reglas que indiscutiblemente son convencionales y que, por
tanto, dificilmente se pueden justificar en base a su acuerdo con situaciones
extra matematicas.

Otra conclusién importante es que las configuraciones epistémicas
han resultado muy utiles para explicar los dos usos basicos del término
contexto, el ecolégico y el relacionado con la dualidad extensivo/intensivo.
El segundo consiste en considerar el contexto como un ejemplo particular
de un objeto matematico, mientras que el primero es un uso “ecolégico”
que consiste en enmarcarlo en el entorno
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