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Resumo

As referéncias tedricas constituem ferramentas necessdrias no desenvolvimento de pes-
quisas, em particular, em didédtica da matematica, com o objetivo de fundamentar, com-
preender e interpretar os fendmenos do ensino e aprendizagem. Neste artigo, centramos
uma ateng¢do particular nas referéncias tedricas da didatica francesa que permitiram a
realiza¢do de estudos de objetos matemdticos, como as Integrais Multiplas (IM) usando o
software Maple. Esse ¢, portanto, um estudo tedrico ligado ao trabalho de tese! que visou
estudar as interagdes possiveis entre as representagoes graficas e analiticas de s6lidos nos
problemas de célculo de volume por integrais multiplas, envolvendo o uso de soffwares de
célculos avancados (CAS). Na fundamentagao tedrica da tese, interessamo-nos em estudar
as ferramentas relativas a trés teorias que apresentaremos aqui, as quais esperamos que
venham a ser uteis no desenvolvimento de outras pesquisas.

Palavras-chave: instrumentagio; antropologia da didética; registros de representacdes.

Coordenador do Grupo de Pesquisas em Ensino e Aprendizagem da Matemitica em
Ambiente Computacional - GREMAC — DCET — UESC.

Universidade Estadual de Santa Cruz — UESC. Doutor em Didética da Matemdtica —
UJFG-Franca. E-mail: henry(@uesc.br

Universidade Estadual de Santa Cruz — UESC. Mestre em Educagao Matematica —
USP. E-mail: jpattie(@uesc.br

Université de Montpellier II — Franga. Doutorando em Didédtica da Matematica.
E-mail: luiz.farias@montpellier.iufm.fr

1 Tese intitulada Ensino ¢ Aprendizagem de Integrais Miltiplas: andlise didatica envolvendo o
uso do software Maple. Desenvolvida pelo primeiro autor na universidade supracitada,
sob dire¢do de Jean-Luc Dorier, junto a equipe DDM (Didactique des Mathématiques),
no periodo de 2002 a 2006, com subsidio da Capes (Coordenacio de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior). A tese é redigida em francés e estd disponivel no site
http://tel.archives-ouvertes.fr/

Educ. Mat. Pesqui., Sao Paulo, v. 9, n. 1, pp. 51-81, 2007



Afonso Henriques, Jodo Panlo Attie e Luiz Mdrcio Santos Farias

Abstract

Theoretical references are necessary tools in the development of research particularly in didactics of
the mathematics, with the objective to set up, understand and interpret the education and learning
phenomena. In this article, we pay particular attention in the theoretical references of the French
didactics that had allowed the studies of mathematical objects such as Multiple Integrals (IM) using
the Maple software package. This is, therefore, a theoretical study in connected to the thesis work
that aimed ar the study of possible interactions between the graphical and analytical representations
of solids in calculation problems of volumes by means of multiple integrals, involving the use of (sof-
twares of advanced calculations?) computer algebra systems (CAS). In the theoretical scope of the
thesis, we were interested in studying tools related to the three theories presented here that we expect
t0 be useful in the development of other research works.

Keywords: Instrumentation; Anthropology of the Didactics; Representation Registers.

1. Introducao

Um dos objetivos essenciais das referéncias tedricas nas pesquisas
sobre educacio é permitir fundamentar pesquisas, compreender e interpre-
tar os fendbmenos do ensino e da aprendizagem. Nesse contexto, visando
o desenvolvimento de uma pesquisa em torno do ensino e aprendizagem
das Integrais Mualtiplas (IM), interessamo-nos em estudar as abordagens
tedricas que permitem andlises de um dado objeto matematico em varios
registros de representacdes. Fazemos, assim, referéncia a no¢ao de registros
de representagoes semidticas, que foi introduzida em estudos de funciona-
mento do pensamento (psicologia da aprendizagem) por Duval (1993).
Essa abordagem parece-nos interessante, pois nos permite precisar o que
chamamos de representagio grifica e representagio analitica de um sélido nos
problemas de célculo de volume por IM. Constitui, também, instrumento
importante para interpretar esses tipos de representacdes e as interagoes
entre elas, bem como entre os objetos manipulados pelo soffware Maple
e os manipulados pelos estudantes utilizando esse soffware. No entanto,
essa teoria, por si s6, ndo ¢ suficiente para estudar, de maneira eficaz,
as questdes que se colocam no contexto geral da nossa pesquisa, dado
considerarmos a dimensao znstztucional como essencial. Encontraremos,
nesse ultimo aspecto, um apoio na abordagem antropolégica da didética
(TAD) desenvolvida por Chevallard (1999). Além disso, por utilizarem
o ambiente computacional, nossos estudos teéricos conduziram-nos a
considerar a dimensao /nstrumental da aprendizagem em ambientes com-
putacionais. Nesse sentido, encontramos fundamentagdes em trabalhos de
pesquisas em ergonomia cognitiva, relativos a aprendizagem da utilizagdo
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de ferramentas tecnoldgicas. Fazemos, assim, referéncia a teoria da ins-
trumentacao proposta por Rabardel (1995). Neste artigo, propomo-nos
a apresentar os estudos relativos a essas teorias, na ordem inversa em que
aparecem nesta introdugéo.

2. A teoria da instrumentacao

Essa teoria é procedente de trabalhos em ergonomia cognitiva, e
refere-se a aprendizagem da utilizagao de ferramentas tecnoldgicas.

O ponto de partida dessa teoria é a idéia de que uma ferramenta
nao é, automaticamente, um instrumento eficaz e pratico. Um martelo,
por exemplo, é um objeto sem significado, salvo quando se tem algo (apro-
priado ao instrumento) para aprofundar, inserir, moldar, transformando-o
assim em um instrumento util. Da mesma forma, algumas ferramentas
sdo mais apropriadas que outras, dependendo do tipo de utilizacao a que
se propde. Um balde, por exemplo, é muito mais adequado a tarefa de
“transportar 4gua” do que uma peneira ou uma colher, salvo, neste dltimo
caso, se o volume de dgua necessario for muito pequeno. Essa idéia apli-
ca-se também a qualquer outro objeto que se apresenta como uma ferra-
menta (em nosso caso, diddtica), como o computador ou um soffware. O
processo de aprendizagem no qual um artefaro torna-se progressivamente
um znstrumento é chamado génese instrumental. “O sujeito deve desenvolver
competéncias para identificar problemas dos quais um dado instrumento
¢é adaptado e, em seguida executa-los por meio desse instrumento”, afirma
Drijvers (2002, p. 218).

Nos ultimos anos, numerosos sdao os pesquisadores em didatica
que dao atencdo a essa perspectiva tedrica, tais como Artigue (1998),
Lagrange (2002), Drijvers (2002), Trouche (2002), entre outros. Esse
ultimo, por exemplo, sublinha que: “Os trabalhos recentes em ergono-
mia cognitiva oferecem elementos teéricos que permitem compreender
melhor os processos de apropria¢ao de calculadoras complexas”. Rabardel
(1995), no que se refere a formagao, em geral, e ao ensino, em particular,
propds essa teoria como uma abordagem para a modelizagao didatica,
onde, essencialmente, distingue ferramenta (artefato) como o que é dado
ao sujeito de znstrumento, que é construido pelo sujeito. Essa construcdo
ou génese instrumental é um processo complexo, aliado as caracteristicas do
artefato — suas potencialidades e suas limitagdes e as atividades do s#jeizo —,
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seus conhecimentos, suas experiéncias anteriores e suas habilidades
(ibid., p. 195).

Portanto, ndo podemos considerar o ustrumento como algo dado,
fornecido. Ao contrério, ele é construido pelo sujeito ao longo de um
processo de génese instrumental. A transformacio de artefatos em instru-
mentos aparece como resultado de processos complexos, que colocam,
simultaneamente, em jogo, 0 s#jeito com as suas competéncias cognitivas,
0 artefato, com suas caracteristicas préprias, e 0 objero para o qual a acao é
dirigida. Estes trés pSlos (Figura 1), condicionados pelo ambiente de apren-
dizagem no qual estdo inseridos, levaram Rabardel (ibid.) a considerar um
instrumento como uma entidade mista, formada por dois componentes: por
um lado, um artefato (material ou simbélico) produzido pelo szjeizo ou por
outros. Por outro lado, um (ou varios) esquema(s) de utilizacao associado(s),
resultante(s) de uma construcao prépria do szjeito, autdbnomo ou de uma
apropriacdo de ESU (esquemas sociais de utilizagao), estes ja formados
externamente a ele (ibid., p. 117).

Por conseguinte, a integragiao de ambientes computacionais (como
softwares educativos) as atividades matemadticas conduz a construgdo de
esquemas de utilizagao mais ou menos adaptados e mais ou menos eficazes.
De acordo com Rabardel, os esquemas sdo multifuncionais. Postos em
situagdes precisas, ajudam a: compreendé-las (sua funcao “epistémica”);
agir, transformar, resolver (sua funcdo pragmatica); organizar e controlar
a a¢ao (sua funcdo heuristica).

O autor apresenta os esquemas de utilizagdo em trés categorias:
esquemas de uso — correspondentes as atividades relativas a gestao das carac-
teristicas e propriedades especificas do artefaro; esquemas de agao instrumental —
correspondentes as atividades para as quais o arfefato é um meio de rea-
lizagdo, e esquemas de atividades coletivas instrumentais — correspondentes a
utilizac@o simultidnea ou conjunta de um instrumento num contexto de
atividades, respectivamente, compartilhadas ou coletivas.

Para a anilise de atividades instrumentais (Rabardel, 1995) e
(Verillon, 1996) propdem o modelo SAI (Situacdes de Atividades Ins-
trumentais) (Figura 1), delineando as relacOes entre o sujeito e o objero
sobre o qual ele age. O objetivo essencial é evidenciar a multiplicidade de
interacoes que intervém nas atividades instrumentais. Além da interacao
usual sujeito-objero {S-O1, outras interacdes sao consideradas, tais como as
interagOes entre o szjeito e o instrumento [S-il, o instrumento e objeto [i-O} e o
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sujeto e objeto, pela me-
diagao do instrumento
[S(1)-O1. Esse sistema
¢, por sua vez, inscrito
num ambiente consti-
tuido pelo conjunto
das condigoes (poten-
cialidades, limitagoes, K Ambiente j
etc.) que intervém nas
atividades instrumen-

Figura 1

tais. Verillon (ibid.) sublinha que esse modelo permite analisar os pro-
cessos aliados ao uso de arrefaros. Assim, Rabardel (1995) distingue duas
dimensdes no processo de génese instrumental: a instrumentagao, orientada
a constituicdao de esquemas de utilizacio, e a instrumentalizacao, que se
refere a emergéncia das propriedades funcionais e estruturais do artefazo.
Nessa distin¢ao, Vérillon (1996) explica:

A instrumentagio® consiste na elaboragdo da relacdo [S-il: o sujeito
deve construir os esquemas, os procedimentos, as operacdes necessarias
para a implementacgdo do artefato. Ele pode, por exemplo, considerar,
nessa relagao {S-i}, situacdes construidas em outros contextos com outros
artefatos ou, a0 contrario, construir novas relagoes, de maneira a explora-
las ou elabori-las por imitagdo.

A instrumentalizacao diz respeito a construcdo das relagoes {i-Ol.
O sujeiro atribui ao znstrumento uma possibilidade de agir sobre o objeto
O e constréi as propriedades funcionais que permitem a realizacao dessa
possibilidade de agao. Essa acao pode, eventualmente, ser diferente daquela
prevista inicialmente pelo autor do arsefato.

Em nossa pesquisa, o objero O é um objeto matematico, denominado
Integrais Multiplas (IM), o sujeito S é um estudante de uma institui¢ao do
ensino superior e o instrumento 1 é um software relativamente conhecido, o
Maple. A modelizagio, por instrumentagio e instrumentalizagio vai descrever
a forma pelo qual o instrumento influi na constituicao da relagao {S-O} do
sufeito com esse objeto. Essa relacao denotada [S(i)-O} aparecerd em todas
as situagOes nas quais o Maple estiver disponivel. Nesse caso, o zustrumento
nao pode ser considerado, definitivamente, neutro em relagao ao célculo

2 Nessa dimensio, o sujeito adapta seu problema aos recursos do artefato. E, na instrumen-
talizagdo, o sujeito modifica as propriedades do artefato, para resolver seu problema.
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das IM. Ou seja, o instrumento ndo se integra naturalmente nas atividades
do sujerto. Além disso, para realizar certas atividades com auxilio de um
instrumento, é também necessario desenvolver competéncias sobre as #écnicas
instrumentais. De acordo com Lagrange:

A utilizagdo de recursos computacionais {em especial do soffware
Maple} multiplica as possibilidades de um estudante agir na
resolugao de problemas: as abordagens numéricas ou gréficas sao
mais faceis e potencialmente mais eficazes do que as que utilizam o
unico tratamento com papel/lapis {...1. As técnicas utilizadas com os
novos recursos, que chamaremos técnicas instrumentais, nao se reduzem
apenas ao “apertar de teclas”. Nas suas variedades, elas podem ser
vistas como elementos fundamentais no “trabalho de técnicas” que
podem garantir a conceitualizagdo. (2002, pp. 152 e 169)

Desse modo, para analisar os recursos do ambiente computacional
Maple e compreender como tais recursos podem contribuir no estudo das
interagOes possiveis entre as representagies grdficas e analiticas de sélidos
num problema de célculo de volume por IM, é importante considerar as
duas dimensdes (znstrumentagio, instrumentalizagio), bem como as técnicas
instrumentais executdveis nesse ambiente. Nessa perspectiva, é necessa-
rio analisar os comandos disponiveis no sgffware e as suas sintaxes. Pois
elas, seguramente, intervém na constituicao de esquemas de utilizagio nos
célculos das IM.

Essa andlise deve permitir a melhor identificagao das potencialidades
e dos entraves que o utilizador do Maple pode encontrar na implementa-
¢ao dos objetos matematicos em questao. Nesse tipo de analise, Trouche
(2002) distingue trés tipos de entraves, que concorrem na pré-estruturacao
da ag¢do do sujeito e que devem ser analisados, ndo de maneira geral, mas
em relagdo a um dado tipo de problemas:

Entraves internos (no sentido de entraves fisico-eletrénicos) ligados
de maneira intrinseca ao material: trata-se de informagoes que podem ser
acessiveis ou ndo, mas que o s#jeito ndo pode alterar utilizando as Gnicas
funcionalidades do artefaro; nao aparecem nem como objetivo, nem como
resultado, ao longo da realizacao de um exercicio (ibid., p. 197).

Entraves de comandos ligados a existéncia e a forma, ou seja, a sintaxe,
dos diferentes comandos: trata-se de informagdes que sdo acessiveis na
interface e que o sujeito pode utilizar ou alterar com certos limites, para
obter um resultado (ibid.).
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Entraves de organizagao, ligados a organizacao do teclado e do mo-
nitor, ou seja, a estruturacao das informagoes e dos comandos disponiveis:
trata-se também neste caso, de informacdes que sdo acessiveis na interface
e que o sujeito pode utilizar ou alterar com certos limites para obter um
resultado; elas aparecem como elementos de uma técnica de realizacdo
de um tipo de exercicio (ibid., p. 199).

Relativamente ao célculo de uma integral dupla ou tripla, o software
Maple pode realizar certos procedimentos (tais como mudanca de varidveis,
célculos de primitivas de integrais iteradas, etc.) internamente, fornecendo
automaticamente o resultado, sem que sejam detalhadas as diferentes
etapas possiveis. O estudante podera aceitar tal resultado ou recusa-lo sem
ter os elementos de controle que podem lhe permitir compreender como
tal resultado foi arquitetado. Além disso, tais procedimentos sio muitas
vezes inacessiveis e o sujeito nao pode alterd-los diretamente. No entanto,
uma reorganizacao possivel do processo de instrumentacio pode,  priori,
permitir ao sujeito obter algum controle sobre o resultado, bem como
uma analise critica das funcionalidades dos recursos do soffware. Portanto,
podemos analisar o papel de certos entraves de softwares educativos a partir
das trés tipologias evocadas por Trouche.

Relativamente as duas distingdes do processo de génese instrumental
sublinhadas por Rabardel (1995), a dimensao de znstrumentagio é orien-
tada a constituigdao de esquemas de utilizagao. De acordo com o autor, o
processo de instrumentagio requer a mobilizagdo de conhecimentos ma-
temdticos. As situacOes e os meios organizados em torno de um artefato
requerendo estratégias instrumentais possuem a capacidade de contribuir
na aquisi¢do de conhecimentos.

Assim, podemos enfatizar que a construcao dos esguemas de utiliza-
¢do na realizagdo de certos exercicios de representagio grifica de fungdes de
duas varidveis e de célculo de integrais necessita, além do desenvolvimento
de competéncias sobre os comandos do soffware e as suas sintaxes, da
mobilizagao dos objetos matematicos visados. Por exemplo, a realizagdo
de uma representacao grifica de dois planos perpendiculares (no Maple) a
partir de certas fungdes de duas varidveis, requer do szjezto a construgao de
um esquema de representacdo grafica. Varios desses esquemas sao possiveis
e colocam em jogo diferentes conhecimentos matematicos que requerem
competéncias da parte do szjeito sobre a utilizagao de recursos adequados
desse software. Nesse contexto, os exercicios propostos aos alunos, as
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técnicas disponiveis para resolvé-los e as suas justificativas tecnolégica-
teéricas dependem de um conjunto de dados relativos a zustituicao na qual
as representacdes graficas em 3D sdo objetos de estudo. Nesse sentido, “A
questdo da aprendizagem matematica (quer seja por técnicas papel/lipis
ou instrumentais) coloca-se em termos de relagies pessoais e institucionais
a dados, objetos e seus desenvolvimentos articulados”, afirma Artigue
(1998, p. 9).

Assim, podemos afirmar que o estudo das praticas dos objetos do
saber, em particular o cdlculo das IM e a utilizagdo de um software como o
Maple, na instituigio onde vive esse objeto, torna-se essencial. Encontramos
nesse aspecto uma fundamentagao na teoria antropoldgica da didética
(TAD) desenvolvida por Chevallard, que apresentamos a seguir.

A TAD ajuda-nos a pensar a dimensao técnica e instrumental do
trabalho matemadtico, que, nas anélises didéticas, é freqlientemente
deixada no segundo plano, em proveito de anélises de natureza
mais conceitual. (1992, p. 9)

3. A teoria antropologica da didatica

Essa abordagem, desenvolvida por Chevallard (1992), inscreve-
se no prolongamento da teoria da transposi¢io didatica. Ela considera os
objetos matemdticos, ndo como existentes em si, mas como entidades que
emergem de sistemas de préticas que existem em dadas instituicies. Esses
sistemas ou praxeologias sao descritos em termos de exercicios especificos
daquele objeto, das ténicas que permitem resolvé-los e através dos discursos
que servem a explicar e justificar as técnicas. Essas técnicas podem ser
caracterizadas do ponto de vista instrumental.

Segundo Chevallard, a didética de ciéncias, como todas as didaticas,
inscreve-se no campo da antropologia social, ou seja, o campo do estudo
do homem. Da mesma maneira que existe uma antropologia religiosa ou
uma antropologia politica, cujos objetos de estudos sdo, respectivamente, a
religido ou a politica, Chevallard (1992) propde elaborar uma antropologia
didatica, cujo objeto de estudo seria a didética, a fim de estudar, por exem-
plo, fendmenos acerca do comportamento do aluno diante de um problema
matematico. O ponto de partida dessa abordagem é que “tudbo ¢ objero”. O
autor distingue, no entanto, os tipos de objetos especificos, a saber: instituicoes
(I, pessoas (X) e as posighes que ocupam as pessoas nas instituigdes. Ocupando
essas posigOes, essas pessoas tornam-se sujestos das instituigdes — sujeitos
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ativos que contribuem para a existéncia das zustituigoes. O conhecimento —e
o saber, como certa forma de organizacido de conhecimento — entra entdo
em cena com a nogao de relagio que desenvolvemos a seguir.

3.1 Relacao pessoal, relacao institucional

Um objeto O do saber existe na medida em que uma pessoa X ou
uma institui¢ao I o reconhece como existente. A figura

ao lado esquematiza as relagbes entre os termos primi- I
tivos (instituicao, objeto do saber e pessoa) que Chevallard 1
explica como segue: 0<>X

Um objeto O existe para uma pessoa X se existe
uma relacio pessoal, denotada R(X, O), da pessoa X
ao objeto O. Isto é, a relacdo pessoal O determina a maneira como X
conhece O. De maneira andloga, define-se uma relagio institucional de
I a O denotada R(I, O) que exprime o reconhecimento do objeto O pela
institui¢@o I. O é, assim, um objeto da instituicao I. Essas relacdes podem
também ser representadas da seguinte maneira.

R(X,0) |relacio pessoal de X a O < X conhece O
R, O) |relagdo institucional de I a O < I conhece O

Segundo Chevallard (1989),

Todo saber é ligado a0 menos a uma institui¢ao, na qual é
colocado em jogo, em um dado dominio real. O ponto essencial
é, portanto, que um saber nao existe in vicuo, num vazio social.
Todo conhecimento aparece, num dado momento, numa dada
sociedade, ancorado numa ou numas instituigoes.

A relagao pessoal de uma pessoa a um objeto de saber s6 pode ser
estabelecida quando a pessoa entra na instituiciao onde existe esse objeto.
Assim, do ponto de vista da abordagem antropoldgica, consideramos,
por exemplo, as Integrais Multiplas como objeto O do saber e o curso de
Matemitica como instituicao I onde existe O.

No que diz respeito a integragdao de novas tecnologias no ensino
da matematica, também é possivel nos questionarmos sobre o reconhe-
cimento dos znstrumentos tecnoligicos pelas instituicdes. Nesse contexto,
propomo-nos estudar o zzstrumento, particularmente o Maple, como objeto
da instituicao, da maneira que segue.
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3.2 Relacao institucional a um instrumento

Suponhamos que o objeto O, ao qual se refere
Chevallard, seja 0 mesmo objeto do saber ao qual
Rabardel (1995) faz referéncia nas situacies de ati-
vidades instrumentais (SAI), e que o instrumento, que
denotamos por i, seja oficialmente reconhecido pela
instituiggo 1 onde existe o objeto O. Se o ensino, a

aprendizagem de O e o instrumento i encontram-se em

Figura 2 I, e nesse encontro ha intengdes de I que se traduzem
por praticas existentes nessa institui¢ao, através de técnicas instrumentais
de i ou de técnicas tradicionais papel/ldpis utilizadas para se trabalhar com
O, entéo, podemos falar da relagio institucional e pessoal a um instrumento i.
A Figura 2 esquematiza essas relacdes, levando em conta os trés termos
primitivos considerados por Chevallard, que agora passam a interagir com
o nstrumento ao qual Rabardel se refere, quando i se torna um instrumento
da #nstituigio 1. O que se pode traduzir da seguinte maneira:

Um znstrumento 1 existe oficialmente para uma znstituicao I se existem
as relacdes denotadas R(1,1) e R(I, O), respectivamente, da instituicao I ao
instrumento 1 e da instituigao 1 ao objeto O, que se traduzem por praticas
existentes nessa institui¢ao, seja ou nao por meio de técnicas instrumentais
de i. Assim, a luz da teoria antropoligica e da instrumentagio, podemos
falar, por exemplo, da relagao institucional as Integrais Miltiplas utilizando
o ambiente computacional Maple, que denotamos por R(L,i)eR(I,0) ou
simplesmente R{L,(i,0)}, assegurando assim a utiliza¢do oficial de i nas
praticas desenvolvidas em torno de O, em 1.

Da mesma maneira, um zustrumento i existe para uma pessoz X se
existe uma relacio denotada R(X, i) da pessoz ao instrumento i e a relagdo
pessoal de X a O denotada R(X,0) que determina a maneira como
X conhece O. Nesse caso, falamos da relacao pessoal as Integrais Miltiplas
utilizando o nstrumento i, denotada R[X,(i,0)}. Ou seja:

relacdo institucional ao instrumento: seie O se

R(I, i)eR(I, O) = R{L,(1,0)}: encontram na institui¢ao I em torno do ensino e
aprendizagem de O com i.

R(X, i)eR(X, O) = R[X,(i,0)}] : | relacao pessoal de X a O por mediacio do instrumento i.

Além dos conceitos préprios das relagies institucionais e pessoais aos
objetos do saber e/ou aos ambientes computacionais de aprendizagem, é
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conveniente destacar a natureza ou as praticas de ensino dos objeros nas
instituicoes. Para isso, é importante apelar a outra vertente da TAD.

3.3 A abordagem praxeoldgica

Uma relagao institucional é, em particular, diretamente ligada as
atividades institucionais que s@o solicitadas aos alunos. Ela é, de certa
maneira, caraterizada por diferentes tipos de exercicios que os alunos de-
vem efetuar e por razdes que justificam tais tipos de exercicios. A relagio
institucional a um objeto (R(1,0)) é, portanto, descrita por um conjunto
de préticas sociais que funcionam numa institui¢do envolvendo esse
objeto do saber.

De acordo com Chevallard, o saber matemdtico, enquanto forma
particular do conhecimento, é fruto da agdao humana institucional, e é
algo que se produz, se utiliza, se ensina ou, de uma forma geral, que
transita nas institui¢des. Chevallard prop6s a no¢ao de organizacio praxeo-
logica ou simplesmente praxeologia (como conceito-chave) para estudar
as prdticas institucionais relativas a um objeto do saber e em particular as
praticas sociais em matemdtica. Ele se prop6s a distinguir as praxeologias
que podem se construir numa sala de aula, onde se estuda esse objeto,
a analisar a maneira pela qual pode se construir o estudo desse objeto
e que pode permitir a descricdo e o estudo das condicdes de realizagao.
A abordagem praxeoligica é, portanto, um modelo para anélise da agdo
humana institucional. Com efeito, as praxeologias sao descritas em termos
das quatros seguintes nogdes:

1. (Tipo de) Exercicios 3. Tecnologia
2. (Tipo de) Técnicas 4. Teoria

Essas no¢des permitem a modelacdo das praticas sociais em geral e
das atividades matematicas em particular, desenvolvidas a seguir.

Exercicio

E adotado o simbolo T' para representar um #ipo de exercicio identi-
ficado numa praxeologia, contendo a0 menos um exercicio ¢. Essa nogéo
supde um objeto relativamente preciso. Subir uma escada, por exemplo, é
um #ipo de exercicio, mas subir, assim isolado, ndo o é. Da mesma forma,
calcular o volume do sélido delimitado pela superficie S é um tipo de exercicio;
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mas calcular, assim isolado, é um género que requer um determinativo. As-
sim, exercicios, tpo de exercicios, género de exercicios nao sao dados da natureza:

sdo “artefatos”, “obras”, “construtos” institucionais, cuja reconstru¢io em
tal instituicdo é um problema inteiramente objeto da didatica.

Técnica

Uma técnica, denotada por T, é uma maneira de fazer ou realizar
um tipo de exercicios T. Com efeito, uma praxeologia relativa a T, ne-
cessita de maneiras de realizar os exercicios t€T, isto é, de uma técnica,
do grego tekhné, que significa saber-fazer. Assim, para um dado tipo de
exercicios T existe, em geral, uma tnica técnica ou a0 menos um conjunto
de técnicas reconhecidas institucionalmente (com exceg¢do das possiveis
técnicas alternativas que podem existir, mas em outras instituicdes) que
permitem realizar t€T.

Tecnologia

A Tecnologia, denotada por 0, é um discurso racional (o logos) tendo
por objetivo justificar a técnica T, garantindo que esta permita realizar os
exercicios do tipo T. Uma segunda funcio da tecnologia é a de explicar,
tornar compreensivel a técnica.

Se a primeira fungdo — justificar a técnica — consiste em assegurar
que a técnica permita alcangar o pretendido, a segunda fungido — explicar
— consiste em expor por que ¢ daquela maneira. E notével que as duas
funcdes, justificagio e explicagio, sao assumidas diferentemente por uma
dada recnologia. Tradicionalmente, no contexto matematico, a fungdo de
Justificagio carrega com ela a fungao de explicacdo, pelo viés das exigéncias
demonstrativas. Exemplo: um aluno memoriza uma determinada zecrolo-
gia (teorema ou férmula), chega a resolver certos tipos de exercicios com
essa tecnologia, mas, as vezes, ndo sabe explicar o porqué do resultado
encontrado.

Teoria

A Teoria, representada por ®, tem a funcio de justificar e tornar
compreensivel uma tecnologia .
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Organizacao praxeolégica

As quatro nocoes: tipo de exercicio (T), técnica (T) tecnologia (0) e
teoria (©) descrevem uma organizacio praxeoligica completa {T/t/0/@},
decomponivel em dois blocos [T/t} e {8/O1, constituindo, respectiva-
mente, 0 saber-fazer {praxe} e o ambiente recnoligico-tedrico {logos]. Dessa
forma, podemos afirmar que produzir, ensinar e aprender matemdatica sao
agdes humanas que podem ser descritas conforme o modelo praxeoligico.
Nesse sentido, a organizagio praxeoligica relativa as atividades matemdticas
é uma organizagio matemdtica.

Segundo Matheron:

Essa organizagdo permite estudar uma mesma nogao matemdtica
designada com mesmo nome, mas com organizagao matemdtica
de naturezas diferentes, se desenvolvidas no seio de institui¢es
diferentes. Esse ponto de vista ressalta o aspecto ecoldgico relativo
a um objeto O, quer dizer, o aspecto do questionamento da
existéncia real ou da inexisténcia desse objeto na institui¢ao onde
vive uma dada organizagio matemdtica. Essa dimensao ecolégica
nos permite questionar: como é ensinado um objeto identificado
num livro didatico? Que tipo de exercicios (tarefas) a realizar e com
que tipo de técnicas disponiveis (ou ndo)? Qual é a organizagio
matemdtica, e por consequiéncia, que tipo de progressao considerar?
(2000, p. 52)

Analisar a vida de um objeto matemadtico numa znstituicao, com-
preender sua significagdo para essa instituicao, ¢é identificar a organizacio
matemdtica que coloca esse objeto em jogo. Nesse paradigma, nés procura-
mos estudar a organizagio matematica relativa ao calculo de volumes, que é um
dos objetos reveladores de praxeologia completa de calculo das integrais
(simples e/ou multiplas) nas institui¢des do ensino superior.

A nogao de organizagio praxeoligica e a nogao de relagio institucional
proporcionam, a partir de um estudo ecoldgico dos livros diddticos e de pro-
gramas de cursos, ferramentas que podem permitir que se respondam as
questdes de pesquisa que se colocam no contexto desse quadro. Assim,
¢é importante analisar os livros e os programas na #nstituigio considerada,
pois eles permitem obter dados oficiais de objetos de ensino.

De acordo com Bessot (1994), existem, nos livros didéticos, in-
dicadores lingiiisticos que decompdem o texto do saber ensinado. Um
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saber (em particular matematico) deve ser observado como um objeto
suscetivel de transformar-se sob exigéncias de outros objetos com os quais
interage. O estudo de um objeto do saber nédo deve, por conseguinte, ser
conduzido de maneira isolada. Chevallard (1994) teoriza esse fendmeno
numa abordagem que ele designou ecologia de saberes, baseada em nogoes
provenientes da ecologia, as de habitat e de nicho.

Nessa abordagem, o habitat é definido como o lugar de vida e o
ambiente conceitual de um objeto do saber. Trata-se, essencialmente, de
objetos com os quais interage, mas também das situagdes de ensino nas
quais aparecem as manipulacdes e experiéncias associadas. O nicho ecoligico
descreve o lugar funcional ocupado pelo objeto do saber no sistema ou
praxeologia dos objetos com os quais interage.

Essa idéia de interdependéncia dos objetos de saber é destacada
por Bosch e Chevallard (1999) quando sublinham que:

A abordagem antropolégica modela o saber matematico em
termos de objetos e de interdependéncias entre si. Dessa visao
voluntariamente unitdria do universo matematico onde “todo é
objeto” emergiu o questionamento sobre a “natureza” dos objetos
matemdticos chamados normalmente “conceitos” ou “nogdes”... Essa
questdo retorna ao problema da descri¢ao das praticas institucionais
onde o objeto é engajado, problema ao qual é necessario responder
em termos de organizagdo praxeoldgica. (1999, p. 87)

Como jd evocamos mais acima, nessa organizag¢ao, colocamo-nos
questoes sobre os tipos de exercicios e as técnicas que compdem praxeologias
institucionais (onde é suposto intervir sobre o objeto estudado) e sobre
os elementos tecnoldgicos e tedricos que descrevem e justificam tais praticas.
Nesse contexto, e para retornar as nogoes fundamentais da abordagem antropo-
ligica, Bosch e Chevallard, sustentam a idéia de que, nessa organizacao, a
implementagdo de uma téenica para realizar um tipo de exercicio se traduz
pela manipulagao de objetos ostensivos a partir dos nao-ostensivos, dos quais
trataremos a seguir.

3.4 Os ostensivos e hao-ostensivos

As questdes da “natureza” dos objetos matematicos e a da sua
“fun¢ao” na atividade matematica levaram a estabelecer uma dicotomia
fundamental entre dois tipos de objetos: de um lado os objetos ostensivos
e de outro lado os objetos nao-ostensivos.
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* Os ostenszvos® sao todos os objetos que tém uma natureza sensivel,
uma certa materialidade, que, com efeito, adquirem para o sujeito
humano uma realidade perceptivel.

* Os objetos ndo-ostensivos sao objetos que, como as idéias, as
intengbes ou os conceitos, existem institucionalmente sem, no
entanto, poderem ser vistos, ditos, entendidos, percebidos ou
mostrados por si: eles s6 podem ser evocados ou invocados a partir
da manipulagao adequada de objetos ostensivos associados.

Por exemplo:

1ol gl

Escrever LLLdydzdle(volume do cubo {0,11) pode ser
visto como uma simples manipulagdo de objetos oszensivos, mas
esse célculo nao poderia se efetuar, intencionalmente, sem a
intervencao de certos objetos nao-ostensivos especificos, tal como
a nocao de integrais triplas.

Em geral, em toda atividade humana h4 a co-ativagao de objetos
ostensivos e nao-ostensivos. (Ibid., p. 92)

A ostensividade da qual falam Bosch e Chevallard se refere, mais
geralmente, ao conjunto de sentidos ou “significagies”, no qual a visdo e a
audi¢do desempenham um papel privilegiado. Além da perceptividade
dos ostensivos, 0 que os caracteriza é o fato de serem “manipuliveis” pelo
homem. Um som pode ser feito (e percebido), um grafismo pode ser
tracado (e lido), qualquer objeto material pode ser manipulado concre-
tamente de diversas maneiras. Chevallard utiliza o termo manipulacao
para designar os diversos usos possiveis de objetos ostenszvos pelo homem.
E essa manipulagdo concreta que permite distinguir os objetos ostensivos
dos nao-ostensivos. Contudo, esses dois tipos de objetos sao unidos por uma
dialética que considera os ultimos como emergentes da manipulacdo dos
primeiros e, por conseguinte, como meios de orientagdo e de controle
dessa manipulacdo. Os objetos ostensivos constituem, portanto, a parte
perceptivel da atividade humana, que se percebe mais pelos observadores
na realizagdo de uma tarefa do que pelos autores.

Para Bosch e Chevallard (1999):

[...}naandlise do trabalho matemadtico, os objetos ostensivos fazem
parte do real empirico acessivel por significagao. Por contraste, a

3 Do latim oszensu “que se pode mostrar, que se patenteia, representar com insisténcia”.
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presenca de tal ou qual #ao-ostensivo numa pratica determinada, s6
pode ser induzida ou suposta a partir de manipulagdes de oszenszvos
institucionalmente associados {...}. A intervencao dos nao-ostensivos
na “praxis” manipulativa de objetos ostensivos pode proporcionar
aos ndo-ostensivos o estatuto de condi¢ao de uma manipulacio
adequada dos instrumentos ostensivos. (Ibid., pp. 92-93)

Assim, de acordo com os autores, um objeto ostensivo é, sobretudo,
considerado como um possivel znstrumento da atividade humana. Ou seja,
como uma entidade que permite, em associacio com outros, conformar
técnicas que permitem realizar certos exercicios ou trabalhos. Como a
abordagem antropoligica descreve o saber matemdtico em termos praxeologicos
compostos de tipos de exercicios, de técnicas (que constituem a praxis ou
“saber fazer”), de tecnologias e de teorias (que constituem o “Jogos” ou
“saber”), Bosch e Chevallard insistem no fato de que essas organizagdes
praxeoldgicas sdo perceptiveis por meio dos objetos ostensivos que com-
poem exercicios, técnicas, tecnologias e teorias através das diferentes maneiras
de ativéd-los. Esse trabalho com ostensivos deve, a0 mesmo tempo, ser
eficaz, legivel e compreensivel. Tudo isso contribuird para proporcionar
aos ostensivos seus valores instrumentais e semidticos. Nesse contexto,
os autores véem, no plano do desenvolvimento da matemadtica, “novas
criaghes ostensivas, novas maneiras de manipular os ostensivos antigos”,
mas também a perda de certas maneiras de falar, de escrever ou de efetuar
certos gestos. Tal “evolucdo ostensiva” ndo se realiza nunca de maneira
uniforme e universal, mas depende estritamente dos znstrumentos e das
condicdes ecoldgicas que eles sao capazes de criar para fazer viver determi-
nadas praxeologias (ibid., p. 113).

As novas criagdes ostensivas, bem como as novas maneiras de ma-
nipular antigos ostensivos dos quais falam Bosch e Chevallard, podem ser
vistas no Ambito da integrac¢ao das tecnologias contemporineas no ensino
da matematica. Nesse sentido, Lagrange (2000), interessando-se pelos
objetos novos (que os ambientes computacionais introduzem nas situacdes
de ensino e de aprendizagem), questiona-se sobre as relaces entre os ob-
jetos manipulados por um soffware e os objetos ostensivos e nao-ostensivos do
trabalho matematico. A complexidade dessas relagdes permite questionar
a forma como os estudantes podem apropriar-se de tais objetos. O autor
mostra, entao, como os trabalhos recentes integram a teoria cognitiva
dos instrumentos para abordar esta questdao. Além disso, assinala a impor-
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tancia atribuida ao tratamento de registros de representacdo semidtica e
as conversdes entre registros em situacoes de utilizacdo de um ambiente
computacional em atividades matematicas. Segundo ele

{...] a abordagem de Raymond Duval é nomeadamente uma
conceitualizacao que coloca adiante o trabalho intra e inter-
registro na anélise de atividade matemadtica. O estudo das
exigéncias de funcionamento cognitivo ligadas ao tratamento num
registro e as conversoes de um registro em outro, em situacgoes de
utiliza¢gao de um ambiente computacional é de grande interesse.

(1996, p. 58)

Conforme sublinhamos anteriormente, a no¢ao de registro de
representacao semidtica vai permitir-nos precisar o que chamamos de re-
presentagio grdfica e analitica de um sélido. Ela vai igualmente permitir-nos
determinar as ferramentas para interpretar esses tipos de representacdes
(e suas coordenagdes) em relagdo aos objetos manipulados pelo soffware
Maple e aos manipulados por um aluno utilizando esse soffware. Recor-
remos precisamente a essa abordagem pelo fato de que, no estudo das
Integrais Multiplas, quando realizamos o célculo de volumes, fazemos
referéncias aos sélidos. Esses sdao representdveis em varios registros, em
particular os registros grafico e analitico. Do ponto de vista matematico,
destaca-se bem que os dois registros vao interagir nas praticas institucio-
nais sobre os calculos de volumes. E, do ponto de vista didatico, a no¢ao
de registro pode ser capaz de nos fazer compreender melhor essa inte-
ragdo no trabalho matemadtico sobre o calculo de volumes por Integrais
Multiplas. Propomo-nos, assim, a estudar a abordagem proposta por
Duval, que apresentaremos a seguir.

4. A nocao de registros de representacao semiotica

Na matematica, os objetos ndo sao acessiveis, a nao ser através de
suas representagoes. Esse termo, “representagdo”, tem, as vezes, seu signi-
ficado de certa forma distorcido dentro da area. De fato, o termo é muitas
vezes utilizado naturalmente sob sua forma verbal, na qual representar
assume o significado de “simbolizar” ou até mesmo “descrever”.

Uma expressao, uma nogdo, um simbolo representam objetos matema-
ticos tais como um nzmero, uma fungio, um ponto, um cércuo, o que significa
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dizer que os objetos matematicos ndo devem jamais ser confundidos com
suas representagoes. Toda confusdo implicard uma perda de compreensido
e, consequentemente, os conhecimentos adquiridos se tornam inutilizaveis
no seu contexto de aprendizagem. A distingao entre um objeto e sua repre-
sentagio é, portanto, um ponto estratégico na compreensao da matemética.
Esses principios, entre outros, levaram Duval a se interessar pelo estudo
de representacoes semidticas de objetos matematicos. Segundo ele,

[...} existe um paradoxo cognitivo do pensamento matematico:
de um lado, a apreensao dos objetos matemdticos pode ser
apenas uma apreensao conceitual e, de outro lado, s6 por meio
de representacies semidticas é que uma atividade sobre objetos
matematicos é possivel. Este paradoxo pode constituir um
verdadeiro circulo para a aprendizagem. (1993, p. 38)

4.1 Representacao semiotica, o que é?

/.

E uma representagdo construida a partir da mobilizacao de um
sistema de sinais. Sua significacio é determinada, de um lado, pela
sua forma no sistema semidtico, e de outro lado, pela referéncia do objeto
representado.

Uma figura geométrica, um enunciado em lingua materna, uma
férmula algébrica ou uma representagio grafica, por exemplo, sao repre-
sentagoes semidticas que revelam sistemas semidticos diferentes. O tratamento
dos objetos matematico depende, portanto, das possibilidades de suas
representacdes. Duval (1995) explica a nogao de registro de representagio
semidtica da seguinte forma:

Os sistemas semi6ticos devem permitir realizar as trés atividades
cognitivas inerentes a qualquer representacao. Em primeiro lugar,
comstituir um trago ou um conjunto de vestigios perceptiveis
que sejam identificdveis como uma representagao de algo num
sistema determinado. Em seguida, transformar as representacdes
pelas dnicas regras préprias ao sistema, de maneira a obter
outras representagoes que podem constituir uma correspondéncia
de conhecimentos em relagdao as representacdes iniciais. Por
ultimo, converter as representagdes produzidas num sistema
de representagbes para outro sistema, de tal maneira que este
ultimo permita esclarecer outros significados relativos ao que é
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representado. N#o s@o todos os sistemas semi6ticos que permitem
essas trés atividades cognitivas fundamentais... Mas as linguas
naturais, as linguas simbdlicas, as representagdes graficas, as
figuras geométricas, etc., permitem-no. Falamos entdo de registro
de representagdo semidtica. (p. 20)

Duval distingue, portanto, trés atividades cognitivas fundamentais,
ligadas aos registros de representagdes:

* A formagio de uma representagao semiética: baseada na aplicacao
de regras de conformidade? e na selec@o de certas caracteristicas
do contetdo envolvido. Por exemplo: composi¢ao de um texto,
desenho de uma figura geométrica, elabora¢io de um esquema,
escrita de uma férmula, etc.

* O tratamento de uma representacio: é a transformacdo dessa
representacao no mesmo registro onde foi formada. O tratamento
é, portanto, uma transformacao interna num registro. Por
exemplo, o cdlculo é uma forma de tratamento proprio das escritas
simbdlicas (calculo numérico, célculo algébrico, célculo integral,
célculo proposicional...).

* A conversdo de uma representagdo: é a transformacdo dessa
representacdo numa representacdo de um outro registro. Por
exemplo, a tradugao é a conversio de uma representacao
lingtiistica numa dada lingua a uma representacio lingiistica
de uma outra lingua.

A conversao é uma atividade cognitiva diferente e independente do
tratamento. Isso pode ser facilmente observado em situagdes bem simples:
0 caleulo aritmético, por exemplo. Os alunos podem muito bem efetuar
adi¢oes de dois nimeros na sua forma decimal e na sua forma fracionaria
sem pensar em converter, se isso for necessario.

A conversdo requer que compreendamos a diferenga entre significa-
¢do e referéncia dos simbolos ou dos sinais. Nas formas de um ntimero, é
importante distinguir a significacdo operatdria relativa ao significando.
Essa significacdo operatéria ndo é a mesma para 0,25, para 1/4 e para
25.102, pois ndo é o mesmo tratamento que deve ser colocado em

4 Regras a respeitar na formag¢ao de uma representacdo semidtica, tais cCOmo regras gra-
maticais quando se trata de linguas maternas, regras de representagio grdfica, regras de calculos
numEéricos...
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pratica para efetuar as adi¢oes: 0,25+0,25=0,5; 1/4+1/4=1/2e25.102+
25.102=50.102. Cada uma dessas trés formas tem uma significacio
operatdria diferente, mas elas representam a mesma quantidade, ou seja,
0 mesmo numero.

Esse é um dos exemplos que explica o fato de que certos alunos
chegam a sexta série sem saber calcular. Esquecem (ou sequer aprendem)
que uma forma decimal, uma forma fracionaria e uma forma exponencial
constituem trés registros diferentes de uma mesma quantidade.

A conversdo nao pode ser confundida com duas atividades que
lhe sdo bem préximas: a codificagio e a interpretagio. A interpretagio requer
uma mudanga de quadro ou de contexto. Essa mudanca ndo implica a
mudanca de registro, mas muitas vezes mobiliza analogias. A codificacao
é a “transcri¢ao” de uma representagao em outro sistema semiético.

A conversdo tem uma importancia particular. No entanto, é ge-
ralmente negligenciada no ensino da matematica, enquanto que, como
sublinha Duval, uma das condigbes essenciais para a apreensdo conceitual
dos objetos matematicos é dispor, para um mesmo objeto, de varias re-
presentacoes semidticas.

A escolha de um registro de representacido adequado pode favo-
recer o tratamento (transformacdes das representagdes ao interior de um
mesmo registro). No entanto, dispor de varios registros de representacao
ndo é suficiente para garantir a compreensdo. Uma segunda condigio é
necessaria: a coordenagao dos registros de representacdes. Ela se manifesta
pela capacidade de reconhecer, em duas representaces diferentes, repre-
sentagdes de um mesmo objeto. Ela aparece como a condi¢ao fundamental
para todo tipo de aprendizagem.

Duval interessou-se, particularmente, pelas representacdes gra-
ficas de objetos matemdticos em duas dimensdes. Vamos explorar seu
trabalho, prolongando-o para o tratamento de objetos da geometria do
espago tridimensional.

Notamos que, em um dos seus trabalhos, intitulado “Gréficos e
equagdes: articulacao dos dois registros”, Duval sublinha que:

a leitura de representacdes gréficas pressupde a discriminacio
das wvaridveis visuais pertinentes e a percepgao das variaches
correspondentes das expressoes algébricas. Essa leitura é um
procedimento de inserpretagio global que supde uma atitude contréria
a pratica de associar zm ponto a um par ordenado. (1988, p. 235)
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Nesse trabalho, o autor distingue trés tipos de tratamentos de
gréficos, de acordo com o procedimento adotado:

* ponto-a-ponto;

* extensdo de tragos ja efetuados;

* interpretacao global de propriedades das figuras.

O autor propde esse tltimo como o procedimento sistematico para
destacar as varidveis visuais a serem consideradas nessa interpretagao. Ele
explica que, em geral, as representacdes graficas sdo introduzidas e defi-
nidas pelo primeiro procedimento, que consiste em associar #m ponto a um
par ordenado e vice-versa. Notamos que esse tratamento funciona bem nos
casos mais simples, como o tracado de uma reta no plano cartesiano, e é
limitado a valores particulares e aos pontos marcados no plano cartesiano.
Mas pode também suscitar dificuldades nas praticas de alunos.

Podemos, por exemplo, encontrar no trabalho de Markovits et alii
(1988) um exemplo representativo das dificuldades de alunos confronta-
dos com a nogdo de graficos de fungdes. Os autores propdem aos alunos
0 seguinte exercicio:

Quantas fungdes possiveis podemos tragar nos dois casos abaixo?

Para o primeiro caso, os alunos responderam “somente um grdfico,
que a reta passando pelos dois pontos”. No segundo, responderam que
“é imposstvel”, nenhum grafico pode passar em todos esses pontos. Ad estd
uma das problemdticas em torno do primeiro procedimento.

O segundo procedimento corresponde as atividades de znterpolacao
e de extrapolacao, que se baseiam no que Duval chama de aspectos produtores
e aspectos redutores das representagdes graficas. Em geral, o procedimento
de extensdo é puramente mental.

Muitas vezes, tanto o segundo quanto o primeiro procedimento
ap6iam-se nos dados do tragado, sem levar em conta as variaveis visuais da
representacao grafica. Além disso, o tratamento é orientado na pesquisa de
valores particulares, sem levar em conta a forma da expressdo algébrica.

O dltimo procedimento corresponde ao tratamento qualitativo e
global das propriedades dos graficos. O conjunto trago/eixos forma uma
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imagem que representa um objeto descrito por uma expressao algébrica.
Qualquer modificacdo dessa imagem, que provoca uma modificagdo na
expressdo algébrica correspondente, determina uma varidvel visual rele-
vante na interpretacdo do grafico. Nesse procedimento (de interpretagdo
global), a conversao exige que as unidades significativas de cada registro
sejam bem discriminadas. Assim, é importante identificar todas as mo-
dificacdes possiveis na imagem, ou seja, ver as modificagdes conjuntas da
imagem e a forma da sua expressao algébrica. Isso caracteriza uma andlise
de congruéncia entre dois registros de representacio de um objeto ou de
uma informagao.

Com esse procedimento, abandona-se o comportamento anterior,
de associar “um ponto” a “um par ordenado”, mobilizando assim o aspecto
de associar uma “varidvel visual de representagao” a “unidades significativas
da expressao algébrica’.

Quando se trata de comecar pela representagio grifica para encon-
trar, por exemplo, a equag@o correspondente ou para utilizar o conceito
de inclinagao ou direcao, é o procedimento de interpretacao global que é
fundamental. Recorrer ao procedimento ponto a ponto torna-se totalmente
improdutivo, uma vez que, por defini¢do, perdem-se as varidveis visuais.
Assim, a pratica sistematica do procedimento ponto @ ponto nao favorece
o procedimento de interpretagao global.

4.2 Variaveis visuais e unidades simbdlicas significativas

Segundo Duval, a andlise de congruéncia exige a discriminacdo de
unidades significativas’ préprias a cada registro de representaciao, bem
como o exame das eventuais transformagdes necessarias para mudar de
registro. Em geral, numa expressio algébrica, cada simbolo corresponde a
uma unidade significativa. A discrimina¢ao das unidades significativas de
uma expressao algébrica é uma tarefa relativamente simples. Entretanto,
a discriminacdo das propriedades figurais de uma representacdo grifica
nao o é. Levando em consideracio algumas varidveis visuais definidas por

Bertin (1977), Duval distingue:

5 Existem os simbolos: relacionais (<, >, =, ...) ; de operag¢ao ou de sinal (+, -, ...);
de varidvel; de expoente; de coeficiente ou de constante.
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— Duas variaveis visuais gerais:

* Implantacdo de um exercicio, quer dizer, o que se destaca como
figura: um trago on uma zona.

* A forma do exercicio: o tracado que delimita ou nio uma zona, é
uma reta ou uma curva. Caso seja uma curva, se ela é fechada
ou aberta.

— Trés varidveis particulares relativas aos casos em que o grafico é

um traco simples (reta ou paribola).

* O sentido da inclinagdo de um trago;

* Os 4angulos do trago com os eixos;

* A posi¢do do trago em relagdo a origem do eixo vertical.

Os exemplos considerados por Duval justificando esses procedi-
mentos sdo particularmente ligados aos casos mais simples de fung¢des de
uma variavel. Entretanto, os problemas que nos interessam referentes ao
célculo de volume por integrais multiplas levam em considera¢ao a nogao
de fungbes de virias varidveis e revelam novas questdes sobre os registros
de representacao, suas conversoes e suas coordenagoes.

Como pode ser realizada a conversdo de registros de representagio
de s6lidos? Duval sublinha a importancia da discriminagao de varidveis
visuais na interpretacdo das representacdes graficas. Como discriminar
varidveis visuais na representa¢do grafica de um sélido delimitado por
superficies tridimensionais?

4.3 Os registros de representacdes no ensino de calculo das IM

As diferentes modalidades possiveis para o ensino de célculo das
integrais multiplas constituem, por um lado, a apresentagao dos conceitos
matematicos com base no discurso formal, e, por outro lado, o conjunto
de situagdes suscetiveis de servirem de exemplos de aplicagdo. A principio,
a colocagao de exemplos pode variar. Eles podem ser dados:

® Graficamente  ® A partir de expressoes algébricas
* Analiticamente ® A partir da integral multipla ja estabelecida

Tais exemplos podem resultar no célculo de volume, por integral
simples, dupla ou tripla. Nos trés casos, se o resultado é um nimero
real negativo, entdo o célculo da integral é um volume algébrico. Tradicio-
nalmente, se compreendermos os conceitos matematicos inerentes, nio
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levamos em conta que a manipulacdo desses quatro tipos de exemplos
apresenta dificuldades proprias ou que a passagem de um a outro pode
nao ser evidente. Ora, de acordo com Duval, é importante, no ensino das
integrais, compreender o funcionamento de representacdes semidticas e,
principalmente, as suas conversdes e suas coordenacdes. A nossa hipGtese
é que a falta de compreensao do funcionamento das representacies semidticas dos
s6lidos e, principalmente, a falta de uma mobilizagao de suas conversies torna dificil
compreender o calculo das IM. Qual é o papel das representagdes graficas e
analiticas de s6lidos no calculo de volume utilizando as escritas algébricas

fdx, ”f(x,y)dA ou [{ldv 2

Para calcular o volume de um sélido por integral tripla “iterada”
é necessario chegar a uma representacio analitica do tipo:

Q={(x,2), a <x<b, c<y<d m<z<n} onde os limites de, ao
menos, uma varidvel devem ser necessariamente constantes, uma se exprime
como uma fungdo integravel da primeiva e a outra como uma fungio das
duas outras.

Retomando a definicdo dada por Duval, podemos dizer que:

A leitura da representacao grafica do sélido Q supie a discriminagio das
varidveis visuais pertinentes e a percepido das varidveis corvespondentes
de sua representagio analitica.

As expressoes algébricas ou funcdes consideradas devem possibilitar
a formulagio, o tratamento e a conversdo. Elas sao elementos caracteristicos das
atividades cognitivas ligadas ao registro de representagiao semidticas no estudo
das IM. Nesse estudo, se o registro grdfico e o analitico do sélido, assim
como a integral estabelecida com base nesses registros, ndo sdo realmente
coordenados, o resultado do tratamento do célculo correspondente pode
ser confundido com o volume efetivo desse sélido.

Além disso, esse célculo pode produzir uma expressio algébrica
no lugar de um valor efetivo da integral. A coordenagao de registros é,
portanto, um meio de controle e de refutacdo, necessario no calculo de
integrais. Assim, a nosso ver, é fundamental compreender bem os ele-
mentos desses registros que exercem um importante papel no tratamento
do calculo de integrais.
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Uma expressao algébrica ou uma func¢do de duas varidveis pode
suscitar dificuldades e/ou confusdes no momento do tratamento de represen-
tagbes. Uma expressdo algébrica pode coexistir em dois objetos diferentes
(dualidades e/ou dificuldades de representacio de objetos no espaco).

A principio, é mais simples discriminar as varidveis visuais numa
representacdo bidimensional (2D) do que numa representacdo no espago
tridimensional (3D). E por isso que um aluno pode levar uma situacio
do espago 3D ao espaco 2D utilizando técnicas de projegdes ortogonais.
Para ilustrar essa observagao consideramos, por exemplo, o caso relativo
a dualidade de representacido de objetos circulo e cilindro.

As dificuldades ou confusGes possiveis suscitadas por esses objetos
sd0, de certa maneira, ligadas ao fato de que os dois objetos matematicos
(circulo e cilindro) possuem a mesma expressdo algébrica, mas de repre-
sentagies graficas e analiticas diferentes. Portanto, os célculos de integrais
associados sao diferentes e sdo ligados, respectivamente, ao cdlculo de drea
e de volume. A tabela abaixo distingue bem as diferentes caracteristicas
dos dois objetos.

Objeto matematico

Representacio podendo ser
representado

Expressio
algébrica

Integral podendo ser
calculado

Analitica Grifica
[fx)ds ou [fiy)dy
¥y’ <1 L:{(xy), @ +)y’ <1} Circulo ou ainda
11 da
) ou [Ay)dy
ou J[ fix,y)d4
ou ainda

mf(x,y,z)dV

.

Yy <l C:{(xy 2, +y’<l,ze } Cilindro

As representacoes de objetos diferentes, a partir de uma tnica ex-
pressdo algébrica, revelam possiveis confusdes que um aluno pode fazer no
tratamento de calculos de integrais, isso se os registros de representacio
nao forem bem entendidos e coordenados. Ao contrario, se eles o sdo, e
se as funcoes consideradas sdao positivas nos seus dominios de defini¢ao,
entdo os registros de representacdo permitem estabelecer as integrais
simples possiveis para o calculo da drea da regido plana representada e o
do volume do sélido por uma integral simples ou multipla.
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4.4 Variaveis visuais e unidades significativas
na representacao de solidos

Como sublinha Duval, a analise de congruéncia exige a discrimi-
nacio de unidades significativas prdprias a cada registro de representagio,
bem como o exame das eventuais transformagdes necessarias para mudar
de registro. Entre as unidades significativas proprias a uma expressdo
algébrica, consideradas por esse autor, os simbolos de comparagao
<, = e = tém particularidades significativas na andlise de representagdes
de sélidos.

Por um lado, os dois primeiros simbolos sao ostensivos, pois exercem
um papel na discriminag¢do da forma de um dado sélido Q (relativamente
a sua convexidade ou concavidade, em relacdo a regido do espaco tridi-
mensional ocupada pelo conjunto dos pontos que o formam). Por outro
lado, tais simbolos participam na leitura das representagdes graficas dos
s6lidos. Dessa maneira, eles sao nstrumentos necessarios na descricio dos
mesmos. Ou seja, a representagio analitica de um sélido deve ser expressa
em termos de inequagdes, pois essa representacao (cf. definicio dada mais
acima) descreve a estrutura algébrica do volume da por¢ao de R3 (slido
Q) que contém os limites de integra¢ao. Por conseguinte, podemos afirmar
que o modo de representacdo dos sélidos (delimitados por superficies de
equacdes dadas) é fortemente ligado as praticas institucionais de célculo
de Integrais Multiplas. O terceiro simbolo participa na descri¢ao das su-
perficies que podem eventualmente delimitar um sélido. Assim, os sélidos
devem ser expressos por inequagoes e as superficies, por equagoes.

Por exemplo, a expressdo x? + 32 < 1 (com z qualquer) exprime o
sélido infinito centrado na origem e de raio 1, enquanto que x2 + y2 =1
¢ a sua superficie.

Prolongando, para os objetos do espacgo, a idéia de varidveis visuais
consideradas por Duval, podemos distinguir:

— Duas varidveis visuais gerais relativas aos casos da representa¢ao
grafica de superficies/sélidos:

* A implantacdo do exercicio, ou seja, o que se destaca como

representacao grafica no espaco: uma superficie ou um sélido.

* A forma do exercicio: a superficie tracada, delimitando ou néo

um sélido, é um plano ou superficie de equacio conhecida. Essa
superficie pode ser aberta ou fechada. Se ela for aberta, entao pode
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ser concava ou convexa em relacdo a regiao do espaco ocupado
pelo conjunto dos pontos que formam o sélido.

— Variaveis especificas:

* Posi¢do da superficie (Sps) tracada em relagdo aos planos
candnicos (planos x0y, x0z, y0z).

* Posigdo da altura do sélido em relacdo aos planos candnicos.
Altura indica a variagao da variavel da integral mais interna numa
integral tripla ou a discriminacdo do volume sob uma superficie
em relacao a regido de integracdo de uma integral dupla.

* Posicionamento das partes de Sps que delimitam um sélido.

* Posicionamento das partes de um sélido, possiveis de serem
demarcadas por simetria.

* “Arestas curvilineas”: uma intersec¢o (dois a dois) de superficies
no espaco, que serd uma curva (ou uma reta). Se essas superficies
delimitam um sélido, entdo a uniao dessas curvas é uma curva
fechada no espaco e corresponde as “arestas curvilineas” do s6lido
(cf. representacdes graficas abaixo).

Aresta curvilineas Por¢oes de Sps Sélido

 Escala.

Essas variaveis desempenham um papel importante na interpre-
tagdo dos sélidos, bem como na coordenacdo/conversdo entre registros
de representacio relativos as praticas de cilculo de volume por Integrais
Multiplas, e merecem, ao nosso ver, uma atencao especial.

4.5 Complexidades de representacbes e de conversoes
no calculo das Integrais Multiplas

A conversao da representagao de um objeto e a sua transformagio
em outra representac¢do carece de um outro registro. Para o célculo de
volumes por IM, trés registros sao centrais. O registro grdfico, o registro
analitico e o registro algébrico (ou escrita do calculo da integral definida). Em
muitos casos, esse tltimo depende da boa coordenagio dos dois primeiros.
As questdes que emergem sao as seguintes: Que papel desempenham tais
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registros na compreensao conceitual de célculos das Integrais Multiplas?
Como discriminar as varidveis correspondentes entre esses registros?

As regras para efetuar uma conversio entre esses registros podem
ser simples, mas a passagem de uma representacdo grifica de um sélido
a sua representac¢ao analitica e vice-versa pode ser uma tarefa dificil. Essa
passagem supde que as varidveis de cada representacao foram bem discri-
minadas, 0 que nem sempre acontece de maneira imediata. A principio,
a discriminacdo das varidveis visuais de um sélido (no registro grafico, a
partir das técnicas cldssicas de representagao no ambiente papel/lapis) e as
suas correspondéncias no registro analitico ndo é uma tarefa facil. Por qué?
Porque, em muitos casos, a representacao grafica no espaco tridimensional
é dificil de fazer no ambiente papel/lipis, que sé tem como base o plano,
de duas dimensdes (o papel). A utilizacio da perspectiva, que daria ao
individuo um “conforto tridimensional” em um ambiente bidimensional,
depende unicamente das suas habilidades em realizar o desenho. Assim,
consideramos que essa é uma das causas pela qual uma utiliza¢io adequada
de um ambiente computacional, como o Maple, pode ser de uma ajuda
inegavel. Ele pode permitir, enquanto instrumento, um controle sobre as
varidveis visuais na interpretagao global das propriedades da figura que o
ambiente papel/ldpis ndo permite com tanta facilidade.

A possibilidade de utilizar varios registros e de saber efetuar con-
versoes, para passar de um registro a outro, é mais delicada no ensino
universitario, no qual as Integrais Miltiplas sao ensinadas. A utilizagao do
ambiente computacional nesse ensino pode auxiliar o aluno no processo
dialético de controle e de pré-estruturacio das suas acdes. Essa utilizagdo
supde, no entanto, que a problematica da integracao das ferramentas
tecnoldgicas no ensino superior seja levada em conta. Contudo, como
sublinha Trouche (2003), essa consideragdo estimula a emergéncia de
novas abordagens tedricas.

5. Conclusao

Na introducao deste artigo, apontamos um dos objetivos essenciais
das referéncias tedricas nas pesquisas sobre educagio e sublinhamos o nosso
interesse sobre pesquisas em ergonomia cognitiva relativas a aprendizagem
do uso de ferramentas tecnoldgicas na educagao, em particular na mate-
matica (Rabardel, 1995). Esse interesse foi alimentado pelas abordagens
Antropolégica da Didatica (Chevallard, 1992) e pela de Registros de
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Representacdes Semidticas (Duval, 1993) que acabamos de estudar, as
quais procuramos articular no desenvolvimento da tese mencionada, per-
mitindo, por conseguinte, responder as nossas inquietagdes. Nas nossas
analises, tanto didaticas quanto matemadticas, tentamos, na medida do
possivel, confrontar os diferentes pontos de vista que as trés abordagens
oferecem na investigagao de objetos de ensino e aprendizagem, centrando
nosso estudo nas integrais multiplas, em paralelo com a problematica de
integra¢ao das novas ferramentas tecnoldgicas nesse ensino. O nosso in-
tuito, com este artigo, reside na possibilidade de divulgar nossos trabalhos
de pesquisas desenvolvidos no GPEMAC em relagéo a didética francesa.
Em trabalhos futuros, daremos continuidade a este texto, mostrando
como essas teorias foram ou sdo efetivamente utilizadas. Esperamos, por-
tanto, que este artigo contribua, ndo somente para a realizacdo de nossas
pesquisas, mas, principalmente, para a condug@o de outros trabalhos em
educagdo matematica.
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