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Resumo

Abordamos nesse escrito a discussdo de um objeto matematico que se relaciona de
modo intrinseco a varios problemas importantes em Matemética. Desse modo,
apresentamos algumas situacdes envolvendo o processo de construcao e andlise local de
curvas parametrizadas. Na execugdo da referida construcdo, elegemos definigOes e
apontamos elementos que envolvem conhecimentos prévios dos alunos, 0s quais séo
adaptados ao ambiente do Célculo a Varias Varidveis. Igualmente, com origem na
exploracdo do software Geogebra e do CAS Maple, evidenciamos a interpretacdo e
significacdo visual de conceitos avancados, 0 que se mostra inexequivel sem o aparato
computacional. Por fim, elaboramos determinados elementos que detém o potencial de
modificar a mediacdo didatica, atinente ao trato do referido objeto, em sala de aula.
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Abstract

We approach in this writing an discussion of an mathematical object that relates so
intrinsic to several important problems in Mathematics. Thus, we present some
situations involving the construction process and local analysis of parameterized curves.
In the execution of this construction, we elected definitions and elements that aim to
involve students”prior knowledge, which are adapted to the environment of Calculus of
Several Variables. Moreover, with the rise in the exploration of the software Geogebra
and the CAS Maple, noted the significance and interpretation of visual advanced
concepts, which proves unreached without the computational apparatus. Finally, we
make certain elements that hold the potential to modify the didactic mediation, regards
to the tract of this subject in the classroom.
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1. Introducgéo

Neste artigo discutiremos o processo de construcdo de curvas parametrizadas do tipo
a:[a,b] = IR* (onde af(t) = (x(t), y(t))) e andlise local de suas propriedades. Para a

descricdo desse objetivo, mostraremos que nossa acao didatica pode ser envidada com o
auxilio de recursos computacionais. Sendo assim, discutiremos e indicaremos uma
possivel via para a exploragdo do software Geogebra, a partir de uma visao didatica que
enfatiza um viés de complementaridade com outro software (0 CAS Maple).

N&o obstante, indicaremos ainda alguns elementos indispensaveis no texto, no qual,
fazemos referéncia, envolvendo vérias terminologias intrinsecas a Matematica Pura. Por
exemplo, como mencionamos a pouco, o termo “curva” que, segundo Zdorov (1980, p.
9), recebeu significados antes heuristicos e intuitivos, do que aqueles, incessantemente
buscados pelos matematicos, de natureza logica e formal. De fato, Zdorov declara a
seguinte defini¢do: “uma curva ¢ um caminho descrito por um ponto material” (Idem, p.
9). No que segue, designaremos a trajetoria de um ponto material pelo termo “trago”.
Por outro lado, encontramos elementos pertinentes ao contexto da Histéria da
Matematica que indicam de que modo, algumas das curvas que mencionaremos na
préxima secdo, desempenharam uma fungdo importante na resolucédo de problemas, tais
como: a quadratura da cissoide, da cicloide e da espiral de Arquimedes, realizada por
Newton (EDWARDS, 1979, p. 211). Seu método envolveu a obtencdo de integrais
resolvidas, por intermédio do método da substituicdo. Edwards (1969, p. 289) comenta
os trabalhos de Descartes na investigacdo de curvas geradas pelo movimento mecanico
de corpos rigidos. Por fim, nos exemplos abordados sob um viés de uso de
complementaridade dos softwares Geogebra e o CAS Maple, nos possibilitam
indicarmos limitacdes de cada um deles que podem ser atenuados, além da descri¢do de
um cenario de aprendizagem que requer nas atividades discutidas, uma constante
visualizagdo e percepcao de suas propriedades grafico-geométricas fundamentais.

2. Um pouco de sua Histdria, propriedades e defini¢cdes

No rol das curvas parametrizadas, registramos curvas que mereceram atencdo e se
tornaram objeto de investigacdo por parte de muitos matematicos no passado, diante da
possibilidade de resolucdo de certos problemas (EDWARDS, 1969, p. 263). De modo

en passant, podemos citar na classe das curvas cicloidais, a astroide a qual foi
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descoberta por Roemer, em 1674. Duas geracdes se interessaram pela mesma em 1725
(YATES, 1947, p. 1) parametrizada por «(t) = (a-cos®(t),a-sen’(t)), com a>0.

A cardidide descrita por «a(t) =(a-(2cos(t) —cos(2t)),a-(2sen(t) —sen(2t))) também
estudada por Roemer, conforme Yates (1947, 5). A cissoide foi objeto de investigacao
por Diocles, entre 250-100 antes de Cristo. Suas equagOes cartesianas séo do tipo

y’ =x*(2b-x)/(x—-2(a+b)), enquanto que sua parametrizagio €é dada por
a(t)=(2[b+(a+b)t* |/(1+7),2[ bt + (a+b)t* ] /(1+17)) (YATES, 1947, p. 27).

A conchoide de Nicomedes, aproximadamente 225 antes de Cristo, foi utilizada num
problema envolvendo a determinacdo da razdo proporcional entre dois segmentos. Uma
de suas variantes é conhecida como Limacon de Pascal que, na verdade, é uma

Conchéide de um circulo (YATES, 1947, p. 30). Em equac0es cartesianas, a conchoide
de Nicomedes ¢ descrita pela seguinte expressao (x2 +y° )(y — a)2 =k2y2.

Por fim, recordamos o caso da Cicldide, concebida por Mersenne e Galileu Galilei em
1599, estudada também por Roberval, Decartes, Pascal e Wallis (YATES, 1947;

EDWARDS, 1969). Suas equacOes cartesianas sdo da forma x:a(t—sen(t)) e
y(t) =a(1l-cos(t))=2a-sen’(t/2). E também a deltdide, cuja descricdo paramétrica é
dada por «(t) =(b(2cos(t) +cos(2t)), b(2sen(t) —sen(2t)) ), como indica 0 mesmo autor.

Essa pequena digressdo historica é fortuita no sentido de envidar um ponto de vista,
segundo o qual, a dimensdo histérica desempenha papel fundamental para 0 nosso
entendimento da Matematica contemporanea e pode impulsionar o raciocinio heuristico
em sala de aula. Hodiernamente, encontramos trabalhos que apontam indicadores
proficuos no amago da atividade de investigacdo, apoiadas em softwares de computacéo
algébrica (FILLER, 2011, p. 193) desenvolvida por estudantes na academia.

Doravante, discutiremos ainda vérias nogOes relacionadas e necessarias para a
construcdo de certas curvas parametrizadas e sua analise local. Tais no¢bes podem ser
encontradas nos livros de Calculo consultados (GUIDORIZZI, 2010; STEWART,

2001). Deste modo, vamos considerar uma curva «(t)=(x(t),y(t)) definida
a1 < IR—IR. Dai, podemos considerar na equagdo y= f(x)..y(t)= f(x(t)). Pela

Regra da Cadeia, escrevemos ainda que y'(t) = f '(x(t))-x'(t) .. f'(x(t))=f'(x) = ¥y

X'(t)
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. S . . . dy dy/dt
Por motivos operacionais, introduziremos a seguinte notacéo o_ y/ (*). Com base

dx dx/dt
em (*), descreveremos, matematicamente, a existéncia de retas tangentes horizontais

(dy/dt=0e dx/dt =0) e tangentes verticais (dy/dt =0 e dx/dt=0) ao traco da curva

no IR*. No que segue, consideramos também

**).

Ve
d’y _ (dy) dt\ /dt)
dx?  dx\dx dx/dt
Nessa ultima relacdo em (**), descreveremos o comportamento (pelo estudo do sinal)
da concavidade do trago da curva. Acrescemos as definicGes de assintotas ao traco

determinado por uma curva parametrizada. Nesse sentido, quando tivermos a condi¢éo
lim x(t) = £
t—a

i para uma reta assintota horizontal (A.H.), de equacdo y=b. E,
Itlm yt)=belR

Itim X(t)=celR

quando ocorrer para uma reta assintota vertical (A.V.), de equacdo

limy(t) =+
t—a
X =c. Podemos ainda determinar uma reta assintota obliqua ao tragco da curva, de posse

da seguinte verificagdo {hm YO _peir'e limly(t) -b-x(t)]=c IR -y =bx+c (A.0.).

t—a X(t)
Para significar as definicdes ha pouco indicadas, vamos tomar a seguinte equacao

descrita em coordenadas cartesianas x°+y®=3axy. Com a introducdo de um

3at 3at’

pardmetro, passaremos a tomar a curva af(t)= (1 EEEENE

——) (com a=1). Vamos

considerar também a parametrizacdo ,B(t)z(t—l—]/t,t+1/(t—1)). Na figura abaixo,
exibimos o comportamento de cada uma dessas curvas parametrizadas. No caso do
folium de Descartes, divisamos a existéncia da reta y =—x—1(figura 1), enquanto que
as retas x=-1, y=-1 e y=x+1 sdo retas assintotas ao traco da curva f(t). Vale

observar ainda que ndo registramos no traco dessa curva nenhum ponto estacionario,

isto &, um parametro no qual tenhamos a condicdo A '(t) :(1+t12,1— 0 11)2]= (0,0).

Em termos intuitivos, o vetor velocidade é sempre ndo nulo ao longo da trajetoria.

Concluimos esta secdo, recordando a definicdo de ramo infinito de uma curva

parametrizada € descrito pela seguinte condicdo !irp||a(t)||=+oo, onde t,eIR ou
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t,=100. Por exemplo, podemos considerar a seguinte parametrizacéo

A(t)=(3t3+2t2—t—1,3t2+2t+1), possui 0 seguinte comportamento !LT||/1(t)||:+oo,

onde [A(t) :\/(St3 +2t° —t—1)* + (3t* + 2t +1)* . Em outros casos, como em relagio a

parametrizacgéo /I(t):(cos(3t),sen(2t))(curva de Lissajoux), ndo admite ramos

infinitos. Na figura 1 registramos os tracos de duas curvas que admitem ramos infinitos.

AV

y=x+1

x=-1

3oy=-x-1

Figura 1. Descricdo grafica dos conceitos de retas assintotas ao traco de curvas parametrizadas

Com base no comportamento dos graficos acima, podemos notar que vale

3
lim YO _ oy VD, © :1aya)—an):£t+;LJ—1@—l—¥) Dai,
D0 x(t) o t—1-1t  em P20 +1 t—1 t

considerando o seguinte limite !im(y(t)—l-x(t)):!im(1+]/t+1/(t—1)):1. Portanto, a
equacdo y=x+1 cumpre a condi¢do da assintota obliqua ao traco da curva f(t).

limt-1-1/t=-1¢ IR

t—>1

. 0 que confirma a
Itlrr11t+1/(t—1) =00

Notamos ainda em relacdo a curva A(t) que

limt-1-1/t=o0

t—0

assintota vertical x=-1. De modo semelhante, indicamos <
Itmgt+1/(t—1) =-1eIR

para identificar y=-1 uma assintota horizontal. Para concluir, nos pontos
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estaciondrios, ou seja, ocorrer que A'(t) =(x'(t),y'(t)) =(0,0) %:% Por exemplo,
X

na parametrizagio designada por «(t) = (t?,t°/3) .. dy/dx =t?/2t néo esta definido para

t=0 (indicando pontos de cuspide). No préximo segmento, na medida em que

depararmos situacdes como esta, descreveremos sua interpretacdo grafico-geométrica

perseverando na exploracdo da visualizacdo a apreensao perceptual.

3. Discusséao sobre a construcdo de curvas parametrizadas com o uso da tecnologia
Concordamos com Kabaca & Aktumen (2010, p. 63) quando salientam que “o
Geogebra proporciona uma oportunidade inovadora para investigar e compreender
curvas descritas de modo dindmico.”. Ademais, pelo intermédio da sintese possivel
entre Geometria e Algebra, “podemos alcangar um processo de abstragdo inovador
mesmo para conceitos matematicos avancados (KABACA &AKTUMEN, 2010, p. 63).

Passaremos, pois ao nosso primeiro exemplo. Assim, tomaremos a seguinte

parametrizacdo y(t) =(t*+t+1,3t* —8t°~18t* +25) discutida por Stewart (2001, p.

652). Na segdo correspondente o autor esclarece que “usamos dispositivos graficos para
plotar curvas paramétricas. Mas agora, estamos em posicdo de usar o Calculo para
assegurar que um intervalo do parametro ou um visor retangular revelara todos os
aspectos importantes da curva.” (STEWART, 2001, p. 625).

3 2
Assim, usando a notagdo de Leibniz, descrevemos ay _ dy/dt _ 1ot 24t — 30t
dx dx/dt 2t+1

2
ZII g:[d/dx(12t3—24t2—36t/2t+1)]/2t+1. Segue, entdo, a seguinte expressdo que
X

fornece o comportamento da concavidade desta curva

d’y _1o. (4t° —t* — 4t -3)
dx? (2t+1)°
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5
»
-
K 3 2
& £= 12t -24t -36t
dx 2t+1

3 2
=12t -24t -36t

Figura 2. Descricao gréafica para as declividades efetuada com o software Geogebra
Essa etapa possui um papel de destaque, uma vez que, os conhecimentos estudados em

disciplinas passadas de Calculo (em uma variavel real) sdo readaptados do contexto do

Célculo a Vérias Variaveis (ALVES, 2012). Com efeito, o termo g_y nos informa o
X

comportamento qualitativo das declividades de uma reta tangente ao grafico da curva,

na diregdo do vetor velocidade y'(t) = (2t+1,12t° - 24t* —36t). Com base na figura 2,
divisamos a localizacdo das trés raizes da equacdo 12(t*—2t*>—3t)=0, que dizem
respeito aos pardmetros t=0,t=-1t=3, nos pontos »(0)=(125), »(-1)=(118),
7(3) =(13,-110). Por outro lado, no ponto 2t+1=0<«>t=-1/2..y(-1/2) =(0.75,21.69)

esperamos possuir uma reta paralela ao eixo das ordenadas.
No que segue, vamos descrever a tabela abaixo com base no gréafico da fig. 2.

Reparemos as trés retas perpendiculares ao eixo das ordenadas. Determinaremos, entéo,
os seguintes vetores y'(0)=(L0), »'(-)=(-10) e »'(3)=(7,0). Vale observar que
na tabela 1 abaixo, dispomos de todos os elementos que j& nos permitem produzir
ilacBes sobre o comportamento do trago da curva, todavia, acrescentaramos ainda o

comportamento e analise geométrica de sua concavidade (72 linha).

Tabela 1: Elaborag&o/constru¢do do comportamento da curva com base na figura 2.

Sentido crescente t<-1 —1<t<—]/2 _]/2<t<0 O<t<3 t>3

e T+ L+ T+

Revista do Instituto GeoGebra de S&o Paulo, ISSN 2237- 9657, v.3 n.1, pp.05- 22, 2014 11



e - — + + +
y(t) Decrj:scente Crescente T | Crescente T Decrefcente Crescente T
X(t) Decrescente Decrescente Crescente Crescente Crescente
<« <~ - - -
Comportamento —_— \I
do vetor y'(t) |/ I\ l‘
— —
— 4
Sinal da fungéo U U I | U U
d 2 y / dX2 concavidade concavidade concavidade concavidade

Fonte: Elaboracéo do autor.

No que segue, sublinhamos que a posicdo e a dire¢do dos vetores destacados acima (em
azul na 6 linha) devem corresponder ao vetor velocidade, para valores crescentes

correspondentes do parametro. Na figura 3, definimos no software Geogebra, os valores
para o parametro ‘t’ da curva. Escolhemos o ponto (t2 +t+1,3t" —8t° —18t° + 25) e IR?
e para valores crescentes, escolhemos a animacéo do ponto. O resultado € a descri¢do do
rastro do ponto, dando a indicagdo do comportamento do trago da curva parametrizada

y(t) =(t* +t+1,3t* -8t° —18t* + 25) no espaco IR’.

% GeoGebra (2)
Arcuivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

1G] <] [ Sl o

Fonto A

@ 1004 [=+t+1, 3te-8F- 161+ 25 |1[= ~|[= ~|
Trago da curva S <]
=1 F'ii-inﬁ- ||
""" Fungdo h

[1zaw-wm-ax-mr@En+ 1 1= ~|[= ~|

[ ) [ cancetar ] [_aviear |

Parametro = 2.11
- -

bz | =5

@ Entr‘ada: | ||= V||u V”Oomando... V|

Figura 3. Descricao do traco da curva e estudo da concavidade com o software Geogebra

d’y _12_(4t3—t2—4t—3)
2 (2t +1)°

Notamos ainda na figura 3, o grafico (cor rosa) da funcédo

que descreve o comportamento das concavidades. Reparemos que seu grafico indica

apenas um ponto que corta o eixo das abcissas. Na figura 4, exibimos seu

comportamento no IR e no IR®. Com o CAS Maple, identificamos a localizagdo dos
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pontos, correspondentes aos parametros particulares indicados ha pouco. Indicamos os

seguintes vetores posicdo y(0)=(1,25), y(-1) =(1,18), »(3) =(13,-110).

@) =( +£+1,3t* - 8 -18:% + 25)

Visdo
60 global

404

204

] m(01=(125)

204

H(-=(118) w

IR a0
¥s(8) =(13,-110)

1004 )
local 1 IR

Figura 4. Visualizacao e localizagéo local (e global) topolédgica dos pontos no trago da curva

Por fim, na figura 5, com base no grafico da funcéo d?y/dx?, vemos que no trecho em
que d?y/dx? >0 a concavidade (em cor verde) é voltada para cima. Enquanto que no
trecho em que d?y/dx? <0 a concavidade (em cor vermelho) é voltada para baixo.

Notamos a reta assintota vertical x =-1/2 que, correspondendo ao parametro t =-1/2

da trajetoria, no qual, teremos uma reta tangente paralela ao eixo das ordenadas.
Ademais, o ponto ‘C’ na figura 5, indica 0 comportamento em que a aceleragdo da
particula se anula, quando interpretamos a trajetoria do traco (figuras 4 e 5), como o

percurso dinamico, descrito por uma particula, no sentido antihorério.
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=50
dy _ (12x°-24x°-36x)
ko dx (2x+1)
a=-1.8
: . e
b Q
o
t=1.6
2 R —
ﬂ'b dy_  (40cax3)
2 3
*% i (2x+1)
@
L ]
[s]
2 C 2 [ ] 4 & & 10 12 14 1
L ]
[ ]
=20 .
: * Descrigdo da velocidade e
® da aceleragio
01 Mudanga de ™
: sentido da ®
H concavidade ®
a0}
- ®
: ®
s L ]
20
! ]

Figura 5. Descrigéo da fungdo velocidade e da concavidade da curva

Com uma consulta ao gréafico da figura 5 depreendemos, de modo imediato, que 0
trecho do grafico (em azul) onde contamos com uma velocidade positiva e crescente. De
modo similar, o trecho do grafico (em azul) onde contamos com uma velocidade

negativa e decrescente. Registramos também, nas vizinhancas da reta assintota

x =-1/2, o comportamento da declividade que tende a —o (x —>—1/2") e tende a +oo

(x—-1/2"). Tal comportamento é indicativo da posicdo do vetor velocidade nessa
trajetoria, paralelo ao eixo das ordenadas. Vale sublinhar ainda que na figura 4,
trazemos a possibilidade (com o CAS Maple) de uma inspecdo local e global do
comportamento do traco. A intencdo didatica é comparar os graficos exibidos na fig. 5

com o0s que apresentamos na fig 4 e a producdo de ilacBes concernentes a esta curva.

) . . t t®
Passaremos, agora, a considerar a seguinte parametrizacdo y(t) = ot
+

. , 1-3t* t*(3-tY) .
Fazendo as contas, obtemos o vetor velocidade y'(t) = R = | & a partir
@+t")" @+t
deste vetor, escrevemos %ztz(S—t“)/[l—&“]. Pelo mesmo motivo, escreveremos
X
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d ((3t2—t6)

d’y dt{ 1-3t* j (@+t")?)(18t" —12t° +18t° -6t + 6t
dx*  dx/dt (1-3t)

= . Diante das expressfes

indicadas para o comportamento das declividades e da concavidade, evidenciamos que
sem o recurso computacional, nossa investigacdo se tornaria bastante fastidiosa.

Com efeito, para orientar a localizagdo e descricdo do grafico, encontramos 0s pontos
que t*’(3-t")=0t=0et=+%3 que dizem respeito ao anulamento da expressio

dy/dt =0 e a identificacdo de duas retas tangentes paralelas ao eixo Ox nos parametros

t==+%/3. Por outro lado, teremos 1-3t* =0..t = J_r% o que implica que dx/dt =0.

. 1.6
. ;
' [
- [
“' 1.4 - &
.
s : : :
. . .
0“ H 1.29 : :c
H
S 2 H : )
:, dy _t(3t) . : s
. el ¥
. dx 42 .
) (15t) : s
. L
K 0.8 .
. ”
D . H s
% 3 H J 2 4
S S os : S oo fied)
. " ¥ - 4
dx 4
kY 4 K (1-3'1)
- :
o . 0.4+ ¥
Descrigdo do comportamento % N
P |/ -
da declividade da Curva % N
" 0.24 :
. s
. B D "
5 3 15 /% A 05 ~lo 05 1 ES 15 2 2
- = []
s 1 1 .
[ K= e 024 K= — x
. 4 4 »
'. 38 A&
“ [
r] 0.4 H
4 " .
dx_ 1-3t . H
T4z
(1+t ) H 0.6 :'
n
. H
H 0.8 H
4 : : :ﬁ
" x=
— - ]
X '45 . 14

Figura 6. Descricdo do comportamento grafico-geométrico das fungdes da declividade com o uso do
software Geogebra. Grafico em azul (dx/dt) e em vermelho (dy/dt)

Salientamos que dificilmente se consegue realizar o estudo do sinal de fungdes como as
que descrevemos ha pouco (sugerimos ver Stewart (2001, p. 658). Por outro lado,
elaboramos a tabela 2 que prevé o comportamento analitico das funcdes

dy t'3-t)
dx 1-3t

d2y ((@+t%)7)(18t" —12t° +18t° —6t" +6t)
dx® (1—3t4)3 '

Reparemos que a partir da analise tacita do grafico, ndo existem valores

(declividade) e de
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correspondentes ao parametro que anulem ambas as componentes de sua derivada y'(t),
ou seja, ndo teremos pontos estacionarios, nos quais deve ocorrer que y'(t)=(0,0).

Tabela 2: Elaborag&o/constru¢do do comportamento da curva com base na figura 6.

t<—43 | “B<t<-1f4B | -1/4B<t<0 | 0<t<1/4B | YiB<t<iB | t>43
ve =0+ + + |+ |7
dX/dt _ — _I_ _I_ _ —

Decrescente Decresc
Y(t) i« Crescente T Crescente T Crescente T Crescente T »L
ente

X(t) Decrescente Decrescente <— Crescente — Crescente — Decrescente Decre.

WA N | A 94

Fonte: Elaboracédo do autor.
Vamos considerar, pois, algumas posi¢cdes da trajetoria correspondentes aos parametros

t=0et=%43 (vetores // ao Ox), comoy(0)=(0,0), y((‘/ﬁ):(i‘/@/4,i‘/ﬁ/4) e
;/(—4/5):(—(‘/?_,/4,—(‘/2_7/4) onde seus vetores velocidade sdo paralelos ao eixo das

abcissas. Por outro lado, em y(]/(‘/§):(3/4<‘/§,3/4i‘/ﬁ) e y(—]/(‘/§):(—3/4<‘/§,—3/4§‘/ﬁ)

esperamos obter trés vetores (indicamos na fig. 7 abaixo), cuja direcdo é paralela ao
eixo da ordenadas Qy. Identificamos sua localizacdo na figura 7 com o Geogebra.

Nesta etapa da investigacdo, na figura 7, apresentamos a descricdo do traco
correspondente a parametrizacdo y(t)=(t/(1+t“),t3/(1+t4)). Observamos que, para
uma variacdo crescente dos parametros, compreendemos 0 movimento (cinematico e
dindmico)) de deslocamento de uma particula ao longo dessa trajetoria e o sentido dos
vetores que exibimos sobre a mesma. O ponto de coordenadas (t/(1+t4),t3/(1+t4))
descreve o trago seguinte um percurso que se assemelha ao namero “8”. Em seguida,

passaremos ainda a estudar o comportamento das concavidades. De modo intuitivo,

percebemos que na origem (0,0) ocorre uma mudanca de concavidade.
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Figura 7. Descricdo do trago da curva parametrizada e identificacdo dos vetores paralelos aos dois
eixos coordenados no plano com o recurso no software Geogebra

Na figura 8 exibimos o comportamento grafico das fungdes que descrevem a velocidade

e a aceleracdo da curva. Reparemos os intervalos de analise semelhante ao da tabela.

= dy_tz(a-t4)
_.J ii_’/
5 3 2 . . 0 2 3 4 5 5
=5
204
' Comportamento da
. : Concavidade
x=-—=1
3 & 2 42
| a4 dy (1+t) 1 9 5 7
i —_—= r 2[131: -12t +18t -6t +6t)
dx” (1-3t)

604

Figura 8. Comportamento das concavidades a partir da analise grafico-geométrica. Em azul (dy/dx)
e em vermelho (d”~2y/dx”2) descreve 0 comportamento da concavidade

Com arrimo nos grafico da figura 8, elaboramos mais uma parte da tabela 2.

—43<t<—]/(‘/§ t=-1/43 —]/(‘/§<t<0 t=0 0<t<]/(‘/§ t=y43 ]/(‘/3_’<t<(‘/3_’
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dzy/dXZ U Ponto | Ponto U Ponto I
concavidade Inflex concavidade Inflex concavidade Inflex concavidade

Fonte: Elaboracdo do autor.

Observamos que na regido determinada pelas quatro retas perpendiculares ao eixo OXx,
ocorrem trés mudancas de sinal da fungdo d?y/dx? (em cor vermelha), o que demonstra
a tabela acima (entre a 3? coluna e a ultima). Vale recordar que, no contexto do Caélculo
em Uma Variavel Real, os pontos que indicam uma mudanca de concavidade sdo
chamados de pontos de inflexdo. Na tabela acima divisamos, entdo, trés pontos.

De fato, para a variacdo possivel de parametros, prevemos no traco descrito pela
parametrizacio 7(t):(t/(l+t4),t3/(1+t4)) de infinitos pontos de inflexdo (onde

ocorre mudanca de concavidade). Diante do carater intrincado de grande parte das
funcdes coordenadas, a andlise gréafico-geométrica pode proporcionar elementos de
natureza qualitativa e sustentar a producdo de conjecturas, para serem verificadas, a

posteriori, ao decorrer do processo investigativo em sala de aula (ALVES, 2012; 2014).

Para concluir, vamos considerar i(t):(3t3+2t2—t—1,3tz+2t+1). Nesse caso,

facilmente se determina seu vetor velocidade A'(t) =(9t2 +4t -1, 6t+2) e, com origem

da interpretacdo do grafico abaixo (fig. 9), depreendemos a inexisténcia de valores do
pardmetro que correspondem a pontos estacionarios. Podemos verificar a multiplicidade

(local de autointerseccdo do trago) de algum de seus pontos. Com efeito, vamos admitir

que existem parametros tt'elR(t=t") de modo que

e substituindo

) =) &

3t3+2t2—t—1=3t'3+2t'2—t'—1<_> 3(t+tt'+t%) +2(t'+1)-1=0
AP+ 2t+1=3t"+2t'+1 3(t'-t)+2=0

3(s* - p)+2s-1=0

35+2=0 w(s,p)=(-2/3,-13).

s=(t+t') ep=(tt) segue, entdo, que: {

Fazendo as contas, encontramos 0s valores correspondentes t=—1et'=1/3. A fungdo
declividade ¢ descrita pela expressdo dy/dx = 6t+2/[ 9t +4t—1]. Por outro lado, com

vistas prevermos 0 comportamento de sua declividade, se tem que

d(f 6t+2
d’y dt\9t® +4t-1 (72t* + 36t +14) .
o= =— 3 Reparemos, mals uma vez que Sse torna
dx dx;/dt (9t* +4t-1)

inexequivel a verificacdo do comportamento do sinal desta funcdo racional, todavia,
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com base no grafico da figura 10, conjecturamos que o traco da curva

/I(t)=(3t3+2t2—t—1,3t2+2t+1) apresenta duas mudancas de concavidade. Ou
melhor dizendo, dois pontos de inflexdo, correspondentes aos valores x=-0,62 e

x =0,18 que séo reconhecidos pela mudanca de sinal do gréfico em azul claro (fig. 9).

Retas assintotas

A=(-0.62,0)
B=(0.18,0)
dy  6t+2
X
9 o pat-1
L ..ltllllltl...l L L] ] L]
(L TITTT N RER—T . | i -
.."‘"lt-
dy _ 6t+2 T,
T2
X o a1

.
"
Cl
n
i
.
"
"
H
"
l
"
]
"
=

Figura 9. Analise conjunta das fung¢des que descrevem o comportamento da declividade, da
concavidade e das componentes do vetor velocidade

Determinamos 0s pontos em que 0 vetor serd paralelo ao eixo das abcissas por
dy  6t+2

= — = t=—=. Seque, entdo, que A(-1/3)=(-5/9,2/3) e o vetor
dx Ot*+4t-1 3 > | Y9 =(-5/%.23)

velocidade correspondente ao

pardmetro A'(-1/3) =(—4/3,0). Para concluir,
recordamos que detectamos pontos de multiplicidade (onde divisamos uma

autointeseccdo na trajetoria) vamos considerar 0s seguintes vetores /1(—1)=(—1,2) e

A(1/3) =(—1,2). E com os vetores velocidade A'(-1)=(4,-4) e 1'(1/3)=(4/3,4).
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0.5

]

-0.51

A'1/3)=(4/3,4)

AM-1={-1,2)

FPonto com
multiplicidade

MA(-1) = (4,-4)

A-1/3)=(-4/3,0)

T T ——— .
R R R R

Figura 10. Descricdo e identificacdo de pontos de multiplicidade na trajetéria com recurso no CAS

4. Consideracg0es e recomendacodes

Nas secOes anteriores, evidenciamos que a construcdo e andlise local do gréafico de
curvas parametrizadas requerem o uso, de modo recorrente, tanto do conhecimento
matematico, bem como das nossas habilidades de visualizacdo e percep¢do (ALVES,
2013a; 2013b), na medida em que obtemos, com origem nos softwares Geogebra e CAS

Maple, a descricdo grafico-geométrica vinculada, sobretudo, as fungBesdy/dx e

d?y/dx?. Elas possuem papel fundamental para a compreensdo do comportamento do

traco (ou da trajetoria de uma particula), do ponto de vista cinematico e dinamico.
Trouxemos rapidas indicacdes de natureza historica que apontam e esclarecem de que
maneira algumas parametrizacbes emblematicas sdo reconhecidas e lembradas até hoje
e que, em sua génese, estavam vinculadas a resolucdo de problemas matematicos nos
séculos passados (EDWARDS, 1979; ROIDT, 2011; YATE, 1947).

Comentamos ao longo do texto, as limitacbes (e certos entraves) atinentes a abordagem
dos livros de Célculo que perdem, segundo nosso entendimento, duas importantes
situacOes didaticas. A primeira refere-se ao fato de se explorar conceitos estudados
anteriormente, como aqueles necessarios para a construgdo de graficos de funcgoes, a
partir de suas derivadas de 12 e 2% ordem, no contexto do Calculo em Uma e Varias

Variaveis (ALVES, 2012). Sendo assim, os autores priorizam as manipulacbes de
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natureza algebrico-analiticas, fato que reduz e, em certos casos, elimina o papel da
visualizagdo e da percepc¢édo de propriedades matematicas conceituais fundamentais.

A segunda situagéo refere-se ao fato de que, com o arrimo da tecnologia, descrevemos,
passo a passo, 0s elementos (por vezes de natureza qualitativa) que, quando coligidos,
deverdo alicercar futuras ilacdes atinentes ao comportamento final do traco vinculado a
cada parametrizacdo. A propria inser¢do da tecnologia afeta 0 movimento de mediagéao
do saber em sala de aula. Do ponto de vista de ordem didética, fornecemos indicacdes e
descrevemos comentarios e procedimentos que permitem o0 uso e a exploracao,
sobretudo em sala de aula, de ambos os softwares, de modo complementar. Com efeito,

a natureza dinamica do Geogebra permite o esbogo e a interpretacdo qualitativa das
derivadas relacionadas com as funcdes derivadas que denotamos por dy/dx e d?y/dx?.

Enquanto que certos graficos sdo efetivados apenas com o CAS Maple (FILLER, 2011).
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