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Resumo

Discute-se nesse artigo um contedo presente, tanto no contexto do Célculo em Uma
Variavel Real, bem como no Calculo a Varias Variaveis. Assim, indicam-se alguns
elementos vinculados & nogdo de equacdes, definidas de modo implicito, no caso de
duas e trés variaveis. De modo preliminar, assinala-se a tbnica hegemonica de
apresentacdo desse conteudo, em certos compéndios especializados de Calculo. Assim,
depois de indicar limitagcdes e formular questionamentos direcionados a tal tipo de
abordagem, que continua sendo hegeménica no locus académico, alguns exemplos sédo
ressignificados, com o arrimo da tecnologia, descrita por uma proposta de
complementaridade do software Geogebra com CAS Maple. Tal complementaridade é
caracterizada em virtude de possibilidades de superacéo de certos entraves indicados,
ao longo do escrito, em cada software. Por fim, indica-se um cenario de abordagem e
exploracdo metodoldgica que evita a imediata aplicacdo de formulacGes e regras de
cunho analitico, de modo irrefletido, por parte do aprendiz. Por intermédio dessa
abordagem, o papel dedicado a visualizacé@o recebe lugar de destaque.
Palavras-chave: Funcdes definidas implicitamente, Visualizacdo, Geogebra, CAS
Maple.

Abstract

We discuss in this article, un present subject, both in the context of Calculus in One
Real Variable, as well as in the Calculus of Several Variables. Thus, we indicate some
elements connected to the notion of equations defined implicitly in the case of two ou
three variables. Thus, we indicate some elements connected to the notion of equations
defined implicitly in the case of two or three variables. In a preliminary way, points to
hegemonic keynote presentation of such content, in certain specialized texbooks of
Calculus. Thus, after indicating limitations and formulate questions directed to this type
of approach, wich remains hegemonic in academic locus, some examples are
reinterpreted with the help of technology, described by a proposed complementarity
with the software Geogebra and the CAS Maple. Such complementarity is characterized
by virtue of possibilities to overcome certain obstacles indicated along the writing to
each software. Finally, we indicate a scenario approach and methodological
exploration that avoids the immediate application of formulations and rules of
analytical nature, so thoughtless, by the problem solver. Through this approach, the
paper devoted to the display receives detached place.

Key-words: Parameterized curves, Construction, Geogebra, CAS Maple.
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Evidenciamos as vantagens da tecnologia no ensino de conteddos de Matematica, como
no caso, por exemplo, do Calculo. No rol dos topicos estudados no contexto da
transicdo do Calculo em Uma Variavel Real para o Calculo a Vérias Variaveis, a no¢ao
de equagdes definidas, de modo implicito?, por variaveis, permite um amplo campo de
relagbes conceituais e a possibilidade de aplicacdo e significacdo de teoremas
importantes do Calculo (ALVES, 2011; 2014) e fundantes em Analise no IR" (LIMA,
2009).

Neste escrito, trazemos a discussdo do uso, em carater de complementaridade, dos
softwares Geogebra e do CAS Maple, no contexto de algumas situacdes problemas,
relacionadas com o Teorema da Funcdo Implicita. Logo abaixo apenas indicamos seu

enunciado.

Teorema: Seja F(x,y) de classe C' num aberto AcIR® e seja (X,,Y,) €A com

F(X,Y,)=0. Nestas condicOes, se %:(xo,yo);to entdo existirdo intervalos

(X: Vo) €1y x 3, — IR* tais que, pra cada xel existe um uUnico g(x)eJ, com

oF
~ & (Xv y) .
‘ia';(x, y)

F(x,9(x))=0. A fungdo g:1 —J e diferenciavel e vale g'(x)=

(Demonstragéo: Guidorizzi, 2010, p. 239).

Embora ndo tencionamos analisar a aplicacdo particular deste teorema, nos exemplos
que discutiremos, as condicOes de seu uso é possivel e, do ponto de vista matematico, é
consistente. Por outro lado, diante da énfase em procedimentos de natureza
eminentemente analitica, apontaremos fatores que restringem as possibilidades de
exploragcdo de elementos de natureza qualitativa (visual), oriunda da abordagem
standard, por parte de autores de livros de Calculo.

Por fim, no caso de -equacbes do tipo f(x,y)=k(curvas de nivel) e
f(Xx,y,z) =k (superficies de nivel), mostraremos de que modo a tecnologia pode

proporcionar elementos para a investigacao, analise de caracteres visuais e qualitativos,
0 que evita restringirmos a tarefa do aprendiz, em uma simples aplicacdo de

formulacdes e/ou receitas a priori, indicadas pelo professor, e validada pelo modelo

2 Neste artigo assumimos posic&o concorde com o autor Scarpello (2002, p. 173-174), quando acentua
que o vocabulo “implicito” com a intengdo de “descrever uma fungdo que ndo opera a partir de uma
sequéncia de valores relativos as variaveis independentes.”.
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matematico. No préximo segmento, indicaremos uma abordagem, adotada por autores
de livros de Calculo, a qual, necessita maior atencdo (ALVES & BORGES NETO,
2011; ALVES, BORGES NETO & INGAR, 2013).

2. Funcoes definidas implicitamente por meio de equagdes: sua abordagem nos
livros

Nesta secdo, nos restringiremos a certas equacdes, descritas em duas ou trés variaveis,
que definem, de modo implicito, fungdes do tipo z=f(x,y) e w=f(X,y,2). Na
propria Histéria da Matematica, sublinhamos o empenho de matematicos, tais como:
Descartes, Leibniz, Bernoulli e Euler (SCARPELLO, 2002, p. 175-176), com o intuito
de estudar e descrever propriedades de certas equacdes descritas de maneira implicita.

De modo preliminar, considerando uma funcdo diferenciavel y=g(x) seja dada
implicitamente pela equacdo F(X,y)=g(x)—y=0. Acrescemos a hipotese de que F é
diferenciavel e VF(x,,Y,) #(0,0), onde se tem que y,=g(X,). Neste caso, o vetor
gradiente é descrito do seguinte modo VF(X,, Y,) =(9'(%,),—1 (*).

Em virtude deste argumento, ¥xe Dom(g), teremos que F(x,g(x))=0. Dai, ao
definirmos a curva y(t) =(t,g(t)) .. F(»(t)) = F(t,g(t)) =0. Noutros termos, podemos
interpretar que a imagem da curva y(t) esta contida na curva de nivel F(x,y)=0.
Outrossim, derivando a equacdo F(y(t)) =0, inferimos que os vetores VF e y'(t) séo

ortogonais (**). Tal fato pode ser generalizado no caso de trés variaveis (GUIDORIZZI,
2010; SIMMONS, 1988; STEWART, 2001). Assinalamos, entretanto, alguns exemplos
presentes nos principais compéndios especializados no Brasil. O carater algébrico se

sobressai em todas as situa¢des que imprimimos énfase.

Figura 1. Enunciado standard abordado em compéndios de Célculo

EXEMPLO 3. y = f(x) ¢ uma fungio diferencidvel definida implicitamente pela equagio

i k] : - .
v+ xy + 1 = 3x. Determine as equagdes das retas tangente ¢ normal ao grifico de o
ponto (1, 1).

Fonte: Guidorizzi (2010, p. 250)
Na figura 1, vale sublinhar que a tarefa retira a responsabilidade do aprendiz, qualquer
preocupacao relativa a existéncia de retas tangentes e normais ao grafico, uma vez que,
de modo peremptério, o autor indica o procedimento Unico a ser executado. Vale

destacar que o gréafico da fungdo f ndo é fornecido e toda a estratégia € originada a

partir das formas analiticas.
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Por outro lado, na figura 2, percebemos que a énfase concedida por Stewart (2001), se

restringe em encontrar e determinar (por meio de derivacdo implicita) a seguinte

. d X -2 .
expressao y':—y:—z—y. Entretanto, questionamos se, de acordo com a natureza
dx y© —2x
de uma abordagem que prioriza apenas um desses registros, proporcionamos ao
aprendiz, a possibilidade da aquisicdo do significado geométrico e as propriedades
grafico-geométricas envolvidas? Ou a variacdo de suas propriedades qualitativas,
quando alteramos valores correspondentes as variaveis “x” e “y”’? Com base nos dados

sugeridos, deixamos a cargo do leitor a resposta para tal questionamento.
Figura 2. Descricao de exercicio proposto em Stewart (2001, p. 922)

EXEMPLO 8 ©— Determine v s¢ x° + v' = 6xvy.

Fonte: Stewart (2001, p. 922)
Na figura 3, trazemos um exemplo proposto pelo mesmo autor, envolvendo equagdes
descritas de modo implicito, nas varidveis X, y e z. O fator agravante nesta tarefa, que

preserva 0 mesmo estilo da anterior, diz respeito ao fato de que a representacéo grafico-

geométrica dos objetos envolvidos se relaciona com o IR® e IR*. Neste ultimo caso,

imperceptivel aos olhos humanos.
Figura 3. Exercicio proposto em Stewart (2001, p. 923)

Az oz

EXEMPLO 9 O DctcrmintTr —sexr+y +27+6nz=1
dx  dy

Fonte: Stewart (2001, p. 923)
Nas situacdes indicadas ha pouco, se sobressaem as equagdes que descrevem relaces
implicitas entre as variaveis. Quer sejam com duas ou trés variaveis. Para exemplificar,
indicamos a equacdo x°+Yy®=a6xy, com a<IR. Com o comando Curvalmplicita [
f(x,y)], como divisamos no canto esquerdo inferior da figura 3, descrevemos a trajetoria
suave (em cor azul), com um ponto de autointersec¢do na origem. Com o recurso do
software Geogebra, podemos inferir o comportamento (e a existéncia) da reta tangente
ao longo de tal trajetoria. Neste sentido, ativamos a funcéo rastro, relativo a tangente, no
ponto A, curva a. Indicamos a descricdo do comando na figura 4, no canto inferior, a

esquerda.
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Figura 4. Descricdo e exploracéo da representacdo grafica do folium de Descartes e sua familia de

retas tangentes
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Fonte: Elaboracao do autor
Na figura 5, trazemos um exemplo abordado em Pinto & Morgado (2009). Mais uma

vez, sentimos a orientacdo do autor, no sentido da aplicacdo da técnica de derivagédo

implicita e, em seguida, a determinacdo numérica da derivada Nenhum

@,
dx

expediente de natureza grafico-visual é apontado ou aconselhado por esses autores.

Figura 5. Exemplo proposto enfatizando um procedimento analitico

Exemplo A.4: Verifique que a equagio z%y® — z —y + 1 = 0 define y como
fungéo de z numa vizinhanga de Py = (1,1), e obtenha a derivada de y = Flx)

quando = = 1.

Fonte: Pinto & Morgado (2009, p. 311)
Por fim, Granville & Longley, P. F. (1961, p. 580) indicam o seguinte exemplo. A
tonica geral € o apelo a algoritmizacdo e a desconsideracdo das propriedades grafico-
geométricas (fig. 6). O viés indicado por esses autores na década de 60 se preserva aos
nossos dias. Nas secdes ulteriores, discutiremos algumas limitagbes do software

Geogebra, com respeito a determinadas classes de equacOes descritas por variaveis.
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Figura 6. Exemplo de cunho analitico proposto por Granville & Longley (1961)

dy

Exemplo ilustrativo 1. Datlo z%4 + seny = 0, achar i

Fonte: Granville & Longley (1961)

3. Exploracédo de situagdes com énfase na visualizacéo: uso dos softwares Geogebra
e CAS Maple

Podemos evidenciar as potencialidades da tecnologia, na medida em que salientamos e
indicamos habilidades cognitivas relacionadas com a visualizacao, inviaveis de serem
exploradas, quando limitamos nossa mediagdo didatica apenas ao uso do lapis e papel
(ALVES, 2011).

Por exemplo, quando consideramos a funcdo f(X,Yy,z)=w, cujo grafico é determinado

pelos pontos (X, y,z,w) e IR*. Portanto, ndo podemos visualizar seu gréfico, entretanto,

conseguimos exibir, por intermédio do CAS Maple, suas superficies de nivel. Neste

caso, indicamos na figura abaixo, as superficies de nivel descritas por
f(xy,2) =x*x*z2+xy’z® +xz =k, com k €{1,2,4,6} (escolhidos de modo arbitrario).

Figura 7. Descricao grafico-geometrica de superficies de nivel com o auxilio computacional

IR3
Supetficies de
aivel

J(x y.2)=2
J(x y.2)=4
J(x.5.2)=6

Fonte: Elaboracéo do autor

N&do obstante, nas figura 7 e 8, proporcionamos ao aluno uma visdo global dos

elementos. Nesse momento, com base na figura 8, indicamos o seguinte ponto
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P=(-4,-12) pertencente a superficie de nivel (em cor verde) indica por

f(x,y,2)=xXx2+xy’z® +xz=4.

Figura 8. Descri¢do de trés possibilidades de visualizacdo do vetor gradiente e um plano que
tangencia uma superficie de nivel no espago

Fonte: Elaboragéo do autor

Neste sentido, nas vizinhancas do ponto P =(—4,-12) indicado, exibimos um plano

(em amarelo) e um vetor (em cor vermelha). Reparemos que, de acordo com o exemplo

(que exibimos na figura 3), ndo sabemos, de modo tacito, a regido do espaco, na qual,

equagdes descritas de modo implicito, do tipo x*+ y® +z* =3z (GUIDORIZZI, 2010, p.
253) ou x*+3y®+8xz>—3z°y =9( PINTO & MORGADO, 2009, p. 315), ou ainda
X+Yy*=3xz=0 (LEITHOLD, 1990, p. 1002) definem, localmente, uma funcéo.

Por outro lado, em relagdo a condigdo VF(X,,Y,) =(9'(X,),—1) que descrevemos em

(*), registramos que a propriedade relatada em (**) (ortogonalidade entre o vetor
gradiente e o vetor velocidade) continua sendo valida quando acrescemos uma variavel.

Com efeito, na figura 8, divisamos uma superficie de nivel descrita, de modo implicito,
pela equacdo X +3y*+8xz>—3z°y =9 e, indicamos a posi¢io do vetor gradiente (em
cor azul) do ponto P=(-4,-12), relativo a fungéo
F(x,y,z) =x*+3y* +8xz° —3z°y —9=0. E, com base na descricio gréafico-geométrica
proporcionada pelo CAS Maple, podemos depreender informalmente, com arrimo na

visualizagdo, que tal vetor é ortogonal a qualquer vetor do plano tangente em P (de cor

amarela). Certamente que tal conjectura exige uma verificacdo formal, uma vez que, a
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visualizagdo ndo demonstrada. N&o obstante, a visualizagdo fornece indicios para uma
mobilizacao preliminar apoiada em um entendimento tacito de uma situacéo.

Cabe salientar ainda que o Software Geogebra possui certas limitagdes no tocante ao
calculo de manipulacéo algebrica de equacBes implicitas mais gerais. Todavia, no caso
de equacbes polinomiais em duas varidveis, conferimos seu bom desempenho.
Consideremos a seguinte equacio (x*+Yy?)>—x*+y®>=0 (leminiscata). Com uma
intencdo didatica de explorar a complementaridade dos softwares, trazemos também, na
figura 9, a descricéo do grafico da fungdo z = f (X, y) = (x* + y?)* —x* + y?, cujo grafico
pode ser observado. Na trajetoria, que se assemelha a um “oito”, podemos instigar o
estudante a formulacdo de conjecturas (quanto ao comportamento numérico de dy/dx),

quanto a localizacdo/identificacdo de trechos que correspondem ao grafico de funcéo.

Figura 9. Descricao do comportamento grafico-geométrico da equacéo descrita de modo implicito
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Fonte: Elaboracao do autor
O aluno precisa perceber que a equacio (x*+y?)*—x*+y* =0 representa a interse¢io
do gréfico da funcdo z= f(x,y), com o plano (em cor amarela) z=0 (ver figura 10).

Vale reparar que, relativo ao uso do software Geogebra, na figura 9, o aprendiz tera
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oportunidade, a partir da manipulacdo e dinamicidade da constru¢do que indicamos
acima, de adquirir o entendimento da localizacdo dos pontos, pertencentes a trajetoria
abaixo (em cor azul), sobre os quais, registramos uma tangente paralela ao eixo das
ordenadas e outra reta paralela ao eixo das abcissas (ver fig. 9).

Na figura 10, exibimos o comportamento da regido do espaco IR®, na qual, temos
define o grafico da funcdo f(x,y)=(x*+Yy*)?—-x*+y*. O aluno deve compreender
que a curva na figura 9, representa a interseccdo de dois objetos. Neste cenario,
conduzimos o aluno a realizar as ligagdes conceituais entre os objetos exibidos no IR? e

no IR? (relacionando as figuras 9 e 10).

Figura 10. Descricéo e comparacéo dos graficos produzidos pelo software CAS Maple

CAS Maple

vista de cima !RQ

2=flxy)=('+y Y -x'+y

Fonte: Elaboragéo do autor

Vejamos, por exemplo, o caso da curva x*—3xy+y>=7. Na figura 11, no centro,
apresentamos uma familia de curvas do tipo x*—3xy+Yy®=k e, para efeito didatico,
colocamos em destaque, a curva x*>—3xy+Yy®=7 (em cor azul). Ademais, podemos
conduzir o aluno ao entendimento, relativo ao qual, a funcio f(x,y)=x*-3xy+Yy?,

que possui seu grafico no IR?, admite vérias curvas de nivel (figura 11, canto esquerdo

superior).
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O cenério que elaboramos na figura 11 foi estruturado com vistas ao entendimento, por
parte do aluno, compreender as varidveis qualitativas em jogo. Nesse cenario,

exploramos uma viséo de complementaridade de ambos os softwares.

Figura 11. Com o uso de ambos 0s softwares proporcionamos maiores possibilidades de visualiza¢do
P

‘AS Maple

\ f(xy)=x' -3xy+y’ Q
X -3y+y =T |

Geogebra

Curvas de pivel

Fonte: Elaboracao do autor
Vejamos mais um exemplo, semelhante ao caso anterior, no qual, proporcionamos ao

aluno, a percepcdo de uma perfeita ligacdo conceitual e entendimento do
comportamento geométrico, quando direcionamos nossa atengdo aos espacgos IR* e IR®
(ALVES, 2011, p. 233). Dai, consideremos a funcdo f(x,y)=(x"+y*)(y* +X(x+1))—4xy’
que admite seu grafico, descrito por (x,y, f (X,Y)), numa regifo do espaco IR®.

Com o CAS Maple, descrevemos as curvas de nivel associadas a funcdo acima, tanto no
plano como no espaco. A descrigdo das curvas de nivel com o Geogebra se restringe as
equacdes polinomiais descritas em duas varidveis (ALVES, 2014). Todavia, com base
na figura 12, no centro, elaboramos uma construgdo dindmica com o Geogebra e, por

essa via, podemos manipular o grafico e identificar regiGes topoldgicas, na quais, a reta
que tangencia a curva F(x,y)=(x*+y*)(y* +x(x+1))—4xy* =0, é paralela ao eixo das

ordenadas. Por exemplo, numa vizinhanca da origem (0,0), o aprendiz deve ser
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conduzido ao entendimento da impossibilidade de existir uma funcéo do tipo y=g(x),

que satisfaca a condicdo F(x,g(x))=0.

Figura 12. Descricao das relacdes permitidas por intermédio do uso dos softwares, num carater de
complementaridade

Ja=0"+7)0 +a(x+1)-497

Geogebra

(472 +ar+1) -4 =0

N B
" i
.......

Curvas de nivel

IR

Fonte: Elaboragéo do autor
_ _ _ _ X°+2y*+z2=4
Para concluir, vamos considerar o seguinte sistema (I) , 3 proposto em
X“+y+z=

Guidorizzi (2010, p. 255). Com vistas a determinacdo do conjunto (caso exista!) de

solugdes do mesmo, devemos impor a condicao
7=4-x"-2y?
y SA=XP=2yP =3-X" -y 2y*—y=1.
7=3-x"-y

Ora, o autor explica que a equacdo 2y°—y=1, que descreve a solucdo do sistema

acima, ndo depende da variavel ‘x’. Por outro lado, correspondentemente aos valores
das incognitas y=1 e y=—§, podemos depreender, com arrimo na visualizagdo, a

localizagdo da regido que exibimos na figura 13. Indicamos duas curvas parabolas, com
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concavidade voltada para baixo. Podemos executar sua analise com o Geogebra no

plano.

Figura 13. Visualizagdo da regi&o do espaco IR? e IR® que compreende a solucéo do sistema |

x2+2y2+z:4
Fy+z=3

L%
XA ]
/i

-4

Fonte: Elaboracao do autor

Por fim, vale sublinhar as consideracGes de Guidorizzi (2010, p. 255-256), quando

declara que “y nao depende de x”. Além disso, com os valores das incdgnitas indicados
. ~ 2 , 1
hd pouco, escrevemos duas equacbes: z=3-Xx"-1 e z=3-X -5 (em planos

paralelos). O cenario que indicamos na figura 13, conduz o aprendiz & compreenséo,
segunda a qual, a parabola de interesse pertence a um plano paralelo ao plano xz. Um
pouco mais adiante, Guidorizzi acrescenta: “sugerimos a0 leitor desenhar o grafico da
curva”. Entretanto, quando apoiamos nossa investigacdo na inspecdo dos caracteres
grafico-geométricos, depreendemos, a partir de nossa apreensdo perceptual, que apenas
acurva z=3-x*—1 proporciona o alcance e elaboracio de alguma conclus&o.

Nosso ultimo exemplo, envolvendo essa categoria de situacdo-problema, é descrito pelo
sistema (1) Xz +yj vz :1. O modelo de abordagem padrdo, nesse caso, orienta o
X“+y —-y=0

aluno a determinacdo de varios elementos, restrito ao quadro analitico. Quando
buscamos determinar o conjunto solucdo do sistema (Il) (ver fig. 14), devemos
encontrar uma equagdo descrita de modo implicito que, do ponto de vista geométrico, é
a curva indicada (em cor vermelho) na figura 14. .

O problema é antever, a regido (ou por¢éo) do grafico determinado por tal equacéo, que
diz respeito ao grafico de uma funcdo. Assinalamos, entretanto, que a regido de
intersecdo entre uma esfera e um cilindro deslocado da origem proporcionada pelo CAS
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Maple, ndo permite a exploragdo das propriedades topoldgicas da regido (curva de cor

vermelha), dado o caréater estatico do objeto produzido por esse software.

Figura 14. Descricéo grafico-geométrica da equacgéo implicita que descreve a solucgéo do sistema 11

AYEVEVAVEVEN VA
Hl\_)
+
let\_)
+
kg,
I

i

A

il

i i

)

EYEVAViAVEVEVEY

Fonte: Elaboracao do autor

Dando prosseguimento a nossa analise e indicacdo dos elementos que podem ser
contemplados numa abordagem didatica que evita o emprego, de modo precipitado, do
aparato analitico, conduzimos o aluno, em observar as relagdes e propriedades comuns
entre a curva (de cor azul) da figura 13, com a curva (de cor vermelha) que
apresentamos na figura 14.

Quando passamos, entdo, a utilizacdo, em carater complementar, do software Geogebra,
registramos um ganho no que concerne a dinamicidade e manipulacdo da construcao
que mostramos na figura 15. O carater qualitativo aqui a ser destacado diz respeito a

suavidade de ambas as trajetorias, entretanto, o aluno deve perceber que a seguinte
descricdo analitica por x*—y*+y*=0, representa uma restricio (curva de nivel)
correspondente & fungdo z = f(x,y) =x*—y*+y* e se assemelha a curva (em forma de
“oito”) que indicamos na construcédo da figura 14.
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Figura 15. Conjunto solucdo fornecido com o software Geogebra

Arguivo  Editar  Exibir  Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

X . _ »
B[EN e B S [l =] DN = 1l
b Janela de Algebra ~ Janela de Yisualizagdo
= Curva Implicita L - sesmmmm ~ a0~
L@ arwrryrtoyE=0 o B A P ML — o TS CE T 1y -~ g
= Mimero . ‘*‘.- '2' ",r ?‘5"-" ., kK -é.". ."'"E.l-'b '-3!“"'? ;Wé‘s“. a8
@ Declividade = -1.27 ”::.__. .". 2 ::; T Ye, = |, BRI 5 1? e 3 t{\-\@
= Ponto BRRRLY A X Y z o ,\‘._._-_‘:'}_‘:_'.

L@ A= (-0.34,0.37)
= Reta
L@ b: -0.68X - 0.54y = 0.04

LT
r

= et A Y - x
I =

O P

Entrada:

Fonte: Elaboragdo do autor

Finalizamos esta secdo, acentuando a importancia do entendimento, por parte do

estudante, da passagem do ambiente do plano, no qual se realiza do estudo do Célculo

em Uma Variavel Real, para o espaco IR?, no qual temos a possibilidade de perceber, a
partir da visualizacdo, propriedades tridimensionais dos objetos (ALVES, 2013). O
relevante, do ponto de vista de uma heuristica® (POLYA, 1973, p. 113) para a
abordagem de certos problemas que se enquadram na classe de equagfes descritas de
modo implicito, diz respeito as propriedades invariantes e propriedades que se
modificam, ou ndo se preservam, tendo em vista 0 aumento da dimensdo. Essas e outras
qualidades sédo observadas no contexto da resolucdo de problemas (POLYA, 1977,
WICKELGREEN, 1974) e sugeridas no ensino que deparamos no locus académico
(ARTIGUE, 1995, p. 104-105).

Para ilustrar nosso ultimo comentéario, apresentamos, na figura 16, um cenario para a
visualizagdo do comportamento de gréaficos, produzidos por ambos os softwares.
Exemplificamos a trajetdria no plano, com origem de um exemplo discutido por Krantz

& Parks (2002, p. 2). Neste exemplo, os autores alertam que nem sempre, equacdes

® Polya (1973, p. 112) menciona heuristica ou heurética (ars inveniendi) pertencente a um ramo de estudo
ndo muito claro. Seu objetivo, segundo ele, é estudar os métodos e regras de descoberta e invencéo.
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descritas de modo implicito (curvas), gozam de propriedades de uma funcao.
Outrossim, os estudantes carregam a concepc¢ao, segundo a qual, toda funcdo, pode ser
expressa, em termos de variaveis independentes e dependentes (ARTIGUE, 1995). O
caso discutido por Krantz & Parks, envolve a equagdo implicita
y* +16y—32x>+32x=0. O aluno, na condicdo de interesse em detectar regides em
que contamos com o grafico de uma funcdo, deve depreender que a curva (em azul, no
centro), da figura 16, para toda vizinhanca que escolhemos, centrada num ponto da
curva, designa o grafico de uma funcdo, embora, ndo possamos escrever, de modo
explicito as condi¢bes y = f(x) ou x=g(y), em termos explicitos.

Figura 16. Exemplo fornecido por Krantz & Parks (2002, p. 2)

vista de cima-HHH
A
Fx,y)=y +16y-32¢ +32x RRAA, i

CAS Maple

Y +16y-32x"$32x5 1)

Fonte: Elaboragdo do autor
4. Consideracdes e recomendacdes
Equacdes do tipo f(x,y)=k(curvas de nivel) e f(X,y,z)=Kk (superficies de nivel),
podem ou ndo, do ponto de vista local, definir o grafico de uma funcdo. Neste escrito,
damos énfase em certas possibilidades de se abordar tarefas no contexto do Calculo,

tradicionalmente presentes nos compéndios especializados de Calculo, que evidenciam
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o carater algoritmico das habilidades requeridas ao aluno. Neste sentido, os autores de
livros didaticos, costumam em fornecer equagdes do tipo x* +xy + x-sen(y) = y-sen(x)
ou sen(x+Yy) =y*-cos(x), e a atividade do aluno se encerra, na medida em que fornece

respostas do  tipo dy _

q =y-cos(x)—2x—y—sen(y)/x+x-cos(y)—sen(x)  ou
X

2
ay _ Y -sen(x)+cos(x+y) (0 que pode ser executado também pelo pacote de
dx 2y-cos(x)—cos(x+Y)

comandos algébricos de versdes recentes do software Geogebra, como exibimos na

figura 17, canto esquerdo). Fato que ndo promove, necessariamente, um maior
entendimento conceitual.

Figura 17. Reestruturac¢do de tarefa proposta no Célculo em Uma Variavel Real
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Fonte: Elaboragdo do autor

Por outro lado, apoiando nossa mediacao na tecnologia, podemos descrever um cenario
de aprendizagem para os estudantes, que envolve a produgdo de conjecturas, com
posterior verificacdo formal de cada ilacdo (ALVES, 2014). Pela via que sugerimos, a
atividade investigativa do aprendiz evolui, gradativamente, com a descoberta e
possibilidades de discussdo em grupo, dos aspectos grafico-visuais percebidos e

apreendidos pelos gréaficos produzidos por ambos os softwares (ver figura 17).
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Vale acentuar que o software Geogebra permite a manipulagdo, variacdo de elementos
matematicos em cada construcéo, todavia, exibe apenas uma classe restrita de equacdes
descritas em duas variaveis (somente polinomiais do tipo f (x,y)=0). Por outro lado, o
CAS Maple, embora exija 0 dominio de uma sintaxe prépria, produz e permite a analise
grafico-visual de regides do espago IR®, que encerram complexidade, e que, quando
restringimos a busca ao lapis e papel, a tarefa do esboco grafico de algumas regides,
como as que abordamos nas se¢des anteriores, se mostra inexequivel (ALVES, 2013a,
2013b, 2013c).

Vale assinalar a reflexdo de Polya quando acentua que “textos matematicos tencionam
apresentar problemas matematicos bem formulados. Mas se o objetivo de tal problema é
a determinacdo de algo desconhecido, o livro texto deveria estabelecer, com
ambiglidade, os dados e as condicdes pelas quais a incognita é determinada. (POLYA,
1977, p. 164). Ora, os trechos de livros que damos énfase aqui, propdem uma
abordagem que sugere exatamente a direcdo questionada por Polya. Ou, melhor
dizendo, problemas bem formulados e estruturados a partir de enunciados que permitem
uma unica fonte de obtencdo de dados, um Gnico modo de iniciar sua solucdo, além de
um emprego precoce de uma linguagem formalizada (ARTIGUE, 1995, p. 104).
Wickelgreen (1974, p. 184) acentua que “o passo mais basico que orienta a atividade de
resolucdo de problemas é constituida pela apresentacdo da informacdo em dados
simbolicos e em formas de diagramas.”. Essas ultimas, como tentamos patentear ao
decorrer do texto, proporcionam alteracbes na mediacdo do professor, na medida em
que, ao decorrer do tempo didatico, registremos o espaco adequado para a formulacao
de conjecturas, originadas na visualizacao e percepcao das propriedades qualitativas das
formas gréafico-geométricas (ALVES, 2011; 2014).

Por fim, acentuamos, ao longo do texto, que a decisdo ou determinacdo de propriedades
locais, que conferem a uma equacao (curva de nivel ou superficie de nivel) ndo constitui
um problema de facil solucdo (BORTOLOSSI, 2009). Ademais, a analise completa
envolve e 0 uso do Teorema da Fun¢do Implicita - TFl. N&o obstante, tal tematica, que
envolve a aplicacdo do TFI, sera objeto de nossa discussdo em trabalhos ulteriores
envolvendo a tematica e a preocupacao didatico-metodoldgica com a transicdo interna

do Calculo em Uma Variavel para o Calculo a Vérias Variaveis (ALVES, 2011).
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