Quadruplas Harmoénicas, o Circulo e a Esfera de Apol6nio, suas
abordagens e construcdes no GeoGebra

Harmonic Quadruples, the Circle and the Sphere of Apollonius, its approaches and
constructions in GeoGebra
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Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo acerca de conhecimentos importantes das
geometrias euclidiana, analitica e projetiva, relacionando-os com nossos objetos
principais: as quadruplas harmdnicas e o Circulo de Apoldnio. Estendemos naturalmente
esses conceitos culminando na Esfera de Apoldnio. Para tanto, usamos um importante
software de geometria dindmica: o GeoGebra. Este nos permitiu observar, em detalhes,
o Circulo e a Esfera de Apoldnio, suas posicdes relativas e possiveis degeneracdes. Ao
utilizar softwares como GeoGebra, percebeu-se 0 quanto eles se tornam aliados para um
aprendizado significativo e concreto dos conhecimentos abstratos da Geometria.
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Abstract

In this paper, conducted a study about important concepts of Euclidian, analytical and
projective geometry, relating them to our main objects: the harmonic quadruples and
Circle of Apollonius. Naturally extend these concepts culminating in Apollonius Sphere.
To do so, we use an important software of dynamic geometry: GeoGebra. This allowed
us to observe, in detail, the Circle and the Sphere of Apollonius, their relative positions
and possible degenerations. By using software like GeoGebra, it has been realized how
much they become allies for a meaningful and concrete learning of the abstract
knowledge of Geometry.

Keywords: Harmonic quadruples; the Circle and the Sphere of Apollonius; GeoGebra.

Introducéo

A Matematica desempenha papel fundamental na formacdo de cidaddos capazes de
compreender o0 mundo em que vivem e de se comunicar em sociedade, pois ela esta
conectada a diversas areas do conhecimento e presente no quotidiano das pessoas. Sendo
assim, o conhecimento matematico constitui uma ferramenta de grande aplicabilidade e
deve ser amplamente explorado e adaptado de acordo com a necessidade, devendo
portanto, ser vista como uma ciéncia viva, em constante (trans)formagdo. Um bom
exemplo de sua mutacdo é o desenvolvimento tecnologico estreitamente associado aos

tradicionais conceitos matematicos, destacando-se 0 GeoGebra, um software criado e
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desenvolvido para, dentre muitas fungdes, auxiliar no estudo e ensino de Geometria,
estudo esse que nos permite interpretar e compreender melhor as formas que nos cercam
e 0 mundo em que vivemos. O conhecimento geométrico tem papel fundamental para a
compreensdo de conceitos vinculados a Matematica, bem como a outras areas do

conhecimento.

[...] as habilidades de visualizagdo, desenho, argumentacéo logica e de
aplicacdo na busca de solugBes para problemas podem ser
desenvolvidas com um trabalho adequado de Geometria, para que 0
aluno possa usar as formas e propriedades geométricas da representacéao
e visualizacéo de partes do mundo que o cerca. (BRASIL, 1998, p.94)

Nessa perspectiva, 0s recursos tecnolégicos podem oferecer uma grande contribuigéo,
pois atestam com uma precisdo invejavel, conceitos até entdo dificeis de construir e de

visualizar.

Aqui, exploramos conceitos importantes da Geometria como divisdo de segmentos,
lugares geométricos, circulo e esfera (e suas equaces) e o uso do GeoGebra.
Correlacionamos todos esses conceitos com um estudo dirigido ao objeto principal do
trabalho: as quadruplas harmoénicas, o circulo e a esfera de Apoldnio. Tal programa, que
pode ser facilmente baixado em seu sitio eletrénico (www.geogebra.org) na sua versédo
mais atual, como também esta disponivel nas lojas de aplicativos para smartphones e
tablets. Cabe salientar o quanto o software GeoGebra foi Util na constru¢do, demonstracéo
e visualizacdo do proposito de estudo. Com ele, todos os argumentos que Apoldnio usou
h& mais de dois milénios para conjecturar o teorema que mais tarde, com a evolugéo da
geometria euclidiana e criagdo da geometria analitica no século XVII, puderam ser
facilmente provados. No entanto, nenhuma das demonstracfes para o problema ja feitas
¢ tdo dinamica quanto a que pretendemos mostrar neste trabalho, com o valioso auxilio
do GeoGebra.

1. Quadruplas Harmonicas

Para que possamos chegar no Circulo de Apoldnio (e posteriormente na Esfera de

Apoldnio) inicialmente vamos definir uma quadrupla harmonica.

Dizemos que os pontos C e D de uma reta AB e distintos de A e B, dividem
harmonicamente o segmento AB, se

CA DA

CB DB
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A c B D
. * - .

FIGURA 1: Conjugados harménicos
FONTE: O autor

~ . A - —_— ~ CA DA
C e D séo os conjugados harménicos de AB numa razéo k = iy

Desta forma, os pontos A4, B, C e D distintos da reta, com C no interior e D no exterior de

AB, formam, nesta ordem, uma quadrupla harménica.

E facilmente demonstravel a distancia x entre os conjugados harménicos como sendo
2k - AB

X=\|m-

Essa distancia € muito Gtil em diversos problemas. Na proxima secdo, vamos perceber

que essa distancia também € o diametro do Circulo de Apolénio.

Ainda é possivel obter o conjugado harménico de um ponto dado em relagdo a um
segmento, usando 0 GeoGebra?.

e Trace uma reta AB e um ponto C interno® a ela;

e Marque um ponto P externo a reta AB e trace as retas AP, BP e CP;

e Partindo de A, trace uma reta r qualquer concorrente as retas BP e CP;

e Marque Z e Q os pontos de intersecdo de r com BP e CP, respectivamente;
e Trace areta BQ e marque sua intersecdo Y com AP;

e Trace areta YZ e marque sua intersecio D com AB.

-/ A o

FIGURA 2: Construgéo da quadrupla harménica usando o GeoGebra
FONTE: O autor

2 Também é possivel fazer essa construgdo usando apenas régua.
3 E importante evitar o ponto médio do segmento AB.
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Observando a figura, nota-se que Y, Z e D pertencem as retas suportes dos lados AP, BP

e AB do triangulo PAB. Portanto, vale o teorema de Menelaus:

YP ZB DA
—. . 1 (1.1)

Por outro lado, como C também faz parte da reta suporte de AB, vale o teorema de Ceva:

YP ZB CA — 1 12
YA ZP CB (1.2)
De (1.1) e (1.2), conclui-se que:
CA DA
CB DB

Portanto, os pontos A, B, C e D formam uma quadrupla harménica, como queriamos

demonstrar.

2. O Circulo de Apoldnio

Um estudo matematico mais aprofundado sobre as quadruplas harmonicas certamente nos
levard ao teorema do Circulo de Apoldnio. De acordo com esse teorema, dado um
segmento AB em um plano 7, chamamos de Circulo de Apoldnio ou Circunferéncia de
Apoldnio, o lugar geométrico (LG) dos pontos P de = tais que % = k,com k # 1. Esse
LG é um circulo I" de didametro CD onde C e D sdo os conjugados harménicos em relacao

a AB narazdo k.

FIGURA 3: Circulo de Apoldnio sobre AB na razdo k
FONTE: O autor

Para demonstra-lo, vamos utilizar os conceitos de geometria analitica.
Sejam A, B e P pontos e I' um circulo de um mesmo plano. Vamos mostrar que:

P=(xy)€ELG< PET.
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O LG em questdo e tal que % = k.

\
\
t
A@,0) ¢l B0 {0

FIGURA 4: Demonstracdo analitica do Circulo de Apolénio
FONTE: O autor

Sejam os pontos A = (0,0) e B = (a,0) pontos do plano e P = (x,y) pertencente ao

LG, sem perda de generalidade, temos:

ba k PA=k-PB
— = — .
PB

& PA? = k2 PB?
& x2+y?2 =k [(x — a)? + y?]
& x? + y? = k?(x? — 2ax + a? + y?)
& x2(k? - 1) — 2ak®x + a’k? + y? (k2 -1) =0

2ak? +a2k2
-1 "k2-1

2—1)2_k2—1

2
=[x - ak” + y? = a?k? K — k-1
k-1 kKZ—1)2  (kZ—1)?
o ak? \* 2 ( ak )2
*Te—1) 7Y T e

. . . k? : k
Ou seja, 0 LG é o circulo T de centro (ho) e raio |--—

ak? \° a’k* a’k?
_ 2 _
= <x > +y &

|. Neste caso, o centro da
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circunferéncia pertence a reta AB:y = 0, no entanto, esta em fungédo da razdo k e do

comprimento a = AB.

Retomando o que vimos na secdo anterior, 0 comprimento de CD pode ser determinado

em funcéo da razdo k. Logo, I' tem didmetro CD.

Como €D = 248 entio:
k2-1
D 2k - AB
r = _|: — b
2 2
2k - AB
=7r=|l——
" e -1
k- AB
1 =
"Tlkr 1

como queriamos demonstrar.
Ainda é possivel provar usando conceitos da geometria euclidiana. Vamos mostrar que:

PeELG < PEeT.

FIGURA 5: Demonstracéo euclidiana do Circulo de Apoldnio
FONTE: O autor

Sejam C e D conjugados harmonicos do segmento AB. Desta forma, eles dividem o
segmento na mesma razao k.

CA DA _

CB DB
Tome P um ponto qualquer do LG. Se P € {C,D}, entdo P €T, pois I' é uma
circunferéncia de didmetro CD (ou ainda porque C e D séo os conjugados harmonicos do

segmento AB). No entanto, se P & {C, D}, das igualdades
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PA_CA_

PB  CB
e pelo teorema das bissetrizes, concluimos que PC € bissetriz interna e PD € bissetriz
externa do angulo P do tridngulo PAB. Dai,

PA DA _

PB DB
Como as bissetrizes PC e PD sao perpendiculares, o tridangulo PCD é retangulo de
hipotenusa CD. Portanto, conclui-se que PCD esta inscrito no circulo de didmetro CD, ou

seja, P € T'. Isto mostra que LG c T.

Reciprocamente, vamos mostrar que, se P € T, entdo P € LG, ou seja, I' c LG.

FIGURA 6: Demonstracéo euclidiana do Circulo de Apoldnio
FONTE: O autor

Seja P um ponto arbitrario de I" distinto de C e D. Tragamos por C, uma reta r paralela a

PD conforme figura anterior. Os pontos E e F sdo as intersecdes de r com PB e P4,

respectivamente, tornando assim, CE e CF segmentos congruentes. Dai, como PC e PD

sio perpendiculares € EF e PD sdo paralelos, temos que EF e PC também sio

perpendiculares, o que torna PC mediana, altura e, consequentemente, bissetriz interna

do triangulo PCD. Logo, também pelo teorema das bissetrizes, % = % = k. Portanto,

podemos concluir que I' c LG.
3. Construcéo do Circulo de Apoldnio no GeoGebra

Nesta secdo, vamos construir o Circulo de Apolénio utilizando uma ferramenta de

importancia fundamental: 0 GeoGebra. Note, inicialmente, que essa construgdo nada mais
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é do que uma aplicacdo da construcédo das quadruplas harmonicas. Vejamos 0S passos:

e Com o programa aberto na janela de visualizagdo, trace uma reta AB e um
ponto P fora dela. Em seguida trace um ponto C contido no segmento AB de
forma que AC # BC.

¥ GeoGebra . x
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A0 % D VINE) . -2
BR[| PN B3
~ Janela de Algebra % |+ Janeia de visualizaio 4
- fiv -
Ponto
® A=(17.78,148)
® B=(191,154)
@ C=(871,151)
@ P=(-18.73,13.32)
Reta
@ f.0.06x+1587y=245
Segmento
® g=1587
p
L]
4
s o S - U S s s e Lo S, s S P
******************* [ 5 o -
A o) 8

Entrada

FIGURA 7: Construcdo no GeoGebra 1
FONTE: O autor

e Trace os segmentos PA, PB e PC e, um ponto Q arbitrario sobre o segmento
PA.

€7 GeoGebra . X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar

DhiERNgrENTER

 Janela de Algebra ¥ |~ Janela de Visualizagdo X

v fov -

Ponto
@ A=(17.78,1.48)

@ B=(535142)

@ C=(067,144)

@ P=(18.73,1332)

® Q=(18.23,712)

Reta

® [0.06x+1243y=17.32
Segmento

® g=1243

® h-1188

® i=1494

e =173

Entrada

FIGURA 8: Construcdo no GeoGebra 2
FONTE: O autor

e Trace o segmento BQ e marque a intersecdo R com o segmento PC.
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€ GeoGebra . X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

DNERNRRANZER

~ Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagio X

v fav A G

=(17.78,1.48)
=(:5.35,1.42)
=(9.67, 1.44)
=(48.73,13.32)
=(18.23,7.12)
=(-11.85,4.29)

10.06x + 12,43y = 17.32
gmento

Entrada

FIGURA 9: Construcdo no GeoGebra 3
FONTE: O autor

e Trace a semirreta AR e marque sua interse¢cdo S com o segmento PB.

¢ GeoGebra . bes
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

BNERESdERANTER

¥ Janela de Algebra ¥ |~ Janela de Visualizagio & K
v fiv fCv

0
=(17.78,1.48)
=(5.35,142)
=(9.67,1.44)
=(-18.73,13.32)
=(18.23,7.12)
=(-11.85,4.29)
=(972,53)

0086800

Fwopovoom» 2

@ £0.06x+1243y=17.32

® i=1494

@ j=17.91

® k=1409

Semirreta

@ -2.82x+5.94y = 58.83

Entrada.

FIGURA 10: Construcdo no GeoGebra 4
FONTE: O autor

e Trace a semirreta QS e marque sua intersecdo D com a reta AB. Observagao:
Nesta fase, determinamos C e D como 0s conjugados harménicos de AB.
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€ GeoGebra . X

Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
. [N ¥ . a=2
v B2 o) [ e NN e
~ Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagio X
v fev fCv

Ponto
® A=(17.78,148)

® B-(535142)

® C=(967,144)

® D=(8.83,1.35)

® P=(1873,1332)

® Q=(18.23,7.12)

-@ R=(11.85,429)

® $=(972,53)

Rela

® £0.06x+1243y=17.32
Segmento

® g=1243

@ h=-1188

® i=1494

@ =179

® k=14.09

Semirreta

® 1-2.82x + 594y = 58.83
@ m:182x+852y=27.53

Entrada

FIGURA 11: Construcéo no GeoGebra 5
FONTE: O autor

e Marque o ponto médio O do segmento CD e trace a circunferéncia com centro
em O eraio OC.

€ GeoGebra . X

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

ElL- AR SRlel<l ke =] +]

~ Janela de Algebra ¥ | = Janela de Visualizagio X
v fav fC~

nica

C(X+ 0427 +(y-14) =

i

&
5

A=(17.78,148)
=(5.35,1.42)
C=(9.67,1.44)
=(8.83,1.35)
= (042, 14)
=(18.73,13.32)
Q=(1823,7.12)
=(-11.85,4.29)

B
D
0
P
R
$=(9.72,53)

ta
£ 0.06x + 12.43y = 17.32

®16800008080 700

Semirreta
@ 1:-2.82x + 584y = 58.83
® m:182x+852y=2753

Entrada.

FIGURA 12: Construcéo no GeoGebra 6
FONTE: O autor

e Finalmente, para deixar a constru¢do mais limpa, pode-se ocultar os pontos,
segmentos e semirretas que serviram de suporte, mas que deixam a figura com
informacBes em excesso.
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€7 Construgiio Circulo de Apolénio.ggh - X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

DRENNgERNZ=ER

¥ Janela de Algebra ¥ |+ Janela de Visualizacio =

- fiv -

Cénica
@ C(x+ 1427 + [y -4.04):

® D=(748,4.14)
0=(1.42,4.14)
P=(18.73,13.32)
Q=(-19.63,851)
R=(12.21,6.2)
- $=(9.51,6.88)
Reta
® Ey=4.14
Segmento
@ g=14.86
h=934
i=1245
j=16.03
k=1471
Semireta = 00l _ _ _ _
k-2.06x + 8.23y = 76.28 A
m: 1.63x% + 10.12y = 54.12

Enfrada

FIGURA 13: Construcéo no GeoGebra 7
FONTE: O autor

Temos portanto, um Circulo de Apolénio.

4. Posicdes relativas do Circulo de Apoldnio e do segmento

Como vimos, a razdo k é positiva (porém k # 1) e os conjugados harmonicos variam de

acordocomosdoiscasos: 0 <k <lek > 1.

A sequéncias de figuras a seguir mostra como o Circulo de Apolénio se comporta em

funcdo da razéo % = % =k com C e D dividindo o segmento AB interiormente e

exteriormente, respectivamente, e M o ponto médio de AB.

Na construgdo de todas elas, o GeoGebra se mostrou uma ferramenta mais que
fundamental pois, por ser um software extremamente dindmico, pode-se notar que apds a
construcdo do Circulo de Apol6nio como descrita na secéo anterior, é possivel utilizar a

ferramenta “Animar” no ponto C.
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@ C=(9.71,0.7]
Ponto C: Ponto sobre b

Coordenadas Polares

Exibir Objeto
Anl Exibir Rétulo

# Habilitar Rastro
“ Animar

lﬂ Renomear
i

Apagar

¢ Propriedades ...

FIGURA 14: Ferramenta “Animar” no ponto C
FONTE: O autor

Desta forma, como por construgdo o ponto C pertence ao segmento AB, o mesmo fica
deslizando no segmento e, consequentemente, modificando a localizagdo do ponto

externo D e do Circulo de Apoldnio.

Utilizando mais uma ferramenta do GeoGebra, com o Circulo selecionado, clica-se em

“Habilitar Rastro” para obter o efeito descrito na sequéncia de imagens mostradas a
sequir.

- Cdnica
@ K (X-B8.56F+(y-0.72=
Circulo k: Circulo por C com centro H

Equacdoaxr+bxy+cy+dx+ey=f

Exibir Objeto
Exibir Rdtulo
Habilitar Rastro

\ B

Renomear

o]

Apagar

¢ Propriedades ..

FIGURA 15: Ferramenta “Habilitar Rastro” no Circulo de Apolénio
FONTE: O autor
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Com k muito proximo de zero, o circulo tende a ser muito pequeno e em torno de A.

FIGURA 16: Circulo de Apol6nio com k =~ 0
FONTE: O autor

Na proxima figura, com k ~ 0,5, os pontos C e D se distanciam de A e o circulo fica mais

visivel.

FIGURA 17: Circulo de Apoldnio com k = 0,5
FONTE: O autor

Com 0 < k < 1 e k muito préximo de um, o circulo tende a ser muito grande. Quanto
mais C for proximo do ponto médio M, maior serd o circulo e D se afastara de A. Caso C

e M coincidam, o circulo se degenera na mediatriz de AB.
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FIGURA 18: Circulo de Apoldniocom0 <k <lek =1

FONTE: O autor

Com k > 1 mas muito proximo de um, é um caso semelhante ao anterior, mas refletido

em relacdo a mediatriz.

il
||‘ ||||
I i
it

FIGURA 19: Circulo de Apoléniocomk > 1ek = 1
FONTE: O autor

Com k cada vez maior, os pontos C e D novamente se aproximam. Na medida em que k

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, ISSN 2237- 9657, v.6 n.1, pp 19-39, 2017 32



aumenta, o raio de circulo diminui.

FIGURA 20: Circulo de Apolénio com k > 1
FONTE: O autor

Por fim, com k tendendo ao infinito, o circulo tende a ser muito pequeno, sé que desta

vez em torno de B.

M| L
o

- — T_ ﬂu

A CEBED

FIGURA 21: Circulo de Apol6nio com k — 4o
FONTE: O autor

5. Esfera de Apoldnio

Sabe-se que, dados dois pontos distintos A e B e o nimero real 0 < k # 1, o LG dos
pontos P do plano tais que % = k é uma circunferéncia cujo didmetro séo os divisores

harmonicos na razdo k. Tal lugar é denominado Circulo de Apol6nio de A e B. Se

procurarmos 0 LG dos pontos P do espago com essa configuracéo, este sera uma esfera.
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FIGURA 22: Esfera de Apol6nio
FONTE: O autor

Podemos entdo, escrever o seguinte teorema para designar essa esfera: Dado um
segmento AB no espaco, chamamaos de Esfera de Apolonio o LG dos pontos P do espaco,

tais que

PA

PR K

com k # 1. Esse LG é uma esfera ¥ de didmetro CD onde C e D sdo 0s conjugados
harménicos em relagdo a AB na razéo k.
Sua demonstragdo ¢é absolutamente anédloga ao Circulo de Apol6nio. Vejamos:

Sejam A, B e P, pontos do espago e X' uma esfera. Queremos provar que:

P=(xy,2z)€ELG<PELX

O LG em questdo ¢ tal que % =k.
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~
A"
~ T £(0,0,0)
~ ~
A ~ C

FIGURA 23: Demonstracéo analitica da Esfera de Apolénio
FONTE: O autor

Tome os pontos A = (0,0,0) e B = (a, 0,0) pontos do plano e P = (x, y, z) pertencente

ao LG, sem perda de generalidade, temos:

ba k PA=k-PB
— = — .
PB

Fazendo as mesmas contas, chegamos a

ak? 2+ 24 2 ak \*
*Thkee—1) 7Y Z_(k2—1)
ak?
k2-1

ak
k%2-1

,0, O) e raio

Ou seja, 0 LG ¢ a esfera X de centro ( | Neste caso, 0 centro da

esfera pertence areta AB: y = 0, no entanto, esta em funcdo da razdo k e do comprimento

a = AB. Que é 0 mesmo caso do Circulo de Apol6nio.
6. Posicoes relativas da Esfera de Apoldnio e do segmento

Assim como fizemos com o Circulo de Apol6nio, vamos trazer uma sequéncia de figuras
que mostra como a Esfera de Apol6nio se comporta em fungédo da razdo k com C e D
dividindo o segmento AB interiormente e exteriormente, respectivamente, e M sendo o

ponto médio de AB.
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FIGURA 24: Esfera de Apoléniocomk ~ 0
FONTE: O autor

FIGURA 25: Esfera de Apoldnio com k =~ 0,5
FONTE: O autor
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FIGURA 26: Esfera de Apoléniocom0 <k <lek =1
FONTE: O autor
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FIGURA 27: Esfera de Apoléniocomk >1ek =~ 1
FONTE: O autor

Cabe notar aqui que com k muito proximo de um (dois casos anteriores), a esfera tende a
ser muito grande. Quanto mais C for préximo do ponto médio M, maior sera a esfera.

Caso C e M coincidam, a esfera de degenera no plano mediador.
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FIGURA 28: Esfera de Apol6nio com k > 1
FONTE: O autor

FIGURA 29: Esfera de Apolénio com k — +oo
FONTE: O autor

Considerac0es finais

A Matematica em si € uma ciéncia muito vasta e em constante mudanca. Neste trabalho,
pudemos notar a importancia de unir a tecnologia aos conceitos de Geometria. Gragas ao
GeoGebra, foi possivel fazer animacgdes, GIFs, videos e construcdes diversas que

auxiliaram no entendimento de um teorema muito antigo atribuido a Apolénio.
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Para professores de matematica, utilizar softwares como o GeoGebra ndo apenas
economiza tempo, mas facilita o aprendizado e interesse dessa disciplina, as vezes téo
temida pelos alunos. E preciso que tenhamos mais afinidade com as tecnologias da
informacdo e comunicacao (TICs) para dinamizar as aulas a ampliar o conhecimento

matematico dos estudantes.
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