Estudo da Trigonometria no 11° Ano Com Recurso ao Software
GeoGebra

Study of trigonometry to the 11th grade with resource to software GeoGebra
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Resumo

O tema Trigonometria tem apresentado vérias dificuldades a alunos do 11° ano, como
temos constatado da nossa experiéncia docente. Para uma nova abordagem do tema e,
perspetivando o sucesso do aluno, apresentamos este pequeno manual de apoio a
professores, com recurso ao software GeoGebra.

A componente pratica foi aplicada a um grupo de alunos do 11° ano e serviu para
fornecer-lhes competéncias e habilidades para o estudo de fungdes trigonométricas, o
que veio a confirmar uma maior interagdo no processo ensino — aprendizagem.
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Abstract
As we observed, from our experience as teachers, the topic Trigonometry has presented
many difficulties to the 11th grade students. For a new approach to the theme and,

foresight the students' success, we present this small manual to suppot teachers, using
the GeoGebra Software.

The pratical component was applied to a group of 11th grade students which aim was to
provide them competence and abilities to study trigonometric functions. With this we
could confirm a greater interaction in the teaching- learning process.
Key words: GeoGebra, Trigonometry, , Functions

Introducéo

Este trabalho surge no @mbito da formacgdo de formadores de GeoGebra em Cabo
Verde, visando a criagdo do Instituto GeoGebra em Cabo Verde.

O principal objetivo é apresentar uma proposta aos professores para o estudo da
trigonometria no 11° ano de escolaridade com auxilio do software GeoGebra, fazendo

uso do material informéatico disponivel nas salas de aula, e nas salas de informatica
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disponiveis nas escolas, pois, como docentes temos observado que, utilizando os
métodos convencionais, sem uso de ferramentas tecnologicas, alguns alunos tém
revelado muitas dificuldades na aprendizagem do conteddo, nomeadamente em
relacionar as razdes trigonométricas de angulos complementares, simétricos, na reducao
de angulos ao 1° quadrante, na construcao de graficos e na interpretacdo dos efeitos de
parametros nos diferentes graficos.

Pretendemos mostrar que a sua implementacdo provoca discussdes na sala de aula, e 0s
alunos podem, assim, conseguir melhorar significativamente o seu rendimento escolar.
Para implementacdo da componente pratica do trabalho, foi realizada uma sessédo com
alunos do 11° ano de escolaridade do ensino secundario, das Escolas Secundéarias Dr
José Augusto Pinto, Jorge Barbosa e Liceu Ludgero Lima, onde 0s mesmos analisaram
situacBes de transformacBes dos graficos da funcdo seno e responderam a algumas
questoes.

Definicdo das razdes trigonométricas no circulo trigonométrico

Para todo o angulo o definido num circulo de raio r e de centro O na origem do

referencial, pode-se associar 0 ponto P(X,y).
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Fig. 1 Circulo Trigonométrico

Observando a figural, podemos concluir que os tridngulos [OPA] e [OP'B] sdo
semelhantes. Tendo em conta os conhecimentos adquiridos, no 10° ano, sobre as razoes

trigonométricas, podemos concluir que:

. ordenada do ponto associade by
sina = =—===y
raio do circulo roo1 7
abcissa do ponte associade a x
cosaE = R 4
rato do circulo r 1
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ordenada do ponto associado b v
tana = =_=3
abcissa do ponte associado a X

O valor das razbes trigonométricas ndo depende da medida do raio do circulo. Para
simplificar o nosso estudo, iremos utilizar sempre o circulo de centro na origem do
referencial de raio unitario, a que chamaremos circulo trigopnométrico.

Como o seno de um angulo ¢ igual a ordenado do ponto associado e 0 cosseno é a
abcissa, 0 eixo dos yy” e 0 dos xx” sdo identificados como sendo eixo dos senos e eixo
dos cossenos, respetivamente. A linha das tangentes serd uma reta tangente ao circulo

no ponto (1,0).
sing =y cosa =x tana =>.
X
De acordo com a definicdo das razdes trigonométricas, podemos concluir que:

—1 = sina = 1; —1 = cosa = 1; tanae € |, Ve
Sinal e variacgdo das razdes trigonomeétricas
O sinal das raz6es trigonométricas depende exclusivamente do sinal das coordenadas do

ponto associado do angulo.

Fig. 2 Sinal das razdes trigonométricas: Tabela de variacdo de sentido e sinal das razBes
trigonométricas

- g sinu-056
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Fig. 3 Variacéo e sinal das razdes trigonométricas
Relacgdes entre as razdes trigonomeétricas de angulos simétricos

Independentemente do quadrante a que pertence o angulo @, mantem-se as seguintes

relacdes:

Fig. 4 Angulos simétricos

sin(—a) = —sin a; cos(—a) = cos a; tan(—a) = —tan «

que podem ser observadas no circulo trigonométrico.

Relagdes entre as razdes trigonométricas de angulos complementares

Considerando o angulo e € ]03[ , € 0 seu complementar E— a, pode-se concluir, pela

variacao de e, que:
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Fig. 5 Angulos complementares

sin (;—E— ﬂ!) =cosa cos (g— ﬂ!) = sin a; tcm,(E — ﬂ!) = cotg a =

z tana

Reducéao de um angulo ao 1° quadrante

E possivel estabelecer relacdes entre as razdes trigonométricas de um angulo qualquer
com as razdes trigonométricas de um angulo do primeiro quadrante, como iremos

demostrar através das situacfes abaixo indicadas.

)] Do 2° quadrante ao 1° quadrante

® g1
Enkada

Fig. 6 Reducéo do 2° quadrante para o 1° quadrante

sinf = sin (m— ) cosfi = —cos (m— f) tanfi = —tan (T — f§)
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i) Do 3° quadrante ao 1° quadrante

Fig. 7 Reducdo do 3° quadrante para o 1° quadrante

sinff = —sin (f—m) cosfi = —cos(f —m) tanfi = tan (f — w)

iii) Do 4° quadrante ao 1° quadrante

ke e i

Fchsiro Eatar Vi

tangh= 111

Fig. 8 Reducdo do 4° quadrante para o 1° quadrante

sinfi = —sin (2 —ff) cosfi = cos (2m— f3) tanfi = —tan (27— f)

Equacdes trigonométricas

Uma equacdo trigonométrica € uma equagao em que a variavel estd associada a uma

expressao trigonometrica.

Equacdes do tipo sinx = a
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Fig. 9 Equacéo sinx = a

Equacdes do tipo cosx = a
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Equagde: cos x=a

oarx = omn = 1= bo b

Fig. 10 Equacéo cosx=a

Equagdes do tipo tanx = a

Equagao: tanx=a
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Fig. 11 Equagdo tan x = a
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Funcdes trigonométricas.

Seja o seletor x, que exprime a amplitude de um angulo, a construcédo grafica é visivel a
partir da deslocacdo de um ponto generico do grafico, de coordenadas (x,f(x)), em
funcéo da variagéo de x.

Funcao seno
Seja P definido pelas coordenadas (X, sinx), o seu movimento define o grafico da funcao

f(x)=sinx.

] o s i s Fungio f(x)=sin x

Fig. 12 Gréfico da fungao f(x)=sinx
A partir da analise do gréafico, é possivel identificar as seguintes propriedades:
i) Dominio: D, = R
ii) Contradominio: D", = [—1,1]
iii) Zero:f(x)=0=x=km,keZ
iv) Paridade: A funcéo seno é impar, sin(—x) = —sinx v x € R.

v) Periodo: A funcdo é periédica de periodo 2, sin(x + 2m) = sinx,vx € R.
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Funcéao cosseno

De modo analogo, o grafico da funcao f(x)=cosx obtém-se do rasto do ponto Q (X, cosx)

Fungéo f(x)=cos x

Fig. 12 Grafico da funcéo f(x)=cosx.

A partir da anélise do gréafico, é possivel identificar as seguintes propriedades:
i) Dominio: D = R
ii) Contradominio: D", = [—1,1]

iii) Zeros: f(x) =0 =x=-+ km,kEZ

ra | H

iv) Paridade: A fungdo é par, cos(—x) = cosx ¥V x € R.

v) Periodo: A funcéo é periddica de periodo 2m,cos(x + 2m) = cosx,x E R

Funcéo tangente

O rasto da deslocacdo do ponto T (x, tanx) define o grafico da funcéo f(x)=tanx.
[ ARSI - ——— e —

Fungao f(x)=tan x

([ fixp=(-180°,0)

Fig. 14 Grafico da funcéo f(x)=tanx.

Da anélise do grafico, é possivel identificar as seguintes propriedades:
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i) Dominio: D; = R\ {%+ kn, k €z

i) Contradominio: Dy = R

iii) Zeros: f(x) =0 = x=km,k€Z

iv) Paridade: A funcéo é impar. tan(—x) = —tanx,¥ x € D.

V) Periodo: A fungdo ¢ periddica de periodo = tan(x + ) = tanx, x € Dy.

Transformagdes dos graficos das funcbes trigopnomeétricas — caso da funcao seno

A utilizacdo das funcBes trigonométricas na modelacdo de situacdes reais € uma das
importantes aplicacfes do estudo da trigonometria.

Para resolver este tipo de problemas é importante conhecer os efeitos nos graficos das

funces, provocadas pela introducdo de parametros nas fungdes v = sinx e v = cosx,

Gréfico da funcédo ¥ = a sinx.

Partindo do gréfico da funcdo ¥ = sinx, podemos obter os graficos de ¥ = 3sinx e

Fig. 15 Gréfico da funcédo y =3sinx
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Fig. 16 Grafico da funcdo y = -1/2 sinx

O grafico da funcdo de ¥ = 3sinx é obtido fazendo uma extensdo na vertical segundo o
fator 3;eodey = — %sim; é obtido fazendo uma contracdo na vertical segundo o fator

1 . ~ . .
Seem seguida uma reflexdo segundo o eixo das abcissas.

De um modo geral:

e |a] = amplitude; a < 0 produz uma reflexdo relativamente ao eixo das abcissas.
e |a| > 1 produz uma extensdo na vertical;
e |a| <1 produz uma contracgdo na vertical
Gréfico da funcdo v = sin(bx)
, e ~ . , 1 . -
Como se obtém o grafico das fungbes y = sin(2x) e y = sin {—x) a partir do grafico

da funcdo v = sinx?

O primeiro é obtido efetuando uma contragdo na horizontal segundo o fator 2 e o

~ 1 , . .
segundo por uma extensdo segundo o fator 5. Como se pode ver, o periodo da primeira

funcdo é m enquanto a segunda tem por periodo 4.
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Fig. 17 Gréfico da fungdo y =sin(2x)

Fig. 18 Grafico da funcéo y = sin(1/2 x)

Como se altera o periodo, também se altera a expressdo geral dos zeros.

De um modo geral:

, 27 k7
. Perlodop=j ; Zeros x = I_i:l k ET

e |b] > 1 produz uma contracgao na horizontal,

e |b| <1 produz uma extensdo na horizontal

Grafico da funcdo ¥ = sinx + d
O gréfico da funcdo y = sinx+ 3, é obtido partindo de y =sinx e fazendo uma

translacio na vertical segundo o vetor v = (0,3).
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Fig. 19 Gréfico da funcdo y = sinx+3

De um modo geral:

e |d| representa a deslocacdo na vertical;
e d >0 produz uma deslocacgdo para cima;

e d <0 produz uma deslocacao para baixo.
Gréafico de y = sin(x —¢)
Para a funcdo v = sin [x — 3) obtemos o seu grafico fazendo uma translacdo de

¥ = sinx segundo o vetor ¥ = {3 ﬂ).

T

Toasts

Fig. 20 Gréfico da funcéo y= sin(x-m/2)

De um modo geral:

e |c| é adeslocacdo na horizontal.

e >0 produz uma deslocacéo para a direita;
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e <0 produz uma deslocacdo para a direita.

Fig. 21 Gréfico da funcdo y = 1-2sin (2x-r)

Analise da componente pratica

As tarefas da componente pratica foram realizadas num laboratorio informético do

Liceu Ludgero Lima, das 10h:30 as 12h:30, com a presenca dos autores do trabalho.

Da atividade, esperava-se que o aluno concluisse quanto ao efeito de cada parametro
nos graficos das funcdes f(x)=a.sinx, g(x)=sin(bx), h(x)=sinx+c e i(x)=sin(x+d)

comparativamente com o da funcdo y=sen x, recorrendo ao software GeoGebra.

A analise das respostas mostra-nos que os alunos nado tiveram dificuldade em identificar

as propriedades (o contradominio, os zeros e o periodo) das funcdes consideradas.

Embora a maioria ndo tenha apresentado uma conclusdo genérica, as respostas

apresentadas mostram que perceberam o efeito dos parametros na fungao:

1. Parametro a:

Resposta Al

Tarefa 3. Graficode v in(bx) ondeh = 0

Resposta A2
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2. Parametrob:

Resposta B1

Tarefa 4 Graf de 3

Resposta B2

3. Parametro c:

Resposta C1
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Resposta C2
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4. Parametro d.
Resposta D1

6 Coruademnios peam tgual:s " o 30re) van weriende .

v wlocie o funcie yn o SUTH 6“;]("":“ dialtro - 5 mmwﬂ*
éxm M 2o 2 BT+ 4 I

Resposta D2

A ;
£ | i
i
917 G DUE I
o
J\i ! O Y& Riwy [ p
- & oa A 1 de v niro 2 o
+ { . .
| r ) . 17l
Al (M8 a0 Stn K vonioirn o KT +d 24 dg, i
£ |d| B
i

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, ISSN 2237- 9657, v.7 n.1, pp 65-80, 2018 137



Durante a atividade, houve uma discussdo constante entre os alunos na busca de

solugdes para as questdes apresentadas.

Fig. 22 Atividade pratica

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, ISSN 2237- 9657, v.7 n.1, pp 65-80, 2018 138



Fig. 23 Atividade prética

Portanto, os objetivos da atividade foram alcangados, ou seja constatamos que é
possivel ensinar a trigonometria de uma forma interativa e mais eficiente, recorrendo ao

software GeoGebra, conforme a opinido deixada pelos participantes:
Opiniéo 1
e 1- I ! ! (A &
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Opinido 2

Opinido 3
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Consideracoes finais

E comum escutar dos intervenientes do processo ensino- aprendizagem que é necessario
repensar as velhas préaticas do ensino de modo a responder as necessidades educativas

presentes.

Ao longo do trabalho apresentamos uma proposta para uma nova abordagem do
capitulo Trigonometria no 11° ano de escolaridade, recorrendo ao software Geogebra,
com o objetivo de melhorar o desempenho dos nossos alunos.

Este manual, ainda de forma inacabada, visa uma melhor interacdo professor-aluno e
aluno-aluno, permitindo ao aluno a constru¢do do seu préprio conhecimento de uma
forma mais dinamica, conforme foi constatado na atividade pratica desenvolvida com os

alunos.

Os alunos que integraram a experiéncia mostraram um grande interesse e motivagdo no
estudo do tema, sugerindo que 0 mesmo seja integrado no ambiente de sala de aula no

futuro proximo.

Acreditamos ter alcancado os objetivos iniciais do trabalho e, também, ter adquirido
habilidades e competéncias com o software GeoGebra, que nos permite melhorar a

nossa pratica docente visando o sucesso da aprendizagem.
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