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Utilizac&o do GeoGebra como auxilio no ensino de
curvatura de curvas planas e espaciais

Using GeoGebra to support in the teaching of curvature of
flat and space curves

Ana Carla Pimentel Paiva®
Francisco Regis Vieira Alves?

RESUMO

Abordamos nesse artigo a discussdo de um objeto matematico que se relaciona de modo
intrinseco a varios problemas em Matematica. Desse modo, apresentamos algumas situacdes
envolvendo o célculo de conceitos relacionados a curvatura de curvas. Na execucdo do
referido célculo, elegemos definigdes e apontamos elementos que envolvem conhecimentos
prévios dos alunos, os quais sdo adaptados ao ambiente do Calculo a Varias Variaveis.
Igualmente, com origem na exploracdo do software GeoGebra, evidenciamos a interpretacdo e
significacdo visual de conceitos avancados, 0 que se mostra inexequivel sem o aparato
computacional. Inferindo assim que a utilizagdo do software auxilia de forma qualitativa no
processo de ensino e aprendizagem.
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ABSTRACT

We consider in this paper the discussion of a mathematical object that is intrinsically related to
several problems in Mathematics. Thus, we present some situations involving the calculation of
concepts related to curve curvature. In the execution of this calculation, we define and point out
elements that involve student prior knowledge, which are adapted to the Multi-Variable
Calculus environment. Moreover, based on the GeoGebra software exploration, we show the
interpretation and visual signification of advanced concepts, which is not possible without the
computational apparatus. Inferring so that the use of the software helps in a qualitative way in
the process of teaching and learning.
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Introducéo

Neste artigo, discutiremos a intepretacdo da curvatura de curvas
parametrizadas do tipo a:I < R— R", com n =23, e analise local de
propriedades desse conceito. Para a descricdo desse objetivo, mostraremos que
nossa acao didatica pode ser instigada com o auxilio de recursos computacionais,
como por exemplo, exploraremos 0 uso do software GeoGebra, a partir de uma
visdo didatica que enfatiza um viés de complementaridade para atingir nosso
objetivo.

Dessa forma, no texto que se segue e inspirados no trabalho de Alves (2014)
para a construcdo de curvas planas, indicaremos elementos indispensaveis
envolvendo varias terminologias intrinsecas a matemaética pura, fazendo referéncias
a elas, e esses conceitos fundamentam a Teoria de Curvas. Por exemplo, como
mencionamos a pouco, o termo “curva” que, segundo Zdorov (1980, p.9), recebeu
significados antes heuristicos e intuitivos, do que aqueles, incessantemente
buscados pelos matematicos, de natureza l6gica e formal. De fato, Zdorov declara a
seguinte defini¢do: “uma curva ¢ um caminho descrito por um ponto material”
(Idem, p.9). Por outro lado, tomando a natureza légico e formal da matematica,
segundo Do Carmo (2012, p.2) uma curva diferenciavel parametrizada em R3 é
uma aplicacdo diferenciavel a:1 ¢ R — R3 de um intervalo da reta I ¢ R em R3.
De modo analogo, podemos definir uma curva parametrizada diferenciavel em R2.
Na secdo que se segue, definiremos mais geralmente uma curva parametrizada.

Por fim, nos exemplos abordados sob um viés de complementaridade,
selecionamos o0 GeoGebra para a exploracdo das propriedades gréaficas e
geométricas dos objetos matematicos envolvidos em nosso artigo, visando
trabalhar com os estudantes a ideia intuitiva das propriedades locais por meio da
Geometria Dindmica, o que pode contribuir para o aluno formular conjecturas e
testar hipdteses sobre alguns resultados.

1. Um pouco de sua Historia, propriedades e definicoes

A Geometria Diferencial de curvas é o ramo da geometria que avalia curvas
suaves no plano e no espaco euclidiano por métodos de céalculo diferencial e
integral.

Na antiguidade, muitas curvas especificas foram investigadas
minuciosamente usando a abordagem sintética, que é o estudo da geometria sem 0
uso de coordenadas ou formulas. Por outro lado, na geometria diferencial as curvas
sdo representadas de forma parametrizada, e suas propriedades geométricas e varias
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quantidades associadas a elas, como a curvatura e o comprimento do arco, séo
expressas por derivadas e integrais usando o calculo vetorial.

A aplicacdo da geometria diferencial ocorre em subareas da Fisica, por
exemplo, na Teoria da Relatividade, em que a questdo da curvatura é utilizada
como espaco-tempo, na Teoria de Gauge, na qual campo magnético é interpretado
como curvatura. Por seu carater de interdisciplinaridade tem-se mostrado grande
vitalidade e se desenvolvido em varias direcbes do conhecimento e com
consideravel volume de pesquisa (DA SILVA, 2009, p. 44).

Inimeras sdo as curvas definidas e estudadas pelos matematicos que se
apresentam nos organismos vivos, como relata (TAHAN, 1973, p.83). Entre essas
curvas, podemos citar a catenaria, que aparece no perfil do ovo da galinha, definida
pory = ¢ cosh (f) 3, cuja a parametrizacdo dada na forma a(t) = (t,c cosh t/c — c),

t,ce R , ¢ constante. Além disso, a catenaria também descreve uma familia
de curvas planas semelhantes as que seriam geradas por uma corda suspensa pelas
suas extremidades e sujeitas a acdo da gravidade, denominado o Problema da ponte
suspensa (DOMINGUES, 2013, p. 23).

Outra curva bastante utilizada é a exponencial, onde suas equagOes
cartesianas sdo dadas por y = a* ,a € R,0 < a # 1, que € encontrada no talho
da palmeira e possui diversas aplicagdes na Economia, Fisica, Biologia,
Informatica, por exemplo, o célculo de juros compostos usando crescimento
exponencial, uma vez que a quantidade a ser cobrada a mais na proxima parcela
depende ndo s6 da quantidade inicial, mas da parcela anterior a qual os juros ja
foram previamente aplicados (ROBALLO, 2014, p.36).

Por fim, recordamos a elipse, que tem sua equacao cartesiana representada da
- xZ yZ - ~ . 7

seguinte forma =t ;57 =1 e sua parametrizagdo mais comum € a (t) =
(acost, bsent),coma,b,t € R, com a,b constantes, cujos arcos sdo tracados
nas folhas por certos insetos, possuindo ainda aplicagcdes na Optica. Ademais, a
espiral logaritmica a (t) = (ae’t cos(t), aePtsen(t)), onde a,b,t € R, com ae
b constantes, é observada na flor do girassol, conchas de moluscos, inclusive ha
estudos que os bracos das galaxias espiraissdo aproximadamente espirais

logaritmicas (DE SOUZA BRAGA, 2009, p.59) .

Essa pequena digressao historica aliada a funcionalidade das curvas,
desempenha papel fundamental para o nosso entendimento de Matematica, e nos
proporciona uma curiosidade a respeito do estudo das curvas. Nesse artigo
estudaremos a curvatura das curvas planas com o auxilio do software GeoGebra,
conforme Kabaca & Aktumen (2010, p.63) salientam “o GeoGebra proporciona

eX+e™™
2

% O cosseno hiperbdlico é definido em termos da fungéo exponencial por cosh(x) =
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uma oportunidade inovadora para investigar e compreender curvas descritas de
modo dindmico. ”

Uma curva diferenciavel ¢ uma aplicacdo diferenciavel a:1 — R™ de classe
C*”, em que I é um intervalo aberto da reta. Em coordenadas cartesianas, tem se
a(t) = (xq(b), ..., x,(t)), em que a varidvel t € I é dita pardmetro da curva, e 0
subconjunto de R™ dos pontos a(t) é chamado traco da curva. Por simplicidade
notacional, trataremos curvas diferencidveis apenas por curvas.

Uma curva a: [ - R*, a (t) = (x,(t), .., x,(t)) € dita regular quando
VteR temos que a'(t) # 0. Definiremos o vetor tangente a a em t, COMO
T(t) = a'(t) = (x,'(t),...,x," (t)) , e 0 vetor tangente unitario a « em t como

_T®
T, (t) = Top onde

ITO1 = | (1" @), s %" )] = V22 O + - + [xa (O]

Compreendemos ainda que, se um vetor X tem norma |X| constante, entdo
X'(t) é perpendicular a X(t), paratodo tel < R . Dessa forma, visto que T, (t)
tem norma 1, temos que T, (t) € perpendicular a T (t).

Veja que, para cada vetor tangente unitario, existem varios vetores
ortogonais a ele proprio. Dessa forma, definiremos o vetor normal unitario a curva
Tu' ()

NG

o em t, COMO 0 vetor expresso da seguinte maneira N(t) =

Dessa forma, concluimos que T, (t) e N(t) diferem por uma constante
multiplicativa, tratando — se de vetores paralelos. Estabelecendo, dessa forma a
seguinte relagdo:

T (t) = k(t)N(t).

Note que, a relacdo anterior pode ser generalizada, em virtude do paralelismo
de T;(t) e T'(t) , estabelecendo :

T'(t) = k()N ().

Tal funcdo k(t), definida pela equacdo acima é dita curvatura da curva a(t).
Observe que a curvatura k(t) pode ser representada similarmente por:

k(t) =< T'(t), N(t) >= — < N'(t), T(¢) >,

e, portanto, temos que k(t):1 — R € uma funcdo de classe C* quando a curva
a(t) se tratar de uma curva de classe C*. Embora essa formula possa ser utilizada
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em qualquer caso para calcular a curvatura, em alguns casos € mais conveniente
le®xa O] (STEWART, 2012, p. 794)

aplicar a seguinte formula k(t) = PIOE

Geometricamente, com a andlise de curvas regulares, constatamos que 0
modulo da curvatura é dado por:

k(@) = T"(®)] = |a" (®)]

Portanto, a funcdo curvatura é uma medida de varia¢do da direcdo do vetor
tangente, e além disso, pode ser obtida diretamente da analise da expressdo da
curva.

Outras visbes geométricas do conceito de curvatura, podem ser inferidas para
um melhor entendimento do aluno, ALENCAR (2002, p.41) afirma que:

“A curvatura entdo é uma medida de quanto uma curva deixa de
ser uma reta. De fato, a curvatura de uma curva regular o é
identicamente zero, se é somente se, o traco de a estd contido
em umareta. ”

De agora em diante, desenvolveremos nosso estudo com curvas regulares
empregando situacfes que propiciem uma visualizagdo satisfatoria desses
conceitos, com o auxilio do GeoGebra. Utilizando alias, o posicionamento de
TENEBLAT (2008, p. 34) como um alicerce para a razdo da utilizagdo de curvas
regulares.

“Para o desenvolvimento da teoria local das curvas é preciso
que exista a reta tangente a uma curva o para cada valor do
pardmetro t , para isso ¢ suficiente que o vetor tangente a o seja
ndo nulo para todo t, ou seja, as retas tomadas tém que ser
regulares.”

Para uma melhor compreensdo, iniciaremos com uma curva polinomial
bastante simples, que sera definida por a: R — R? a(t) = (t?,t) com teR.
Observe que o vetor tangente em t é dado por T(t) = (2t,1) , |T(t)| = V4t? + 1,

sy s / 2t 1
0 vetor tangente unitario € dado por (M’Jm)’ 0 vetor normal N(t) =

(tVat? + 1, 4t:+1) e a curvatura k(t) = ——.

(4t2+1)2
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Na figura abaixo, exibimos o comportamento da curva. Podemos observar
que, a medida que o valor de t se modifica, os valores da curvatura, vetores
tangente e normal variam. Para a exemplificacdo, tomaremos o ponto
A (5.69,2.39) pertencente a curva.

¥ Curva plana polinomial - GeoGebra

E)

6

-8

Figura 1. Descricdo do traco da curva e estudo da curvatura com o software GeoGebra

O vetor tangente a curva no ponto A se trata do vetor v, na cor lilas, T (8,1)
e o vetor normal unitario esta representado pelo vetor w, na cor vermelha,
N (—0.12,0.99). Obtemos também através do GeoGebra, o valor do vetor
curvatura (0, —0,02), representado por CV, na cor verde. Observe que seu tamanho
é bastante reduzido devido ao seu pequeno modulo, e nesse ponto a curvatura é
—0,02.

Tomemos agora outro ponto na curva. Seja B (0,0) tal ponto. Atraves dele
podemos exibir, na Figura 1, como o valor da curvatura varia. O valor do vetor
tangente, denominado por b (cor lilas), tem coordenadas (8,1), o vetor normal ¢
unitério (cor vermelha) tem coordenadas (—0.12,0.99), o vetor curvatura é (2,0) e
a curvatura no ponto B ¢ —2.

Daremos continuidade, com uma curva comum no cotidiano, a
circunferéncia de centro (0,0) cuja a equacéo é dada por x* + y? = r? ,emquer
é o raio da circunferéncia, que tem equacdes paramétricas a: R — R?, a(t) =
(7rcos(t),r sen(t)), com 0<t<2m. Dai, temos T(t) =
(—rsent(t),rcos (t)), |T®)|=r, T, (t)=(—sen(t),cos(t)), N(t)=
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(—cos(t),—sen(t)), k = % . Observe na figura abaixo o comportamento da
curva no ponto A(—0.8,0.6).

¥ Circunferencia .. - GeoGebra

AE>O0 4L N 2 e

&

x =1 cos(t) 11
a(t) = 0<t<6.28
y =1 sen(t)

Figura 2. Descricdo grafica de uma curva com curvatura constante

O vetor tangente & curva no ponto A, se trata do vetor v, na cor lilas,
T(—0.93,— 0.38), o0 vetor normal unitéario, esta representado por w (cor vermelha),
tem coordenadas N (0.38,—0.93), e o vetor curvatura representado por CV (cor
verde), tem coordenadas (0.8, -0,6). A curvatura no ponto A assume valor 1.

Observe agora, 0 ponto B (0.34, -0.94) cujo o vetor curvatura (-0.34, 0.94)
esta representado na cor verde. Veja que esse vetor apresenta orientacdo contraria
ao vetor curvatura no ponto A, exemplificando dessa forma a mudanca de
orientacdo dos vetores ao longo da curva. Pela expressdo da curvatura, concluimos
que o valor da curvatura depende apenas do valor do raio, independe do parametro
t, por esse motivo a curva apresenta curvatura constante.

Os demais vetores dependem do valor do pardmetro t, a medida do vetor
normal unitario no ponto B estéa representado pela cor vermelha (0.38, - 0.93) e 0
tangente esta exibido pela cor rosa (-0.93, -0.38).

No préximo segmento aprofundaremos o nosso estudo, através da descricdo
grafico-geométrica de algumas curvas relevantes.
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2. Discussao sobre o estudo de curvaturas de curvas com 0 uso
da tecnologia

A Matemadtica é considerada, por muitos educandos, como uma ciéncia de
dificil compressdo e abstrata, que, por esta razao, dificulta a aprendizagem. Porém,
0 uso da tecnologia aliado ao ensino, surge como uma ferramenta para minimizar
esse problema. Almouloud et al. (2004, p.94) afirma que ambientes informaticos na
educacdo proporcionam ao aluno condicgdes favoraveis a aquisicao de conhecimento
e a superacdo das dificuldades na aprendizagem. De fato, a visualizagdo dos conceitos
geométricos apresentadas anteriormente, além de promover a intuicdo geométrica auxilia
na reducéo da abstracdo dos conceitos matematicos.

Promoveremos a continuacdo do estudo com uma notavel curva : a catenaria,
presente na arquitetura de pontes, de equacédo cartesiana y = a coshg e equagoes

paramétricas b(t) = (a In(t),a (§+ %)) Dessa forma, T(t) = (%,a(% - tiz))

avtt+a _ 2t t2-2 _ 2—t? 2t _
7)) = =57, () = (=), =220 NO = (), (2=) e k(D) =
4t*+8t
a(t4+4)% .

€} Catendria - GeoGebra

AP OO LN e
tz

x=1In(t)
1 —05<t=<10

Figura 3. Descricdo do traco da curva plana e identificacdo dos vetores em direcdes afins
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Na catenéria exibida acima, adotamos o valor do parametro a = 1. Veja que
0 vetor tangente a curva no ponto A(0.47,1.43) se trata do vetor v, que esta na cor
lilas, e tem coordenadas T (5,24.5), o vetor normal unitério esta representado por
w, que estd na cor vermelha, N (0.98,0.2), e 0 vetor curvatura representado por
CV (cor verde) tem coordenadas (—0.23,1.34 ) e a curvatura no ponto A é 1.36.
Desde que k > 0, entdo o vetor normal N(t) além de ser paralelo ao T'(t) tem o
mesmo sentido.

Vejamos um exemplo mais abstrato, neste caso uma curva tridimensional.
Stewart (201, p.782) defende que as curvas espaciais sdo inerentemente mais
dificeis de desenhar que as curvas planas, necessitando o uso de uma tecnologia
para uma representacdo mais precisa.

Para exemplificacdo desse pensamento, analisaremos a curva
espacial polinomial a: R - R3, denominada de cubica retorcida, cuja equacédo
paramétrica é a(t) = (t,t%,t3). Note que, o célculo dos vetores tangentes e
normais fez-se para n dimensdes, logo em nada difere o calculo desses

vetores para a terceira dimensdo. Assim, T(t) = (1,2t,3t?) , |T(@®)| =

2

\/ﬁ — 1 2t 3t
1+4t%+9¢ ' L, (\/1+4t2+9t4’\/1+4-t2+9t4'\/1+4-t2+9t4)’

— t(9t2+2)Vort+4t2+1 (2-18 t*Vot*+4t2+1) 3t(2t2+1)VIt¥+4t2+1
N() = ( : , ). Nesse
9t*+9 t2+1 4(9t*+9t2+1) 2(9t*+9 t2+1)
, .

momento é mais conveniente usar a seguinte formula k(t) = % para

minimizar as contas. Da expressdo da equacao vetorial da cubica retorcida obtemos
os seguintes resultados a’(t) = (0,2,6t), a'(t) x a’(t) = (6t% —-6t,2k),
la’(t) x a”’(t)] =2V9t* +9t2 + 1.

. T , 2V9 t*+9 t2+1
Assim, substituindo na formula da curvatura, temos k(t) = ;2 .

(1+4t2+9t4)2
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Na figura abaixo, exibimos o comportamento da curva.

@ e espacial polinomial - GeoGebra

A OBe A @ LN D
= i

Figura 4. Descricdo do traco da curva espacial com o software GeoGebra

O ponto utilizado no programa para calculo dos vetores foi
A (0.46,0.22,0.1), 0 vetor tangente a curva no ponto A trata-se do vetor v, gna cor
lilés, T (1,2,3), a reta em que o vetor normal unitario esta contido esta na cor
vermelha e tem equacdo dada por X =(0.46,0.22,0.1) + A(2,—1,0),
N(0.89,—0.45,0), o vetor curvatura representado por CV (cor verde) tem
coordenadas (—0.7,0.22,0.77) e a curvatura no ponto A assume valor 1,07.

Observe que em alguns casos de dimensdo dois e trés, os calculos sdao mais
complexos, as vezes inexequivel, por isso de agora em diante calcularemos os
valores dos vetores tangente, normal, curvatura apenas no GeoGebra. Essa
observacdo juntamente com o fato que o software torna a visualiza¢do das curvas
mais dindmica o caracteriza uma ferramenta indispensavel.

Voltaremos nossa observacdo para a dimensdo dois e, em seguida,
retornaremos a curvas espaciais.
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A hipérbole € deveras empregada na engenharia civil, na construcéo de torres
2 2

de refrigeragdo de usinas nucleares, cuja a definigio é dada por = — = =1,
a b2

possuindo as seguintes equacdes paramétricas c(t) = (asec(t) ,b tg(t)), onde a
e b sdo constantes. Na figura abaixo, exibimos o comportamento da curva.

Q hipérbule - GeoGebra
ASLDOO LN 2
&

15

Figura 5. Descricdo do traco da curva plana e estudo da variacdo curvatura com o software
GeoGebra

O ponto utilizado no programa para célculo dos vetores foi A (—0.95,0), o
vetor tangente a curva no ponto A se trata do vetor v, que esta na cor lilas,
T (3.49,1.6), o valor do vetor normal unitario, que esta cor vermelha, é dado
por (0.42,—0.91), o vetor curvatura representado por CV (cor verde) tem
coordenadas (-6.58,0) e a curvatura no ponto A assume valor 6,58. Por outro lado,
ao analisarmos os vetores no ponto J(—20.74,—8.29), obtemos o T(t) =
(3.49,1.6), N(t) = (—0.42,0.91), vetor curvatura (0,0) e curvatura nula. Note
que essa diferenca de curvatura nos pontos A e J ocorre, pois a curvatura depende
do pardmetro t . Intuitivamente, podemos afirmar que no ponto A, a curva c se
distancia notavelmente de uma reta, enquanto que no ponto J o traco de c estad
contido em uma reta.

Vejamos agora a hélice, existente nos aparelhos de propulsdo, tragcdo , das
quais as equacdes paramétricas sao dadas por a(t) = (t sen(t),t cos(t),t).
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€3 hélice - GeoGebra -

DB NCH-IPANEIE (

Figura 6. Descricédo do trago da curva espacial e identificagcdo dos vetores em dire¢des afins

O célculo dos vetores foi realizado no ponto A (0,0,0.32), 0 vetor tangente a
curva no ponto A se trata do vetor v, que esta na cor lilas T (1.38,—0.3,1), a reta
em que o vetor normal unitario estd contido, esta na cor vermelha, X =
(0,0,0.32) + A(—0.3,1.38,0), N(—0.21,0.98,0), o vetor curvatura representado por
CV (cor verde) em coordenadas (0.95,—0.27,—0.04) e a curvatura no ponto A
assume valor 0.99.

Note que, como temos k > 0, a mesma propriedade valida no plano
continua sendo verdadeira para curvas espaciais , 0s vetores N(t) e T'(t) tem a
mesma orientacgéo .

Finalizemos nosso estudo com a seguinte curva a(t) = (t,t? + 2 sent, t°).
Na figura abaixo temos um esboco de tal curva
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£ Curva espacial - GeoGebra

ASLBOD LN 2
o HE

S5 2sen(l, 1

Figura 7. Descricdo do trago da curva espacial e estudo da variagéo curvatura com o software
GeoGebra

O ponto utilizado no programa para calculo dos vetores foi
A (—0.59,-0.77,—0.07), o vetor tangente a curva no ponto A se trata do vetor v,
representado na cor lilds T (1,3.08,5), a reta em que o vetor normal unitario esta
contido, é exibida na cor vermelha, X = (—0.59,—-0.77,-0.07) + A(3.08,1,0),
N(0.95,—-0.31,0), o vetor curvatura representado por CV (cor verde) tem
coordenadas (0.41,2.14, —2.33) e a curvatura no ponto A assume valor 3.19. Note
que nesse ponto houve uma grande variagdo da direcdo do vetor T. Veja também a
medida que nos afastamos do ponto A, a curva se assintota e a curvatura se reduz,
se aproximando de uma reta, ou seja, a curvatura toma valores proximos a zero nos
infinitos.

3. Consideracdes e recomendacdes

Nas secdes anteriores, esclarecemos que o célculo de conceitos relacionados
a curvatura de curvas requer o uso, de modo rotineiro, tanto do conhecimento
matematico, bem como das nossas habilidades de visualizagdo e percepcdo, na
medida em que obtemos, com origem no GeoGebra, a descricdo do trago das
curvas planas e espaciais. Essa apresentacdo possui papel fundamental para a
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compreensdo do comportamento dos conceitos que fundamentam a teoria das
curvas.

Prosseguimos apresentando indicacdes de natureza histérica que juntamente
com compreensdo da utilidade das curvas no cotidiano, despertam a curiosidade
dos alunos, os motivamos a aprender Geometria Diferencial, pois como salienta
SCHMIDT (2016, p.52), Matematica é vista como algo frio e distante da realidade,
quando h& um desconhecimento das origens, de como surge essa ciéncia.

E oportuno lembrar que, ao utilizamos o software, revelamos uma
metodologia aplicavel em sala de aula, que prioriza manipula¢fes geométricas ao
invés de execucdes de natureza algébrico-analiticas. Ao contrario do que acontece
em livros de Geometria Diferencial que embora tragam nog¢Oes intuitivas de
geometria, nas atividades requerem apenas o calculo dos conceitos sem a
interpretacdo geométrica devida.

Portanto, constatamos que a utilizacdo do GeoGebra além de permitir o
esboco e a interpretagdo qualitativa das curvas, cuja construcdo as vezes é
inexequivel a médo, é uma ferramenta egrégia para o ensino de geometria na sala de
aula.
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