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Curvas de Bézier no software GeoGebra e suas aplicacoes
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JOSE ROBYSON AGGIO MOLINARI
FRANCIELE MARIA DE SOUZA RETSLAFF?

http://dx.doi.org/10.23925/2237-9657.2019.v8i2p026-043

RESUMO

Este trabalho teve como objetivo, o estudo das Curvas de Bézier, tanto a parte geométrica,
quanto a parte algébrica. A parte geométrica foi construida no software GeoGebra e a parte
algébrica pelo polinomio de Bernstein. Foram estudadas as propriedades: fecho convexo,
interpolacdo de pontos finais, design das curvas e pseudo controle local. Diversas sdo as
aplicagoes com as Curvas de Bézier e neste estudo ha mais uma aplicagdo inédita para a area
de Engenharia Florestal, sendo o cdlculo do volume de arvores em pé, para a espécie Pinus
Elliottii. Com as Curvas de Bézier, foi possivel o cdlculo do volume total com apenas dois
didmetros e a altura total, mensurados por darvore.

Palavras-chave: Interpolacio por Aproximacdo; Afilamento; Volume de Arvores em Pé;
Curvas de Bézier.

ABSTRACT

This work had as objective, the study of the Bézier Curves, both the geometric part and the
algebraic part. The geometric part was constructed in the software GeoGebra and the
algebraic part by the Bernstein polynomial. The properties were studied: convex closure,
interpolation of end points, design of curves and pseudo local control. There are several
applications with the Bézier Curves and in this study, there is another unprecedented
application for the Forest Engineering area, with the calculation of the volume of standing
trees for the Pinus Elliottii species. With the Bézier Curves, it was possible to calculate the total
volume with only two diameters and the total height, measured by tree.
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Introducao

O conceito matematico da Curva de Bézier ou ainda Curvas de De Casteljau,
trata-se de uma forma versatil de caracterizar uma curva de uma maneira que os
computadores possam desenha-la.

Segundo Farin (2002), o primeiro pesquisador a desenvolvé-las foi o
matematico Paul De Casteljau, investigando a natureza dessas curvas em 1959,
enquanto trabalhava na Citroén, no entanto, De Casteljau ndo publicou o seu
trabalho. O engenheiro Francés Pierre Bézier, foi o principal responsavel por tornar
publico em suas investigagdes no ano de 1962, fato este que leva o seu sobrenome.

As curvas de Bézier e De Casteljau, foram desenvolvidas de forma
independente, Bézier trabalhava na Renault e De Casteljau na Citroén, utilizando-
as para a linha de produgdo em automoveis, construindo assim design mais suaves.

O automodvel surgiu como um icone no século XX, precisando de novos
projetos que viabilizasse a produgdo em uma grande escala, com o uso de
CAD/CAM (desenho assistido por computador/manufatura assistida por
computador).

A figura 1, representa uma ideia do projeto de um veiculo utilizando as
curvas de Bézier.

-

Figura 1: Aplicagdo das Curvas de Bézier em um veiculo.
Fonte: Brasil Académico

As curvas de Bézier sdo bem flexiveis e tem alta capacidade de adaptacao,
em que elas podem ser construidas com qualquer comprimento ¢ diferentes formas,
manipulados pelos seus pontos de controle. As curvas de Bézier podem ser
transformadas em superficies de Bézier, em que ha muitas aplicagdes recentes, uma
delas € o uso de software para cirurgias plasticas, em que o paciente pode visualizar
os contornos antes mesmo do procedimento cirtrgico, conforme figura 2.
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Figura 2: Aplicacdo das Curvas de Bézier em procedimento pré-cirurgico.
Fonte: Evert Almeida

No ambito de ensino, o estudo das curvas de Bézier, permitem revisar alguns
conceitos da matematica, tais como a geometria analitica, parametrizagdes,
polinomios e fungdes. Aplicagdes como a criagdo de desenhos animados, ajuste de
curvas para modelar algo, reconstrucdo de figuras em 2D e 3D, acessorios e
equipamentos para dentistas, na medicina para o processamento de imagens entre
outras aplicagdes, ¢ bastante motivador para estudar os conceitos matematicos
presentes no método (MOLINARI, 2018).

Nesta perspectiva, este trabalho buscou descrever a construgdo do método
grafico do algoritmo de De Casteljau, que ¢ um algoritmo para gerar as curvas de
Bézier, por meio do software GeoGebra e também a construgcdo algébrica do
polindmio que representa tal curva. Uma aplicagdo inédita ¢ proposta com as
curvas de Bézier, para o calculo do volume de arvores em pé, sendo medidos
apenas 2 diametros (diametro a 0,1m de altura e o didmetro a altura do peito que ¢
a 1,3m de altura) e a altura total, sendo assim, com apenas 3 medidas ¢ possivel o
calculo do volume total e parcial, com baixos erros de estimativas.

1. O Algoritmo de De Casteljau

Segundo Farin (2002), o algoritmo de De Casteljau ¢ um método para gerar
as curvas de Bézier, aplicando repetidas interpolagdes lineares, obtendo assim os
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segmentos de retas que passam por dois pontos consecutivos, sendo eles:
PyP; PP, ...,P,_1P,. O processo ¢ repetido por n — 1 vezes, encontrando assim a
curva modelada.

Visando o entendimento do algoritmo, serd construido uma curva de Bézier
de grau 3, utilizando a interpretacdo geométrica, por meio do software GeoGebra.

Inicialmente, € necessario a escolha de um parametro t e 4 pontos distintos,
para a constru¢ao do polindmio P(t), em que fazendo o parametro t variar de 0 a
1, tem-se a curva de Bézier desejada.

A A 1 .
Para este exemplo, sera utilizado o parametro t = 4 e genericamente 0s
pontos Py, P; P, e Ps.

A equacgdo paramétrica da reta correspondente ao segmento PyP; e o
pardmetro t é: P(t) =(1—t) -Py+t-P,. A figura 3, representa de forma
geométrica tal situacao.

o—o o
P, P(t) P,

0
Figura3: A equacdo paramétrica P (t) sobre o segmento P,P;.

Sera utilizado a seguinte notagdo P/ (t) para representar o ponto sobre o
segmento P;P;,, er = 1, ...,n o nivel de recursividade das repetidas interpolagdes,
para este caso o valor de r termina em n = 3.

Considere os pontos Py, P;, P, e P; e os segmentos PyP; PiP, e P,P;. No
primeiro nivel (n = 1), tem-se: P} G) , P} G

segmentos PyP; PP, e P,P;. A partir desses pontos, obtém-se os segmentos:
P} P} e P} P}, conforme figura 4.

1 .
) e le (Z)’ respectivamente sobre os

PD F.

o

Figura 4: Pontos Pg G) , P} G) e P} G) e os segmentos P} P} e P} P;.
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. 1 1 .
No segundo nivel (n = 2), tem-se: P? (Z) e P? (Z)’ respectivamente sobre
os segmentos Pj P} e P} P}. A partir desses pontos, obtém-se o segmento: PZ P?,

conforme figura 5.

PI:I P:_q
Figura 5: Pontos P? G) e P? G) e o segmento P2 PZ.

No terceiro nivel (n = 3), tem-se: P3 G) sobre o segmento PZ PZ, conforme
figura 6.

Figura 6: Determinacio do ponto P3 G)

O ponto P} G), pertence a curva de Bézier, que ¢ determinada pelo valor de
t no intervalo de [0,1]. A figura 7, representa o lugar geométrico da curva de
Bézier (em azul claro).
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P- P:3

Figura 7: Lugar geométrico para a curva de Bézier.

De acordo com Farin (2002), a constru¢ao para um polindmio de grau n,
pode ser generalizada da seguinte maneira:

Dados os pontos Py, Py, ..., B, et € R:
_ _ r=1,..,n
PI() =(1-0) [~ (0) + ¢ PIA (D) Glo ol
e P?(t) = P;. Entdo P} (t) é o ponto com o valor do parimetro t na curva
de Bézier, por conseguinte, PJ'(t) = P™.

2. A Construcao das Curvas de Bézier

Para construir as curvas de Bézier, foi utilizado o software GeoGebra versao
5.0. A seguir foi feito um exemplo para gerar um polindmio de grau 4. Como o
grau do polindmio ¢ 4, entdo sdo necessarios 5 pontos distintos. Na sequéncia
constroem-se os seus segmentos AB, BC, CD e DE, conforme a figura 8.

~
i

Figura 8: Segmentos AB, BC, CD e DE
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No segmento AB, cria-se um ponto P, conforme a figura 9.

Figura 9: Ponto P no segmento AB.

No primeiro nivel (n = 1), constroem-se os pontos: P, P’, P’ ¢ P’”’. Para
construir o ponto P’, utiliza-se a ferramenta disponivel no GeoGebra, chamado de
“Circulo dados Centro e Raio”. Com a ferramenta selecionada, clique em cima do
ponto B, que na sequéncia solicitara o valor do raio. Basta digitar:
distancia[ A,P]*distancia[B,C]/distancia[A,B]. A intersecdo da circunferéncia com
o segmento BC, ¢ a localizag¢do do ponto P’, conforme figura 10.

Figura 10: Interse¢do da circunferéncia com o segmento BC, gerando o ponto P’

Para construir o préximo ponto que ¢ o P’’, utiliza-se novamente a
ferramenta “Circulo dados Centro e Raio”. Clique em cima do ponto C, que na
sequéncia solicitara 0 valor do raio. Basta digitar:
distancia[ A,P]*distancia[C,D]/distancia[A,B]. A intersecdo da circunferéncia com
o segmento CD, ¢ a localizagdo do ponto P’’, conforme figura 11.
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Figura 11: Interse¢do da circunferéncia com o segmento CD, gerando o ponto P’’.

A construgdo do ponto P’’’ ¢ de maneira analoga, ou seja, em cima do ponto
D, digite: distancia[A,P]*distancia[D,E]/distancia[ A,B], conforme figura 12.

Figura 12: Interse¢do da circunferéncia com o segmento DE, gerando o ponto P’’.

Neste momento, criam-se os segmentos PP’, P’P*” e P”’P*”” e ocultam-se as
circunferéncias, conforme figura 13.
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Figura 13: Construg¢do dos segmentos: PP’, P’P*” ¢ P’P*’.

Na sequéncia, para o segundo nivel (n = 2), constroem-se os pontos: Q, Q’ e
Q’’. Para construir o ponto Q, utiliza-se novamente a ferramenta “Circulo dados
Centro e Raio”. Clique em cima do ponto P e digite:
distancia[ A,P]*distancia[P,P’]/distancia[A,B], conforme figura 14.

Figura 14: Interse¢do da circunferéncia com o segmento PP’, gerando o ponto Q.

De modo analogo, criam-se os pontos Q’ e Q’’, digitando em cima dos
pontos P’ e P’ respectivamente, distancia[A,P]*distancia[P’,P’’]/distancia[A,B] e
distancia[ A,P]*distancia[P’’,P’*’]/distancia[ A,B], conforme figura 15.
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Figura 15: Interse¢do das circunferéncias com o segmento P’P’” ¢ P’’P’”’, gerando
os pontos Q’ e Q’’ respectivamente.

Neste momento, criam-se os segmentos QQ’ e Q’Q’ e ocultam-se as
circunferéncias, conforme figura 16.

B

Figura 16: Construgao dos segmentos: QQ’ e Q’Q’’.

Na sequéncia, para o terceiro nivel (n = 3), constroem-se os pontos: R e R’.
Para construir o ponto R, clique em cima do ponto Q e digite:
distancia[ A,P]*distancia[Q,Q’]/distancia[ A,B] e para construir o ponto R’, clique
em cima do ponto Q’ e digite: distancia[A,P]*distancia[Q’,Q’’]/distancia[A,B],
conforme figura 17.
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Figura 17: Construgdo dos pontos R, R’ e do segmento RR’.

No quarto nivel (n = 4), constroem-se o ponto S, que ¢ o ponto pertencente
a curva de Bézier. Em cima do ponto R, digite:
distancia[ A,P]*distancia[R,R’]/distancia[ A,B], conforme figura 18.

9

Figura 18: Constru¢do do ponto S.

Para gerar o lugar geométrico da curva de Bézier, utiliza-se a ferramenta
disponivel “Lugar Geométrico”. Clique em cima do ponto S e na sequéncia no
ponto P. A figura 19, representa o lugar geométrico da curva de Bézier (em
amarelo).
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Figura 19: Constru¢do do lugar geométrico da curva de Bézier.

3. Polinomios de Bernstein

De acordo com Farin (2002), a curva de Bézier pode ser definida também por
meio de polindomios de Bernstein.

B(t) = ?=0(7i‘) P+ (1 —t)" - t!, expandindo o somatério tem-se:
n
B(t) = (1—t)"-PO+(1)-(1—t)"—1-t-P1+---+

n . — L¢n—1 n,
+(n_1) (1—t)-t"1-P_ +t"-P,

Em que:

!
(1) = (n—ni)!-i! >

P; = Ponto de controle;

t = Pardmetro real, t € [0,1];

n = o grau da curva de Bézier a ser determinada;
i = ParAmetro inteiro, i € [0,n].

E possivel verificar que a expressio polinomial da curva de Bézier ¢ o
algoritmo de De Casteljau sdo equivalentes (FARIN, 2002).

4. Propriedades das Curvas de Bézier

Segundo Farin (2002), o algoritmo de De Casteljau possui quatro
propriedades importantes, sendo elas: O fecho convexo, a interpolacdo de pontos
finais, o design das curvas de Bézier e o pseudo controle local.
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Fecho convexo

O fecho convexo de um conjunto de pontos ¢ definido como o menor
poligono convexo que contém todos os pontos. Essa propriedade garante que a
curva de Bézier esta contida neste fecho. A demonstracao dessa propriedade por ser
encontrada em Farin, 2002. A figura 20, representa o poligono de controle e a
curva de Bézier.

Il -

L]

Figura 20: Poligono de controle e a curva de Bézier.

A figura 21, representa o fecho convexo contendo a curva de Bézier.

B

Figura 21: Fecho convexo contendo a curva de Bézier.

Interpolacio de pontos finais

O primeiro e ultimo pontos de controle, pertencem a curva de Bézier.
Utilizando o polindmio de Bernstein, isto pode ser verificado para os casos, em que
t=0et=1,

Parat = 0, tem-se:
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n
B(O)=(1—0)"-P0+(1)-(1—0)”‘1-0-P1+---+

+(,)-@=0)-0"*-p,_, +0"P,
Logo:
B(0) =1"- P, = P,, em que, P, é o primeiro ponto

Parat = 1, tem-se:
n
B(l) — (1—1)"'P0+(1)'(1—1)n_1'1'P1+"'+

+( ) A-1-1"tp,_ +1"- P,
Logo:

B(1) =1"-P, = P,, em que, P, ¢ o Gltimo ponto.

Design das Curvas de Bézier

A curva de Bézier ¢ uma importante ferramenta para a modelagem de curvas.
Por meio de pontos de controle ¢ possivel a construgdo de alguma forma
pretendida, como por exemplo, o perfil do fuste de uma arvore de Pinus elliottii,
conforme a figura 22.

iy C

L]

Figura 22: Modelagem do perfil do fuste por meio do poligono de controle.

Pseudo controle local

Em uma curva de Bézier, ao mover-se apenas um dos vértices do poligono de
controle, a curva sofre uma mudanga mais acentuada na regido proxima a este
ponto e inclusive deformando outras partes da curva, conforme ilustra a figura 23.
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Figura 23: Pseudo controle local com 5 pontos.

Resultados e discussoes

Em sua pesquisa Scolforo et al. (1998), tentaram descrever o perfil de Pinus
elliottii por meio da Spline Cubica, porém concluiram que nao sdo recomendadas
para estimar o didmetro ao longo do fuste, pois propiciam estimativas pouco
acuradas com poucos pontos mensurados.

Figueiredo Filho, Borders e Hitch (1996a), efetuaram 96 combinagdes para
localizar o niimero minimo de pontos (nds) de interpolagdo por Fungdes Splines
Cubicas, para 285 arvores de Pinus taeda L. localizadas no sul do Brasil, com
idades de 5 a 13 anos, para 16 didmetros (com casca), medidos nas seguintes
alturas absolutas (0,1, 0,3, 0,7 e 1,3m) e alturas relativas (0,05h, 0,1h, 0,15h, 0,25h,
..., 0,95h, sendo h = altura total). Os autores concluiram que, quando 10 ou mais
pontos bem distribuidos sdo usados para a interpolacdo, o volume parcial esta bem
previsto. Se a secdo mais alta do fuste (85% a 100%) forem ignoradas, os volumes
parciais podem ser estimados com residuos menores que 2%, usando 5 ou mais
pontos para a interpolagdo. Quando 7 ou menos pontos sdo usados, a distribuicao
ao longo do fuste ¢ muito importante e parecer ser fundamental incluir didmetros
proximos de 10-15% e 35-45% da altura total.

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v. 8, n.2, p. 26-43, 2019 - ISSN 2237-9657




41

De acordo com Goulding (1979), as Fungdes Splines Cubicas podem
produzir oscilagdes quando interpoladas com um niimero pequeno de pontos e para
intervalos ndo homogéneos.

Na literatura, existem diferentes tipos de fungdes splines, dentre elas: Spline
Linear, Spline Quadrética, Spline Cubica Completa, Spline Ctbica Natural, Spline
Cubica Quadratica, Spline Cubica Not-a-knot, Spline Cubica Periodica, Spline
Akima, Spline de Bézier, entre outras.

Uma Spline ¢ uma curva definida matematicamente por dois ou mais pontos
de controle e podem ser divididos em duas categorias: spline de interpolagdo e
spline de aproximagao.

Com excecdo a Spline de Bézier (curvas de Bézier), as demais splines sdo
construidas por interpolagdo, ou seja, passam por todos os pontos de controle,
necessitando assim dos pontos mensurados para a constru¢do das fungdes por
partes para cada intervalo. A Spline de Bézier ¢ construida por aproximacio que
passam perto de todos os pontos de controle, gerando uma unica fungao polinomial
e a sua principal caracteristica ¢ a suavidade das curvas.

Portanto, para a utilizagdo da Spline Cubica na tentativa de descrever os
didmetros ao longo do fuste, sdo necessarias varias medidas (inclusive medidas em
alturas dificeis de serem mensuradas), pois esta Spline ¢ gerada pela interpolagao,
os quais geram fungdes por partes para cada intervalo de pontos mensurados e esta
funcdo passa exatamente por estes pontos.

As curvas de Bézier, sdo spline de aproximacdo, em que apenas 0os pontos
inicial e final pertencem a curva, logo este trabalho, apresenta um resultado para
descrever o perfil de forma eficiente e consequentemente o calculo do volume
parcial ou total para cada &rvore analisada, com apenas trés pontos mensurados.

Por meio das curvas de Bézier, encontrou-se um padrdo de constru¢do dos
perfis para cada arvore analisada, sendo necessario apenas trés medi¢des (0,1m,
1,3m ¢ a altura total).

A figura 24, representa a descri¢ao do perfil de uma arvore de Pinus elliottii.

4?-

[}

201

@
0 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20 2 24 26

Figura 24: Representacdo do perfil de uma arvore aleatoria de Pinus elliottii.
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O ponto A ¢ a medida da base, ou seja, A = (0,1; dO,1).

O ponto B ¢ construido geometricamente quando passa pelo DAP
mensurado, B = (1,3; DAPi).

O ponto C ¢ construido por meio do ponto A, ou seja, C = (1,3; d0,1).
O ponto D ¢ construido por meio do ponto B ¢ E, ou seja, D = (h, DAPi/ 2).
O ponto E ¢ a medida da altura total, ou seja, E = (h, 0).

Em que: d0,1 = didametro a altura 0,1m; DAP = diametro a altura do peito;
DAPi = diametro a altura do peito interpolado; h = altura total.

Para todas as arvores aplicou-se 0 mesmo raciocinio descrito acima, obtendo
resultados muito proximos ao volume real.

Pela parte algébrica da curva de Bézier, foi possivel encontrar a fungdo
corresponde para cada arvore e por meio da técnica de integragdo, foram calculados
os volumes totais, comparando com o volume real de cada arvore.

A figura 25, representa o corte de uma arvore, o seccionamento dos discos e
algumas das amostras.

Figura 25: Corte da arvore (A), amostra identificada (B) e varias amostras (C).

Para cada arvore, dentre as 52 da amostra, com a fungdo construida por meio
das curvas de Bézier, os erros variaram de 0,2% a 1,7% para a estimativa do
volume total.

Foi realizado também o seccionamento dos discos, para a analise de tronco
completa (ANATRO), visando avaliar a evolucdo dos fustes e as possiveis
mudangas ocorridas na forma da arvore.

Consideracoes Finais

As curvas de Bézier sdo muito importantes em diversas dareas do
conhecimento e neste artigo, buscou-se aplicar este método para o calculo do
volume de arvores em pé€. Recomenda-se mais estudos sobre o assunto, para
encontrar outros padrdoes no ajuste das curvas de Bézier e, consequentemente,
melhorar as estimativas para o volume parcial e total de cada arvore.
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