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RESUMO

A presente obra aborda alguns aspectos do surgimento da geometria plana no mundo; Como se
deu a inclusdo no Brasil, exibindo alguns dos acontecimentos que foram importantes para
definir o ensino da geometria plana nas escolas publicas brasileiras. Apresenta um software
gratuito de matematica dindmica, o GeoGebra, desenvolvido para o ensino e aprendizagem nos
varios niveis de ensino (do basico ao universitario), mostra um exemplo que pode ser usado em
sala de aula da aplica¢do do GeoGebra: O caso de congruéncia de triangulo, possibilitando,
assim, ao professor ir muito além de qualquer barreira que possa ser colocada para dificultar
o ensino/aprendizado dos discentes.
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ABSTRACT

The present constructions addresses some aspects of the emergence of flat geometry in the
world; As it was the inclusion in Brazil, it exhibited some of the events that were important to
define the teaching of flat geometry in the Brazilian public schools. It features free dynamic
math software, GeoGebra, developed for teaching and learning at various levels of education
(from basic to university), shows an example that can be used in the GeoGebra application
classroom. The case of congruence of triangulo, thus enabling the teacher to go far beyond any
barrier that can be placed to stop the learning of learners.
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Introducao

Percebe-se que “os alunos ndo se lembram de haver estudado geometria”
(BAHIENSE, 2014, p.11) nas escolas quando se compara a aritmética e a algebra,
sendo mais evidente em escolas publicas. Em alguns casos, os alunos saem do
ensino fundamental e médio sem ter o dominio desse conhecimento.

A tecnologia vem aos poucos atualizando os espagos, € com as escolas nao ¢
diferente, pois as mesmas ja possuem diversas ferramentas, tais como: televisores,
data shows, laboratdrios de informatica, “entretanto percebemos que todos esses
recursos sao pouco utilizados pelos professores de Matematica” (COSTA, 2014, p.
1). Sao inumeros os fatores que distanciam os profissionais dessa area da
tecnologia, destacam-se: falta de conhecimento dos profissionais para o ideal
manuseio, que nao ¢ oferecido aos docentes por parte dos gestores; falta de
manuten¢do dos proprios equipamentos (as escolas que possuem o equipamento
ndo o utilizam por falta de instalacdo ou mesmo o equipamento se encontra com
defeito, por ndo ser feito uma manutencdo de rotina); e, até mesmo, a falta de
incentivo aos docentes para trocar metodologias de ensino antigas por novas que
abrangem a utilizagdo de tais tecnologias.

Observa-se a facilidade que os jovens possuem no manuseio das tecnologias,
um exemplo evidente ¢ a desenvoltura que eles possuem ao mexer em celulares,
smartphones, tablets e computadores para as mais diversas finalidades.

Sdo inumeros os estudos que discutem, constatam e evidenciam a
necessidade da mudanga na metodologia abordada em sala de aula com o ensino da
geometria plana, para que os jovens possam assimilar de maneira mais eficiente.

Um recurso computacional que pode estar mudando essa triste realidade € o
GeoGebra, um software matematico dindmico, que pode ser incorporado as
diversas metodologias em diferentes niveis de ensino, facilitando assim o
entendimento do corpo discente a geometria plana.

Esse trabalho apresentarda um pouco da historia da geometria plana, do
software GeoGebra e exibird alguns contetidos da geometria plana que pode, de
forma fécil, ser ministrado em sala de aula, utilizando o recurso computacional,
ajudando, assim, o professor a ter uma dindmica melhor com seus alunos quando
for lecionar o conteudo.

1. Geometria plana e uma breve historia

Os historiadores atribuem a criacdo da geometria aos egipcios e os caldeus.
Caldeus eram povos de origem Semita — termo esse utilizado na antiguidade para
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denominar povos que habitavam a Mesopotamia, regido da Asia Oriental, que é
delimitada pelos rios Tigre e Eufrates, atualmente o Iraque. De acordo com Antar
(1982), os babilonios ja eram conhecedores dessa ciéncia muito antes dos egipcios.

Existem indicios de que a civilizagdo da Babilonia, desde cerca
de 2000 a.C., desenvolveu um consideravel conhecimento
geométrico. As finalidades originais desse conhecimento eram
de natureza pratica, como constru¢do de edificios e demarcagio
de terras (agrimensura). A existéncia das grandes pirdmides
perto do Nilo prova que os egipcios também conheciam a sua
geometria e sabiam usa-la bem (ANTAR, 1982).

Sabe-se que os gregos deram grandes contribuigdes para a Matematica,
estando entre elas a geometria. A propria palavra geometria ¢ derivada do grego,
com base no radical ged de gé = terra e métron = medida, e do grego classico
gedmétrin, que significa ‘medida de terra’, a referéncia mais antiga que se tem da
palavra geometria ¢ a de Herddoto, que faz uma descri¢cao de histérias e costumes
egipcios de acordo com Gongalves (1988):

Segundo Herodoto, um rei dividira o territorio do Egito entre
todo o povo, dando a cada egipcio um lote de terra quadrado e
de mesmo tamanho. Essa divisdo veio acompanhada da
imposicdo de pagamento de um tributo anual. Entretanto,
qualquer homem que o rio Nilo despojasse de uma parte de sua
terra poderia dirigir-se ao rei e expor-lhe o fato. O rei mandava
entdo que seus funcionarios medissem a extensdo do decréscimo
do lote, para que fosse concedida a seu detentor uma redugao no
tributo proporcional a perda (GONCALVES, 1988).

A geometria até o quarto século antes de Cristo ndo possuia fundamentagao
cientifica e, possivelmente, o primeiro documento que se tenha da geometria ¢ o
papiro de Ahmes, como Morgado (1989) mostra em seu trabalho:

Até o quarto século antes de Cristo, a Geometria ndo passava de
receitas descobertas experimentalmente, sem fundamento
cientifico. Por exemplo, era de conhecimento dos egipcios que o
triangulo cujos lados medem 3, 4 e 5 era retangulo, assim como
era do conhecimento dos gregos que o cumprimento de um
circulo era aproximadamente 3 vezes o comprimento de seu
préprio  didmetro. Possivelmente o primeiro documento
importante da historia da Geometria foi um papiro que datava
do séc. XIX a.C. e que esteve em posse do escriba Ahmes, que o
recopiou dois séculos mais tarde (MORGADO, 1989).

A ciéncia recebeu dos gregos desenvolvimentos sem precedentes, eles

conseguiram sintetizar e aprimorar habilidades que existiam na época.
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Com o desenvolvimento da Logica e com a contribuicdo de
grandes sabios como Thales, Pitagoras, Platdo e outros, a
Geometria toma dimensdo nova com o aparecimento de uma
grande obra em 13 volumes, intitulada “Elementos” de Euclides,
com mais de mil edigdes até os dias de hoje. Nele a Geometria é
apresentada de forma logica e organizada, partindo de algumas
suposi¢des simples e desenvolvendo-se por raciocinio logico. O
grande passo dado por Euclides consistiu na introdugdo do
método axiomatico que consiste em estabelecer um conjunto de
proposi¢des que admitimos serem verdadeiras. O Sistema
Axiomatico foi profundamente estudado por Hilbert, um
matematico alemdo que solidificou esse sistema com trés
categorias de objetos: pontos, retas e planos. Os axiomas sao
basicamente de cinco tipos: de associacdo, de paralelismo, de
continuidade, de congruéncia e de ordenacdo. O matematico
afirma que “havera tantas Geometrias quantos forem os
significados  distintos que dermos a estas palavras”
(MORGADO, 1989).

O desenvolvimento feito por Euclides foi um ponto essencial na historia para
se conseguir ter a geometria como se conhece hoje, contudo, sabe-se que nao ¢ um
conhecimento terminado, podendo haver muitas outras contribui¢des no futuro para
a geometria.

2. Historia da geometria plana no Brasil

A geometria no Brasil s6 comega a ter um destaque a partir de 1648, devido
as necessidades dos militares da €poca, ja que soldados sem uma base matematica
apresentavam dificuldades para fazer leituras de mapas e realizar organizacdo de
material de artilharia. Na década de 1730 torna-se obrigatdrio a todos os oficiais o
ensino militar, e ha o registro do primeiro livro brasileiro sobre geometria - Exames
de Artilheiros e Exames de Bombeiros.

Em 1824 se faz a primeira tentativa de inclusdo das nocdes geométricas,
além das quatro operagdes fundamentais, pois o ensino torna-se gratuito para o
nivel primario, mas nao obtém frutos, “ndo ser um conhecimento escolar solicitado
para o ingresso em nenhuma instituicdo secundaria” (VALENTE, 1999, p. 113).
Em 1889, torna-se obrigatorio o “ensino do desenho técnico e geométrico em todo
o pais, haja vista o carater cientifico e positivista desses saberes, expressao do rigor
e da precisao”. (KOPKE, 2006, p. 13), perdurando até a década de 30, seguindo o
modelo de ensino da Matematica nos moldes da geometria euclidiana, onde havia a
sistematizacdo légica do conhecimento matemdtico com base em elementos
primitivos, tais como axiomas, defini¢des e postulados e, de outro, na concepcao
platonica.
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A partir da década de 30 esse modelo foi alterado por reformas educacionais
nacionais, formulando diretrizes metodologicas unificadas para o ensino da
Matematica, onde o curriculo ficava composto por aritmética, algebra, geometria e
trigonometria. Sendo o estudo geométrico a ser ensinado em todo o curso
secundario da época, composto de desenho (natural e técnico) e o estudo dedutivo
da geometria.

Em abril de 1942 ¢ instituida a lei orgénica do ensino secundério, que altera
as séries e a geometria com o mesmo programa da reforma de 30, retorna os
moldes da década de 30. Mas devido a criticas, a geometria sofre uma
reformulacdo e passou a ndo constar “no programa da 2* série do ensino ginasial e,
no 2° ciclo, ficou toda concentrada ao 1° ano. A geometria analitica passou a ser
desenvolvida no 3° ano do 2° ciclo, sob 0 nome de fung¢do linear.” (PAVANELLO,
1989, p. 159).

No final da década de 60 até o final da década de 70, a geometria ¢ tida com
um conteido nos livros como sendo as nogdes de figuras geométricas e de
intersec¢do de figuras, para que fossem trabalhadas segundo uma abordagem
intuitiva.

E, somente em 1987/1989, surgem os Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs) de Matematica, onde estdo estabelecidas as diretrizes para o ensino atual
como se conhece.

3. GeoGebra

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra ¢ um software gratuito de
matematica dindmica, desenvolvido para o ensino e aprendizagem da disciplina nos
varios niveis de educagdo escolar (do basico ao universitario). O GeoGebra (figura
1) retine geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e calculos
simbdlicos em um unico ambiente. Assim, 0 GeoGebra tem a vantagem didatica de
apresentar, a0 mesmo tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto que
interagem entre si. Além dos aspectos didaticos, o GeoGebra ¢ uma excelente
ferramenta para se criar ilustragdes profissionais para serem usadas no Microsoft
Word, no Open Office ou no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués,
o GeoGebra ¢ uma multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em
computadores com Windows, Linux ou Mac OS.

Desde entdo, o projeto tem se expandido e sido premiado por diversas
institui¢des, algumas dessas premiagdes sdo: Arquimedes 2016: Prémio MNU na
categoria Matematica (Hamburgo, Alemanha), Prémio MERLOT Classics 2013:
Recurso Educacional Multimidia para Aprendizagem e Ensino Online (Las Vegas,
Nevada, EUA), Comenius 2004: Prémio de Midia Educacional Alema (Berlim,
Alemanha).
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O Instituto GeoGebra, situado no Rio de Janeiro, ¢ um dos membros do 1GI
(International GeoGebra Institutes), cujo proposito ¢ agregar interessados no uso do
GeoGebra como ferramenta de ensino e aprendizagem, suporte e desenvolvimento
de materiais de apoio para alunos e professores, promovendo a colaboragdo entre
profissionais e pesquisadores.

GeoGebra Classic - o x

N . [N 2 9 = o a= —_—
.“/,/,».@@Q_\;&» A=
+ N . @
3
GeoGebra Classico
2
A Grifico
1
@ Geometria
B Y T " T T 2 5 & JanelazD
s X [anela CAS
S £ Planilna de Calculos
A Probabilidade
3
R Modc Exame
D
¥ Download
123 f(x) ABC aBy X
x y z n 7 8 9 x *
W X VB e 4 5 6 % -
< & < > 1 2 3 = &
( ) [ . 0 ) < > <«

FIGURA 1: Atual interface do programa (GeoGebra Classic 6)
FONTE: Captura da tela do proprio software

4. Ensino da geometria plana com GeoGebra

Quando se vai ensinar geometria plana, alguns conceitos possuem nogoes
primitivas, como, por exemplo, o ponto, a reta e o segmento de reta. Estes, a grande
maioria dos alunos consegue compreender mais facilmente, ou pelo menos aceita,
pois fazem parte do cotidiano dos mesmos. Entretanto, existem outros conceitos
que ndo sdao bem aceitos pelo alunado, exemplo: algumas operacdes com angulos,
pontos notaveis de tridngulos, algumas figuras geométricas, sendo estes necessarios
para a vida académica dos discentes.

Por ndo ter incentivo e recursos, o professor fica limitado a utilizar apenas o
pincel e o apagador, dificultando muito a realizagdo de demonstragdes com figuras
que nao condizem, ao minimo, com que o esta sendo explicado, iniciando-se certa
relutancia dos alunos no aprendizado do assunto.

Com a utilizagdo do GeoGebra, o professor tem uma poderosa ferramenta de
ensino, permitindo que figuras que antes eram desenhadas apenas no quadro,
possam ser criadas e exibidas nos computadores, tendo suas propriedades mudadas
ao apertar de um botdo, facilitando, dessa forma, que uma figura que esteja num
determinado sentido, seja rotacionada para o outro, sem que tenha que ser feito a
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utilizagdo s6 da imaginacao dos alunos, ou mesmo, tenha que se apagar e desenhar
em uma nova posi¢ao.

Um bom exemplo do uso do programa na geometria plana ¢ com
congruéncia de tridngulos, conteido que vem sendo pouco explorado em sala de
aula e, raramente, demonstrado via defini¢do cada um dos casos de congruéncia
para os alunos. Um dos principais motivos ¢ a dificuldade que os professores t€m
de mostrar, visualmente, aos alunos que existem as congruéncias, por falta de
figuras suficientes nos livros didaticos, por ndo existir materiais concretos em
algumas escolas e nem recursos para construi-los em outras, para que possam ser
usadas na demonstracdo da definicdo. Também ¢é perceptivel que a utilizagdo do
pincel e apagador para a realizagdo da demonstragdo torna a aula muito monotona
aos alunos, fazendo assim com que poucos tenham interesse.

Surge-se a necessidade de mostrar como essa ferramenta pode ser trabalhada,
para que os professores da area percam o medo de utiliza-la. Entdo, se fez o caso de
congruéncia de tridngulo Lado, Lado, Lado (LLL) usando o GeoGebra 9 (Figura2),
para mostrar como ¢ facil trabalhar com ele.

Demonstrar o caso de congruéncia de tridngulo (LLL) ¢ equivalente ao
demonstrar o caso que, dado trés lados de um tridngulo, s6 € possivel criar apenas
um tridngulo.

Consideram-se 3 segmentos de reta, AB, CD e EF que nomeados,
respectivamente, como sendo: AB = a, CD = b e EF = c.

€2 GeoGebra Classic N
B P B o] |l] PN ES RS o —&-E
@ A=(01) A =
@ B=(056)
@ iSeEmeno(AB)
® c=-(1 !
@® bp=(5)
@ PiSeEmeno(CD) i ;
e .
® E=(1 L
c
@ rF=(.2
® ¢ : Segmenta (E, F) H A Jc e .

-3

fo)

+
fo)

@

FIGURA 2: Passo 1 na demonstragdo do caso LLL.
FONTE: Préprio autor

Logo em seguida, com a medida do segmento a, cria-se um novo segmento,
nomeado f.
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FIGURA 3: Passo 2 na demonstragdo do caso LLL.
FONTE: Proprio autor

£y
| -

Habilita-se a fungdio compasso no programa ==, pega-se a medida do

segmento b e cria-se uma circunferéncia d com medida do segmento b no ponto G.

£ GeoGebra Classic =
oA QO] 4N =4 e Q
D =(1 5) =
b : Segmento (C, D) :
@
— 4
® -1
. B
O rF=(29 : °
D
c: Segmento (E, F)
@
- 3 E A
. a
® c=(71) : o
c
Q@ H=(21)
) f : Segmento (G, H) i "A C E G ! H
— 5
d : Circulo (G, b)
@
— x2+y?-14x-2y =-34
+
i »
/=

fo)

FIGURA 4: Passo 3 na demonstragdo do caso LLL.
FONTE: Proprio autor
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Logo em seguida, o processo ¢ repetido com o segmento c, no ponto H.

€2 GeoGebra Classic =
A LER Sic] ’ * || a= — s
- S BQO 4N =) ¢ Sies OF =
- N &
® e=(1 :
Q@ F=(9
® © Segmento (E, F) :
L 2
-3
D
® -1
F
@ H=(21)
a
b
fi8 to (G, H.
® egmento (G, H) .
—+ 5
el H A C E
) d : Circulo (G, b) &
— 4y k- 2y =34
@
e: Circulo (H,c)
® Q
— x? 4 y? - 24x- 2y =-136
Q
+
»
i)

FIGURA 5: Passo 4 na demonstragdo do caso LLL.
FONTE: Proprio autor

Marcam-se os pontos de intersec¢do das circunferéncias e traga-se um
segmento de reta do ponto I até o ponto G, esse novo segmento g tera a mesma

medida do segmento b, pois € o raio da circunferéncia d.

€7 GeoGebra Classic =

» X[ Ro 4 X = oo Q

g e

G=(11) =N

f : Segmento (G, H)

@
@ H=(121)
@

-5 B

d: Circulo (G, by

— x4y 18x- 2y =34

e : Circulo (H, c)

— x4 y?- 28x- 2y = -136 b

Intersegdo (d, e)

— 1=(102,34)

- 1=(102,-14)

®

g : Segmento (G. 1)

e @ o

)

— 4

+

FIGURA 6: Passo 5 na demonstracdo do caso LLL.
FONTE: Proprio autor

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v. 9, n. 3, p. 03-14, 2020 - ISSN 2237-9657




12

Traca-se um segmento de reta do ponto I até o ponto H, onde esse novo

segmento h terd a mesma medida do segmento c, pois ¢ € o raio da circunferéncia

c.

€2 GeoGebra Classic

7>_‘ a2l

f : Segmento (G, H)
L]

— 5

o ° Circulo (G, b)
— x4y - 1ax- 2y
e Cireulo (H. )
— x4yt - 24x-2y
@ Intersecio(d.e)

— 1 (10.2, 34)
® - ,-(02-19

& : Segmento (G, 1)
[ ]

— 4

h : Segmenta (I, H)

-3

-136

e B

®

o (e

FIGURA 7: Passo 6 na demonstragdo do caso LLL.
FONTE: Proprio autor

Forma-se, assim, o tridngulo que se desejava mostrar.

€/ GeoGebra Classic

DIF RS Gl PANEIE 5

A=(01)
B =(0,6)

a: Segmento (A, B)

-5
c=(1)
D=(15)

b Segmento (C, D)

-4
E=(21)
F=(24)

¢ : Segmento (E, F)

-3
G=(7.1)

H (17 1\

Bo ¢ ¢ @0/ ¢ o0 o o @

ol
g

=N

FIGURA 8: Caso LLL.
FONTE: Proprio autor

A escolha do segmento a pode ser feita com os demais segmentos em sala

de aula, para mostrar que ndo importa qual seja o lado escolhido, sempre sera
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gerado esse tridngulo e pode ser demonstrado, também, as possiveis rotagdes que
ele pode ter, habilitando a fungdo do programa GeoGebra de animagao.

O GeoGebra permite que tal contetido seja mostrado e demonstrado de
forma habil e com bastante participagdo dos alunos, pois os mesmos terdo a
oportunidade de construir as figuras no programa para ver a semelhanca e as
congruéncias que possuem. Ao fazer, vao estar assimilando, de forma mais
eficiente, o conteudo, fazendo com que os alunos realmente aprendam o contetdo,
ndo apenas transcrevendo do quadro para o caderno, de forma passiva, como no

caso do uso de pincel e apagador.

5. Consideracgoes finais

Como podemos ver, a geometria plana teve sua origem faz mais de dois
milénios e, durante varios séculos no Brasil, teve sua transmissdo deixada de lado
ou mesmo, simplesmente, restrita a poucos. Somente ha algumas décadas que a
geometria plana vem sendo feita de forma, como se conhece atualmente, e, ainda
assim, encontra diversas barreiras para que se possam ensinar futuras geragdes, as
quais podem tornar o ensino-aprendizado lento ou falho. Mas existem projetos,
como o GeoGebra, que vem tentando mudar essa situacdo, para que a Matematica
possa ser um caminho de transformacao e evolucdo na vida escolar.

A medida que a tecnologia vem se agregando as ciéncias, devemos mudar
nossa visdo para que se possa, dessa forma, aprender e ensinar, ndo ficando
atrelados com ferramenta e metodologias que ndo evoluam com as ciéncias e
tecnologias durante o passar do tempo, pois, tais metodologias tendem a cair em
desuso e serem superadas por novas, que tendem a obter o melhor das novas
tecnologias.

O GeoGebra reune recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos,
probabilidade, estatistica e calculos simbolicos, sendo, dessa forma, uma poderosa
ferramenta que possibilita os mais diversos usos para o ensino da matematica de
forma dindmica e atrativa, nas mais diferentes situagdes do dia a dia do professor,

permitindo, assim, ir muito além de qualquer obstaculo que lhe possam colocar.
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