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Lugar geométrico de curvas: construcoes e demonstracoes das
conicas usando o GeoGebra'

Geometrical place of curves: constructions and demonstrations of
conics using GeoGebra
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RESUMO

A utilizagdo de recursos didaticos demanda o desenvolvimento de diversos métodos de ensino.
Com o objetivo de enfrentar os desafios impostos pela tecnologia para auxiliar nas aulas, uma
das possibilidades é o uso do GeoGebra. Dessa forma, com o auxilio desse software,
apresentaremos diferentes maneiras de construir as conicas usando circunferéncias, retas,
semirretas, segmentos de reta e pontos. Para mostrar que os lugares geométricos criados sdo
conicas, realizaremos as demonstragoes de forma algébrica e/ou geométrica, deixando-as mais
praticas e de facil visualizagdo com o suporte do programa, prontas para serem aplicadas em
sala, como o docente preferir. Nosso intuito é iniciar o estudante no método investigativo da
matemdtica usando demonstragoes, com a finalidade de desenvolver o seu raciocinio logico-
matemadtico.
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ABSTRACT

The use of didactical resources demands the development of several teaching methods. With the
aim to face the challenges imposed by technology to assist in classes, one of the possibilities is
the use of GeoGebra. Thus, with the help of this software, we will present different ways to build
conics, using circumferences, lines, semi-straight, line segments and points. To show that the
geometrical places created are conical, we will carry out the demonstrations in an algebraic
and/or geometric way, making them more practical and easy to view with the support of the
program, ready to be applied in the classroom, as the teacher prefers. Our intention is to initiate
the student in the investigative method of mathematics using demonstrations, for the purpose of
developing his logical-mathematical reasoning.
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Introducao

Em atividades na sala de aula, trazer recursos diferenciados ¢ bem
planejados, principalmente os visuais, pode estimular as aulas e conquistar a
atencdo dos estudantes. Entre esses recursos, estdo os soffwares (comportamento
exibido por uma sequéncia de instru¢des quando executada em um hardware) e,
em particular, o0 GeoGebra, programa que utilizamos para a pratica da geometria
bidimensional e tridimensional.

Nesse artigo serdo apresentadas seis diferentes maneiras de construir as
conicas, duas para cada uma delas, usando apenas conceitos bdasicos da
geometria: pontos, retas, semirretas, segmentos e circunferéncias, partindo de
uma série de algoritmos que pode ser aplicada na sala de aula ou no laboratorio
de informatica. Tais aplicacdes podem ser realizadas com ilustragdes exibindo os
passos da construcao utilizando o software GeoGebra, de forma interativa e
participativa. Faz-se necessaria uma apresentacdo anterior sobre o soffware, bem
como uma familiariza¢do dos conceitos de conicas.

Nos desenhos, iremos extrair os lugares geométricos criados por esses
elementos, que sdo as conicas, com a finalidade de provar de forma algébrica
e/ou geométrica que as curvas obedecem a definicdo da elipse, hipérbole ou
parabola, usando o programa para introduzir um ambiente de demonstragdes
matematicas e de facil visualizacdo. Vale ressaltar que tais demonstragdes
beneficiam o raciocinio l6gico-matematico.

O planejamento da aula, sendo expositiva com o uso do projetor ou uma
oficina em um laboratério de informatica, ficara como uma escolha do docente,
assim, os algoritmos de construcdo dos lugares geométricos e as demonstragdes
algébricas de que esses lugares geométricos sao as conicas sao apresentadas nesse
artigo de forma a tornar simples sua adaptacao na proposta de aula.

1. Fundamentacio tedrica

As mudancas na sociedade com as novas tecnologias desde o surgimento
dos computadores, passando pelos jogos eletronicos, internet, smartphones e
tablets, fazem com que seja necessaria uma mudanga na educagao.

De acordo com Fiorentini e Lorenzato (2012), os educadores matematicos
tém tentado utilizar no ensino as novas tecnologias surgidas, como o computador,
a televisdo e a internet. Tal tecnologia “[...] pode ser definida como o conjunto
de técnicas, processos, métodos, meios e instrumentos centrais de organizagao,
de formacao e de educacdo” (CARVALHO, IVANOFF, 2010, p. 3).
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Os proprios Parametros Curriculares Nacionais do ensino fundamental
ressaltam a necessidade de aumentar o “[...] uso de computadores pelos alunos
como instrumento de aprendizagem escolar, para que possam estar atualizados
em relacdo as novas tecnologias da informagao e se instrumentalizarem para as
demandas sociais presentes e futuras” (BRASIL, 1998, p. 96).

Também encontramos nas Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio:

Ja se pensando na Tecnologia para a Matemadtica, hé programas de
computador (softwares) nos quais os alunos podem explorar e
construir diferentes conceitos matematicos, referidos a seguir como
programas de expressdo. Os programas de expressdo apresentam
recursos que provocam, de forma muito natural, o processo que
caracteriza o “pensar matematicamente”, ou seja, os alunos fazem
experimentos, testam hipoteses, esbogam conjecturas, criam
estratégias para resolver problemas. S@o caracteristicas desses
programas: a) conter um certo dominio de saber matematico — a sua
base de conhecimento; b) oferecer diferentes representacdes para um
mesmo objeto matematico — numérica, algébrica, geométrica; c)
possibilitar a expansdo de sua base de conhecimento por meio de
macro construgdes; d) permitir a manipulag@o dos objetos que estdo
na tela. (BRASIL, 2006, p. 88).

Além disso, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) apresenta a
importancia de softwares de geometria dindmica desde os anos iniciais do ensino
fundamental.

[...] recursos didaticos como malhas quadriculadas, dbacos, jogos,
livros, videos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de
geometria dindmica t€ém um papel essencial para a compreensdo e
utilizacdo das noc¢des matematicas. Entretanto, esses materiais
precisam estar integrados a situagdes que levem a reflexdo e a
sistematizacdo, para que se inicie um processo de formalizacao.
(BRASIL, 2018, p. 276).

Acreditamos ser importante escolher softwares livres (permitem
adaptagdes e alteracdes em seu codigo de forma livre, sem a necessidade de
solicitar permissao ao atual dono da patente para tal finalidade) por estarem sendo
constantemente atualizados e serem, em sua maioria, gratis. Tais softwares
podem ser utilizados no desenvolvimento logico, simbolico e criativo da crianga,
sendo preciso avaliar e garantir a eficiéncia nos aspectos pedagogicos gerais que
consistem em objetivo, usabilidade, conceitos a serem trabalhados e praticidade.

O software usado aqui é o GeoGebra, que segundo seu site oficial®, é um
software de matematica dindmica voltado a todos os niveis de ensino que retine
Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e
Célculos Simbolicos em um tnico pacote de facil utilizagao.

3 https://www.geogebra.org/about
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Atrelado ao GeoGebra, vamos abordar as coOnicas, as quais possuem
aplicagdes em Astronomia, Engenharia, Arquitetura, Tecnologia da
comunicacdo, entre outras.

E muito comum andarmos pelas ruas e depararmos com
monumentos que lembram estas curvas. Estes monumentos passam
por tratamentos algébricos e estruturais até chegarem a sua arte final,
ndo s6 com o objetivo de se tornarem atrativos para a apreciacio
visual, mas também para que possam possuir e aproveitar as

propriedades das curvas que representam, sejam elas hipérboles,
parabolas ou elipses. (SANTOS, 2014, p. 18).

Apresentaremos duas construcdes para cada conica e teremos o auxilio do
GeoGebra, mas sem utilizar suas ferramentas de criagdo de conicas: “Elipse”,
“Hipérbole e “Parabola”. Os desenhos serdo feitos por etapas, utilizando apenas
pontos, retas, semirretas, segmentos e circunferéncias, o que faz com que essas
construgdes também possam ser reproduzidas no papel com o uso de régua e
compasso. Ao fim, para uma melhor compreensao de que de fato as figuras sao
conicas (atendendo suas definigdes), em cada caso faremos uma demonstragao
de forma algébrica e/ou geométrica.

Podemos encontrar o contetido de conicas em livros do Ensino Médio. Por
exemplo, em Smole e Diniz (2016), hd um capitulo “Estudo analitico das
conicas”, no qual aborda elipse, hipérbole e pardbola. Também ha a abordagem
desse conteudo em cursos superiores na disciplina de Geometria Analitica. Sendo
assim, esse artigo pode colaborar no Ensino Basico e no Ensino Superior.

2. Construcoes e demonstracoes das conicas

Antes de iniciarmos as construgdes e demonstragdes, registramos a seguir
as defini¢des que serdo utilizadas ao longo do texto.

Defini¢do 1: Dados dois pontos fixos F; e F, (focos), € um numero real positivo
a (medida do semieixo maior), sendo 2a > d(Fy, F,), definimos a elipse como o
lugar geométrico dos pontos P do plano tais que d(P, F;) + d(P, F,) = 2a.

Defini¢ao 2: Dados dois pontos fixos F; e F, (focos), € um numero real positivo
a (medida do semieixo real), sendo 2a < d(F;, F;), definimos a hipérbole como
o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que |d(P, F;) — d(P, F,)| = 2a.

Defini¢do 3: Dados um ponto F (foco) e uma reta d (diretriz), definimos a
parabola como o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que d(P,F) =
d(P,d).

Apresentaremos seis construcdes das conicas presentes em Cavalcante
(2019). Duas das seis construgdes, €3 e H3, sdo criagdes do autor que ndo foram
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encontradas por ele na literatura pesquisada, porém ndo descartamos a
possibilidade de serem encontradas em alguma obra ndo detectada.

Os links dos videos das conicas sendo construidas e animadas no
GeoGebra, bem como os arquivos do GeoGebra das conicas ja construidas e
prontas para serem animadas podem ser encontrados no YouTube ¢ no Google
Drive, por meio dos links disponiveis em Cavalcante (2019).

2.1 Construindo as elipses

Nos topicos a seguir serdo apresentados dois algoritmos de criagdo das
elipses e suas respectivas demonstragcdes. Apresentaremos as construgdes das
denominadas elipses €, e E;.

2.1.1 Algoritmo de construcao da elipse &,

Para a construgdo da elipse £,, fixaremos os focos F; e F,, e usaremos a
constante 2a que consta na defini¢cdo de elipse.

Na barra de ferramentas do GeoGebra, selecione a ferramenta “Ponto” e,
na janela de visualizagdo, marque os pontos F; e F, (por padrao o GeoGebra
criard os pontos com nome A e B, basta na janela de algebra substituir por F_1 e
F_2).

Use a ferramenta “Semirreta” e crie ﬁ) Com a ferramenta “Circulo dados
centro e um de seus pontos”, trace uma circunferéncia ¢ de centro F; contendo
F, no seu interior como mostra a Figura 1, saiba que o raio da circunferéncia ¢
serd a constante 2a, isso sera demonstrado posteriormente.

Crie um ponto B pertencente a circunferéncia c e trace os segmentos BF; e
BF,. Com a ferramenta “Mediatriz”, trace a mediatriz® i do segmento BF,,
observe que I intersecta o segmento BF;, marque o ponto P de intersec¢do

(Figura 2).
‘ F, F,
A A
FIGURA 1: Elipse &, passos iniciais FIGURA 2: Elipse €, em construgao

© Reta perpendicular a um segmento de reta que passa por seu ponto médio.
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Ao deslocar o ponto B sobre a circunferéncia, o ponto P sempre pertencera
a elipse &,. Para visualizar a elipse, use a ferramenta “Lugar Geométrico” e
selecione os pontos P e B. Anime o ponto B e veja P deslocar-se sobre a elipse
(Figura 3).

Para demonstrar que o lugar geométrico dos pontos P pertence a uma
elipse, seguiremos a definicio da elipse. Precisamos provar que PF; + PF, ¢
sempre constante para qualquer posi¢ao de B sobre a circunferéncia c. Na Figura
4, observe o tridngulo ABPF,. Por constru¢do, a reta PC ¢ a mediatriz do
segmento BF,, entdo o angulo PCB = PCF, =90°e¢ d(B,C) = d(C,F,). Como
o segmento PC é um lado comum aos tridngulos APBC e APCF,, usando a
congruéncia de tridngulos, pelo caso LAL, concluimos que d(P,B) = d(P, F,).

FIGURA 3: Elipse &, concluida FIGURA 4: Construgdo da elipse &,

Como PF; + PF, = PF; + PB = 2a, o qual é o raio da circunferéncia c
definido na construcio da elipse &,, temos que PF; + PF, é sempre uma
constante para qualquer posi¢ao do ponto B sobre a circunferéncia ¢ obedecendo
a definicdo de elipse. Assim, o ponto P sempre pertencera a elipse £, de focos
F, e F,, sendo d(P,F;) + d(P,F,) = 2a = d(Fy, B), na qual d(F;, B) ¢ o raio
da circunferéncia c.

2.1.2 Algoritmo de construc¢ao da elipse £;

Para a criacdo da elipse €3, precisaremos da constante 2a, distancia dos
vértices sobre o eixo focal, e o local de um dos focos da elipse.

Com a ferramenta “Circulo dados centro e raio”, crie a circunferéncia d de
raio a. O didmetro de d definird a constante 2a da elipse. Agora, crie um ponto
B na regido interior a circunferéncia d (de preferéncia, distante do centro) e um
ponto C sobre a circunferéncia, entdo trace o segmento BC. Com a ferramenta
“Reta Perpendicular”, trace a reta r perpendicular a BC que passa por C como
mostra a Figura 5.
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FIGURA 5: Elipse £; passos iniciais

A reta r sera sempre tangente a elipse £;. Para visualizar a elipse, use o
botao direito do mouse sobre a reta e habilite “exibir rastro”. Ao deslocar o ponto
C sobre a circunferéncia d, a reta r pintara toda a janela de visualizacdo do
GeoGebra, externa a elipse, exibindo uma regiao branca cuja curva fronteira ¢ a

FIGURA 6: Elipse &; concluida

Agora, nosso objetivo € encontrar o ponto de tangéncia da reta r com a
elipse £;. Para isso, serdo adicionadas retas, semirretas € pontos a construgao
atual, relacionar com a elipse €, e assim provar que £; também ¢ uma elipse.

Vamos criar a elipse €, a partir da construcao de 3. Construa o segmento
AC, trace a mediatriz s do segmento BC e marque o ponto D de intersec¢do entre
AC e s (Figura 7). Como demonstrado em 2.1.1, o ponto D pertencera a elipse &,
de focos A e B, ¢ d(C,D) = d(B,D). Logo, d(A,D)+d(B,D) =d(A,D) +
d(C, D) é uma constante que chamaremos de 2p, onde p € R.

Para encontrar o ponto de tangéncia da reta r com a elipse &3, trace a
semirreta BD e marque o ponto de tangéncia E, o qual ¢ a interseccdo entre a reta
r ¢ a semirreta BD (Figura 8).
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FIGURA 7: Construgdo da elipse €5 (A) FIGURA 8: Construgdo da elipse £; (B)

Por fim, o outro foco (que chamaremos de ponto F) estd localizado na
intersec¢do da reta AB com a reta h paralela ao segmento AC que passa pelo
ponto E, basta marcar esse ponto (Figura 9). Finalizadas as construgoes
geométricas, para facilitar a compreensdo da demonstracdo, ¢ suficiente
observarmos os dados da Figura 10.

/ A B

FIGURA 9: Construgédo da elipse £; (C) FIGURA 10: Construgdo da elipse €5 (D)

Observe os triangulos AEBF e ADBA. Por construgao, a reta h e o segmento
AC sio paralelos. Como a reta AB ¢ uma transversal que corta essas paralelas (a
reta h e a reta suporte do segmento de reta AC), EFB ¢ DAB sio angulos
correspondentes, enquanto os angulos EBF e DB A sao coincidentes. Logo, pelo
caso AA, os tridngulos AEBF e ADBA sao semelhantes, ou seja:

EF EB FB _ "

DA DB AB
sendo k a razdo de semelhanga. Como as medidas de comprimento dos
segmentos FB e AB ndo variam quando o ponto C se desloca sobre a

circunferéncia d, entdo a razdo k ndo mudara independentemente da mudanca
nas medidas de comprimento dos outros segmentos logo:

EF k EF =k-DA
- = = — .
DA

EB

ﬁ=k=>EB=k-DB$ EF+EB=k-DA+k-DB=k-(DA+ DB)
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Como DA+ DB = 2p, tem-se EF + EB = k- 2p. Assim, o ponto E
sempre pertencera a elipse €3 de focos B ¢ F, onde d(F,E) +d(E,B) = k- 2p
tal que k, p € R.

[ ]

2.2 Construindo as hipérboles

Nos topicos a seguir serdo apresentados dois algoritmos de criagdes das
hipérboles e suas respectivas demonstragdoes. Apresentaremos as construgoes €
demonstragdes das denominadas hipérboles H, e H;.

2.2.1 Algoritmo de constru¢ao da hipérbole 7,

Toda a construcao sera de forma geométrica no GeoGebra, usando apenas
suas ferramentas. Assim, as informagdes de criagdo da hipérbole H, serdo
definidas pelos focos e pela constante 2a, que nesta construcao ¢ igual ao raio da
unica circunferéncia a ser construida.

Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta “Ponto” e, na janela de
visualiza¢do, marque os pontos A e B que serdo os focos da hipérbole. Com a
ferramenta “Circulo dados centro e um de seus pontos”, crie uma circunferéncia
de centro A e raio igual a 2a tal que 2a < d(4, B), ou seja, B deve estar na regido
exterior ao circulo cuja curva fronteira € a circunferéncia c.

Crie um ponto D (diferente do ponto usado na construgdo da circunferéncia
c) pertencente a circunferéncia ¢ e trace a reta AD. Usando a ferramenta
“Mediatriz”, crie a mediatriz g da reta que passa pelos pontos B e D (Figura 11)
Marque o ponto P, interseccdo entre a reta AD e a mediatriz g (caso a reta AD
ndo apareca intersectando g, desloque o ponto D sobre a circunferéncia ¢ para
que isso ocorra). Por fim, ao deslizar o ponto D sobre a circunferéncia c, o ponto
P sempre pertencera a hipérbole H, (Figura 12). Para visualizar a H, use a
ferramenta “Lugar Geométrico” e selecione os pontos P ¢ D.

Figura 11: Hipérbole H, passos iniciais Figura 12: Hipérbole #, concluida
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Para a demonstracao de que ¢ uma hipérbole, serdo incluidos a Figura 12
os segmentos BD e BP, e o ponto H de intersec¢do da mediatriz g com o
segmento BD que podem ser vistas na Figura 13.

g

FIGURA 13: Construcdo da hipérbole H,

Para a demonstragdo de que ¢ mesmo uma hipérbole, seguiremos a
definicdo de hipérbole, logo precisamos provar que |d(P,A) —d(P,B)|¢
sempre constante, para qualquer posi¢ao de D sobre a circunferéncia c.

Na Figura 13, observe o tridngulo ABDP. Por construcao, a reta g ¢ a
mediatriz do segmento BD, entdo o angulo PHB = PAD = 90° ¢ d(B,H) =
d(H, D). Como o segmento PH é um lado comum aos trisngulos APBH ¢ APHD,
usando a congruéncia de tridngulos, pelo caso LAL, concluimos que d(P, B) =
d(P,D). Logo, |AP — BP| = |AP — DP|, ou seja,

|AP — BP| = |AP — (DA + AP)| = |AP — DA — AP| = |-DA| = DA

Como DA é o raio da circunferéncia c, entio |AP — BP| = 2a, a qual é
constante para qualquer posicdo do ponto D sobre a circunferéncia ¢, obedecendo
a definicdo da hipérbole. Assim, o ponto P sempre pertencera a hipérbole #, de
focos A e B, onde |d(P,A) — d(P,B)| = 2a = d(A, D), na qual DA ¢ o raio da
circunferéncia c.

2.2.2 Algoritmo de construcio da hipérbole H;

Para a criacdo da hipérbole H3, precisaremos da constante 2a, distancia
dos vértices sobre o eixo focal, e o local de um dos focos da hipérbole.

T

y

FIGURA 14: Hipérbole H; passos iniciais
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Use a ferramenta “Circulo dados centro e raio” e trace a circunferéncia d
de raio a. Crie um ponto B na regido exterior ao circulo cuja curva fronteira ¢ a
circunferéncia d e um ponto C sobre a circunferéncia d, entdo trace o segmento
BC. Com a ferramenta “Reta perpendicular”, trace a reta r perpendicular a BC
que passa por C.

A reta r sempre sera tangente a hipérbole H3. Para visualizar a hipérbole,
use o botdo direito do mouse sobre a reta e habilite a ferramenta “Exibir rastro”,
deslocar o ponto C sobre a circunferéncia d fard com que a reta r descreva a
hipérbole de forma que ela sempre tangenciara Hs, sendo Hz a curva fronteira
da regido pintada de vermelho pelo rastro deixado pela reta 7, como mostra a
Figura 15.

FIGURA 15: Hipérbole H; concluida

Nosso objetivo agora € encontrar o ponto de tangéncia da reta r com a
hipérbole H;. Iremos adicionar retas, semirretas e pontos a construgdo atual,
relacionar com a hipérbole H, e assim provar que H3 também € uma hipérbole.

Da Figura 15, teremos que criar a reta AC, a mediatriz g do segmento BC
e marcar o ponto D de intersecc¢ao entre AC e g (Figura 16). Como demonstrado
em 2.2.1, o ponto D sempre pertencera a uma hipérbole #,, portando |d(D, B) —
d(D,A)| é uma constante que chamaremos de 2p, onde p € R. Agora para
encontrar o ponto de tangéncia que a reta r faz com a hipérbole H3;, basta tragar
a semirreta BD e marcar o ponto E de interseccao entre BDer (Figura 17).

FIGURA 16: Construcdo da hipérbole H3(A) FIGURA 17: Construgdo da hipérbole H;(B)
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Para descobrir a posi¢ao do outro foco, crie a reta AB e areta s paralela a
reta AC que passa por E. Marque o ponto F, intersec¢do das retas AB s (Figura
18). Para facilitar a compreensao da demonstragdo, ¢ suficiente observarmos os
dados da Figura 19.

FIGURA 18: Construcdo da hipérbole H; (C)

FIGURA 19: Construcdo da hipérbole H; (D)

Observe os tridngulos AEBF e ADBA. Por construcdo, a reta s e a reta AD
sao paralelas, e como a reta AB ¢ uma transversal que corta essas paralelas, os
angulos EFB e DAB sio angulos correspondentes, enquanto os angulos EBF e
DBA sio coincidentes. Concluimos, pelo caso AA, que os tridngulos AEBF e
ADBA sao semelhantes, logo:

EF EB FB
DA DB AB
sendo k a constante da razio de semelhanga. Como FB e AB ndo variam quando
o ponto C se desloca sobre a circunferéncia d, entdo a razdo k ndo mudara
independente da mudanga no tamanho dos outros segmentos logo:
EF EB

—=k=EF=k-DA ¢ —==k=EB=k-DB
DA DB

)

implicam

|EF —EB| = |k-DA—k-DB| = |k (DA — DB)|
Como |DA — DB| = 2p, entdo |EF — EB| = k - 2p. Assim, o ponto E sempre
pertencera a hipérbole H; de focos B e F, onde |d(F,E) —d(E,B)| = k - 2p,

k,p € R. Podemos afirmar que a hipérbole H; ¢ obtida a partir da hipérbole ,.
|
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2.3 Construindo as parabolas
Nos topicos a seguir serdo apresentados os algoritmos de criagdes das
parabolas e suas respectivas demonstragoes.

2.3.1 Algoritmo de construc¢io da parabola P,

A construgdo de P, tera como dados necessarios as posicdes da diretriz e
do foco de forma geométrica.

Use a ferramenta “Reta” e fixe os pontos A e B. Crie a reta AB que sera a
diretriz da pardbola e com a ferramenta “Ponto” crie um ponto C que ndo pertenca
a reta AB e um ponto D pertencente a AB. Depois, usando a ferramenta
“Mediatriz” crie a mediatriz g do segmento CD, e com a ferramenta
“Perpendicular” crie a reta h, perpendicular a AB que passa por D. Observe que
g ¢ h se intersectam, entdo marque o ponto P de intersec¢ao (Figura 20). Ao
deslocar o ponto D sobre a reta 4B, o ponto P pertencera a parabola P;. Para
visualizar a parabola, use a ferramenta “Lugar Geométrico” e selecione os pontos
P e D. Anime D e veja P se deslocar sobre a parabola (Figura 21).

9
g h

A D \ B A

FIGURA 20: Parabola P, passos iniciais FIGURA 21: Pardbola P, concluida

Para demonstrar que é uma parabola, vamos criar os segmentos CP e CD,
e o ponto H, intersec¢do de CD e g. Na Figura 22, observe os tridngulos APHD
e APHC. Por construcdo, a reta g é mediatriz de CD, logo d(D,H) = d(H,C).
Como o segmento PH ¢ comum aos tridngulos e PHC = PHD = 90°, pelo caso
LAL, os triangulos APHD e APHC sao congruentes. Assim, d(D,P) = d(P,C),
ou seja, o ponto P sempre pertencerd a parabola P; de diretriz AB ¢ foco C.

9 h

A D \ B

FIGURA 22: Construcao da parabola P;
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2.3.2 Algoritmo de constru¢ao da parabola P,

Essa construcdo sera de forma geométrica e algébrica, necessitando
posicionar a diretriz, o foco e o eixo focal da parabola. As demais construcdes
dependerao exclusivamente desses trés itens.

Na barra de ferramentas do GeoGebra, selecione a ferramenta “Reta” € na
janela de visualizagdo marque os pontos A e B para criar a reta f que serd a
diretriz da nossa parabola. Para criar o foco, selecione a ferramenta “Ponto” e
crie o ponto C ndo pertencente a diretriz f.

Novamente na barra de ferramentas, vd em “Reta Perpendicular” e
selecione o ponto C, em seguida a diretriz f para criar a reta g, que sera nossa
reta focal. Crie o ponto D sobre a reta g, porém deixe-a préximo ao foco C.
Usando a ferramenta “Reta Paralela”, selecione o ponto D e em seguida a diretriz
f para criarmos a reta h paralela a f, passando por D, como mostra a Figura 23.

O proximo passo € criarmos a circunferéncia ¢ tendo o ponto C como
centro, porém antes vamos determinar o raio de c. Para isso, na janela algébrica
crie uma variavel k que representara a distancia entre as retas f e h, entdo insira
o comando: k = Distancia(f, h).

Crie a circunferéncia ¢ usando a ferramenta “Circulo dado centro e raio”
tendo o foco C como centro e a variavel k como raio. Por fim, marque os pontos
P; e P, de intersec¢do da reta g com a circunferéncia c e, ao deslocar o ponto D
sobre a reta focal g, todas as posi¢des dos pontos P; e P, pertencerdo a parabola
P,.

Para visualizarmos a parabola, use a ferramenta “Lugar geométrico” e
selecione o ponto P; e o ponto D, repita o processo no ponto P, (Figura 24).
g g

[ ]
[ ]

FIGURA 23: Parabola P, passos iniciais FIGURA 24: Parabola P, concluida

Para provar que os pontos P; e P, vao sempre pertencer a P,, pela defini¢cdo
de parabola, devemos mostrar que: d(C,P;) = d(P,,f) e d(C,P,) = d(P,, f).
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Por construgdo, temos que P; e P, pertencem a reta h, logo a distancia
desses pontos a diretriz f ¢ a mesma distancia entre as retas f e h, assim
d(Py, f) = d(P,, f) = d(f, h). Por outro lado, temos que por defini¢do o raio da
circunferéncia ¢ ¢ k=d(f,h) e, como P; e P, também pertencem a
circunferéncia c por constru¢do, temos que d(C,P;) = d(C,P,) = k = d(f, h).
Portanto

d(Pllf) = d(PZIf) = d(f,h) = d(C,Pl) = d(C,Pz),
d(C,Py) = d(Py, f) e d(C,P;) = d(Py, f).

Assim, os pontos P; e P, sempre pertencerao a P, quando D se deslocar
sobre a reta focal g.

Consideracoes Finais

Apresentamos uma sequéncia de construgoes e demonstragdes das conicas
fazendo uso da tecnologia usando o software matematico GeoGebra, capaz de
proporcionar o desenvolvimento da habilidade dedutiva dos estudantes via
demonstragdes e beneficiar o ensino de matematica.

Com a impregnacao da tecnologia na vida social, ela deve ser aproveitada
como ferramenta motivadora nas aulas, sem detrimento do contetido original a
ser estudado, unindo-os tornando a aula mais dindmica, interativa e atraente.

Uma sugestao de abordagem em sala de aula seria o professor montar uma
sequéncia didatica, levando em consideracdo sua realidade escolar, seja no
Ensino Béasico ou no Ensino Superior. Tal sequéncia pode ser da seguinte forma:
apresentacao do software GeoGebra; defini¢ao formal de conicas; construgdes
das conicas usando as ferramentas de construcao direta do GeoGebra (“Elipse”,
“Hipérbole” e “Parabola”) e mostrando que tais constru¢des de fato satisfazem
as definigdes; construgdes e demonstracdes apresentadas nesse artigo; resolugdes
de questdes sobre as conicas.

Vale ressaltar que o ideal seria realizar essa sequéncia em um laboratorio
de informaética, mas caso nao seja possivel, o professor pode utilizar um projetor
para apresentacdo geral e ver estratégias para que os estudantes sejam
participantes ativos no processo. Inclusive, também € possivel baixar o GeoGebra
no smartphone ou solicitar para que instalem no computador e realizem
atividades.

Apesar das construgcdes de coOnicas parecerem complexas devido a
quantidade de objetos geométricos em excesso, ¢ possivel trabalhar nelas para
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que se tornem mais naturais. Dessa forma, além de incentivar a curiosidade do
estudante, o traz para uma realidade pouco conhecida na matematica, a pratica da
demonstragdo. Sendo assim, nosso intuito nesse trabalho ¢ de que o professor
possa proporcionar ao estudante a possibilidade do desenvolvimento de sua visao
geométrica bem como o seu raciocinio logico dedutivo.
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