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Investigando teoremas de geometria plana com o GeoGebra

Investigating plane geometry theorems with GeoGebra
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RESUMO

Motivados pela necessidade de constru¢ées com régua e compasso na demonstra¢do de teoremas geométricos,
apresentamos neste trabalho investiga¢ies de alguns teoremas geométricos abordados em cursos de geometria plana
na Licenciatura em Matemadtica e no Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - Profmat.
Investigamos, empregando o GeoGebra, um software gratuito de geometria dindmica, teoremas geométricos
selecionados pela abrangéncia de aplica¢des e que permitem a construg¢do de animagdes relevantes, sendo que as
animagdes geradas nos processos investigativos, assim como os roteiros que possibilitam a constru¢do das mesmas,
foram disponibilizados no site oficial do GeoGebra. Concluimos que as investigagoes com o GeoGebra aprimoram as
concepgdes envolvidas nas construgées com régua e compasso e sdo relevantes porque complementam/enriquecem as
provas formais dos teoremas analisados e, também, as referéncias bibliograficas basicas empregadas nas disciplinas
de geometria plana e construgoes geométricas do Curso de Licenciatura em Matemdtica e do Profmat.

Palavras-chave: teorema de Simson-Wallace; teorema de Steiner-Lehmus; investiga¢oes geométricas dindmicas.

ABSTRACT

Motivated by the necessity of constructions using ruler and compass in the demonstration of geometric theorems, we
present in this work investigations of some geometric theorems covered in plane geometry courses in Mathematics
Degree and in Professional Master in Mathematics in National Network - Profmat. We investigated using GeoGebra,
a free software of dynamic geometry, geometric theorems selected by the scope of applications and that allow the con-
struction of relevant animations, and the animations generated in the investigative processes, as well as the scripts that
enable their construction, were made available on the official GeoGebra website. We conclude that the investigations
with GeoGebra improve the conceptions involved in constructions with ruler and compass and are relevant because they
complement/enrich the formal proofs of the analyzed theorems and, also, the basic bibliographic references used in
courses of plane geometry and geometric constructions of Mathematics Degree and Profinat.

Keywords: Simson-Wallace theorem; Steiner-Lehmus theorem, geometric dynamic investigations.

Introducao

Geralmente, a prova formal de um teorema de geometria plana requer construgdes geométricas au-
xiliares, as quais sdo, algumas vezes, complexas (GREITZER; COXETER, 1967; LAGO, 2018; NETO,
2013; POSAMENTIER; SALKIND, 1996). Ao se usar régua e compasso para as construgdes auxiliares,
a construcao principal pode ficar “poluida” de forma a comprometer a compreensao das hipoteses e da
tese do teorema a ser demonstrado. No GeoGebra (GEOGEBRA, 2020), as construcdes auxiliares feitas
na Janela de Algebra podem ser omitidas na Janela de Visualizagio, deixando a construgio final “limpa”,
ou seja, livre de excessos que comprometam a comprovacao visual do teorema que esta sendo investigado.
A Figura 1 compara as construgdes necessarias a demonstracao do Teorema 1, conhecido como reciproco
de Simson-Wallace, com régua e compasso e no GeoGebra.
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Teorema 1. Em um triangulo ABC, se os pés das perpendiculares baixadas de um ponto P, ndo perten-
cente as retas suportes dos lados de ABC, aos trés lados de ABC sdo colineares, entdo o ponto P pertence
a circunferéncia circunscrita a ABC.

(a) (b)
FIGURA 1: Investigacdo do Teorema 1: (a) régua e compasso; (2) GeoGebra
FONTE: Os autores

O professor de matematica da Educacao Basica pode substituir provas formais, particularmente em
geometria, por provas sem palavras (proofs without words) (NELSEN, 1993; NOS; FERNANDES, 2018;
NOS; FERNANDES, 2019) ou por demonstragdes dindmicas (NOBRIGA, 2019). Para estas, o professor
pode empregar softwares de geometria dinamica, como, por exemplo, o aplicativo gratuito GeoGebra.
Para Amado, Sanchez e Pinto (2015):

Um dos aspectos que merece particular destaque no trabalho com o GeoGebra sao as
figuras que se obtém em contraposi¢do com as atividades geométricas apenas levadas a
cabo com lapis e papel. Facilmente se podem adivinhar as dificuldades de compreensao
que podem surgir quando os alunos tomam como referéncia um desenho e nao uma
figura. Um ambiente de geometria dindmica permite superar definitivamente essas
dificuldades. As figuras ou construgdes feitas em ambientes de geometria dinamica
comportam-se de acordo com as leis da geometria, isto ¢é, refletem todas as
consequéncias das propriedades que as definem (p. 646);

[...] é fundamental estimular os alunos para demonstra¢cdes mais formais, com carater
explicativo e incentiva-los a utilizar raciocinios dedutivos e a justificar o surgimento de
novos resultados na busca da compreensdo. Deste modo, podemos concluir que os
ambientes de geometria dindmica, como o GeoGebra, podem constituir um forte aliado
da demonstracdo [...] (AMADO, SANCHEZ E PINTO, 2015, p. 655).

Demonstra¢des dinamicas sdo também importantes no Ensino Superior, como no Curso de Licen-
ciatura em Matematica e também na Pos-Graduagdo, como no Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - Profmat, e as mesmas podem ocorrer tanto antes quanto depois da prova formal, eviden-
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ciando a importancia de cada uma das hipoteses na construgdo da tese. Quanto a Licenciatura em Mate-
matica, Zengin (2017) concluiu que o software GeoGebra ¢ uma ferramenta eficaz para melhorar as ati-
tudes dos candidatos a professor de matematica em relagdo a demonstracao de propriedades e teoremas.
Ja em relacdo a Pos-Graduagdo, onde se insere o Profmat, Oliveira e Gongalves (2019) realizaram um
mapeamento literario junto a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagcdes (BDTD), buscando por
obras catalogadas no periodo de 2010 a 2018 que abordassem o uso do GeoGebra em demonstracdes no
ensino de matematica. Nessa pesquisa, constataram um nimero muito pequeno de trabalhos na area de
educagdo que abordam o GeoGebra como ferramenta de demonstragdo em matematica.

Dessa forma, apresentamos neste trabalho algumas investigacdes dindmicas, efetuadas com o Geo-
Gebra, de teoremas geométricos abordados em disciplinas de geometria plana, tanto na Licenciatura em
Matematica quanto no Profmat. Os teoremas selecionados foram divididos em dois grupos: Simson-Wal-
lace e Steiner-Lehmus. As provas formais dos teoremas investigados estdo disponiveis em Lago (2018),
sendo que as animagdes provenientes dos processos investigativos, assim como o0s roteiros que possibili-
tam a construgdo das mesmas, foram disponibilizadas pelos autores no site oficial do GeoGebra:

https://www.geogebra.org/materials.

1. Simson-Wallace

1.1 Quadrilateros inscritiveis

Teorema 2. Um quadrildtero é inscritivel em uma circunferéncia se, e somente se, possui um par de
angulos opostos suplementares.

A Figura 2(a) ilustra uma construcao realizada no GeoGebra de um quadrilatero onde um dos vér-
tices ndo pertence a circunferéncia que passa pelos outros trés vértices. O GeoGebra permite que se mova
o vértice nao pertencente a circunferéncia e que se verifique a soma dos angulos opostos quando esse
vértice pertence (ou ndo pertence) a circunferéncia - Figura 2(b). A investigacao dinamica do Teorema 2
pode ser empregada pelo professor de matematica na Educacdo Basica. Disponibilizamos uma animagao
dessa investigacdao com roteiro descritivo na pagina oficial do GeoGebra, no enderego:

https://www.geogebra.org/m/u8eqt3ws.
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FIGURA 2: Investigacdo do Teorema 2 no GeoGebra: soma dos adngulos opostos de um quadrilatero quando um vértice
nao pertence (a) ou pertence (b) a circunferéncia que passa pelos outros trés vértices.
FONTE: Nos e Lago (2020)
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1.2 Triangulo pedal e a reta de Simson-Wallace

Definimos, inicialmente, o tridngulo pedal e a reta de Simson-Wallace, e depois investigamos o
Teorema 3, denominado Teorema de Simson-Wallace, assim como algumas propriedades da reta de Sim-
son-Wallace.

Defini¢ao 1. Sejam ABC um triangulo qualquer, P um
ponto ndo pertencente as retas suportes dos lados de
ABC, e D, E e F os pés das perpendiculares baixadas de
P sobre as retas suportes dos lados ﬁ, AC e E, res-
pectivamente. O tridngulo de vértices D, E e F € o trian-
gulo pedal de P em relagdao a ABC.

B ¢C D
FIGURA 3: Triangulo pedal DEF do tridngulo ABC
FONTE: Os autores

A Figura 3 ilustra o tridngulo pedal segundo a Definicao 1. Se D, E e F sdo colineares, o triangulo
pedal ¢ degenerado e a reta que passa por esses trés pontos € denominada reta de Simson Wallace (de polo
P em relagdo ao triangulo ABC), em homenagem aos matemadticos escoceses Robert Simson (1687-1768)
e William Wallace (1768-1843).

Teorema 3. Sejam um tridngulo ABC e um ponto P ndo situado sobre as retas suportes dos lados de
ABC. Se o ponto P pertence a circunferéncia que circunscreve o triangulo ABC, entdo o triangulo pedal
de P em relagdo a ABC é degenerado.

A Figura 4(a) ilustra a construgao do triangulo pedal de um ponto P em relagdo a um tridangulo ABC.
O GeoGebra permite que se mova o ponto P e se observe quando o triangulo pedal ¢ degenerado e, con-
sequentemente, a determinacdo da reta de Simson-Wallace - Figura 4(b). O roteiro das construgdes do
triangulo pedal e da reta de Simson-Wallace, bem como uma animacao dinamica dessa construcdo, foram
disponibilizadas pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/t33pgmf3
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FIGURA 4: Investigacdo do Teorema 3 no GeoGebra: (a) construgdo do tridngulo pedal; (b) a reta de Simson-Wallace
FONTE: Os autores
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1.3. Propriedades da reta de Simson-Wallace

1.3.1 Ortocentro do triangulo inscrito

Defini¢ao 2. Ortocentro ¢ o ponto onde se intersectam as trés alturas de um triangulo, isto ¢, as perpendi-
culares tracadas de cada vértice do tridngulo aos lados opostos ou aos seus prolongamentos.

Teorema 4. Se H ¢ o ortocentro de um triangulo ABC e P é um ponto da circunferéncia circunscrita a
ABC, entdo o ponto médio M do segmento PH pertence a reta de Simson-Wallace do triangulo ABC com
polo em P.

O GeoGebra permite que se mova o polo P da reta de Simson-Wallace sobre a circunferéncia que
circunscreve o tridngulo ABC e se observe o segmento PH e seu ponto médio M, onde H ¢ o ortocentro
de ABC. A Figura 5 ilustra essa construcao, cujo roteiro € a animacao gerada por ele foram disponibili-
zadas pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/f8peud3e
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FIGURA 5: Investigagdo do Teorema 4 no GeoGebra: o ponto médio de um segmento ¢ a reta de Simson-Wallace
FONTE: Os autores

1.3.2 Angulo entre duas retas de Simson-Wallace

Teorema 5. Se P e J sdo dois pontos pertencentes a circunferéncia circunscrita a um triangulo ABC, com
A pertencente ao menor arco PJ, entdo o dngulo entre as retas de Simson- Wallace que possuem os pontos
P e J, como polos, é congruente ao angulo inscrito PBJ do menor arco PJ.

A Figura 6(a) ilustra a construg@o de duas retas de Simson-Wallace. O GeoGebra possibilita que se
observe a congruéncia entre o angulo de duas retas de Simson-Wallace e o angulo inscrito no menor arco
determinado pelos polos dessas retas — Figura6(b). O roteiro dessa investigagdo dindmica e a animagao
gerada pelo roteiro foram disponibilizadas pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no enderego:

https://www.geogebra.org/m/g2xg9bhh
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FIGURA 6: Investigacdo do Teorema 5 no GeoGebra: (a) construgdo das retas de Simson-Wallace com polos em P e J;
(b) angulo entre as retas de Simson-Wallace com polos em P e J.

FONTE: Os autores

Corolario 1. Duas retas de Simson-Wallace para um determinado tridngulo sdo perpendiculares se, e
somente se, seus polos estdo em extremidades opostas de um didmetro da circunferéncia circunscrita ao
triangulo.

A Figura 7 ilustra a constru¢do de duas retas de Simson-Wallace perpendiculares. No GeoGebra,
podemos mover os polos P e J, colocando-os em posi¢des diametralmente opostas e verificando, dessa
forma, a condicao de perpendicularidade das duas retas de Simson-Wallace. Disponibilizamos uma ani-
macgao dessa investigagao com roteiro descritivo na pagina oficial do GeoGebra, no enderego:

https://www.geogebra.org/m/u8cdwwjm.
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FIGURA 7: Investigacdo do Corolario 1 no GeoGebra: construcdo das retas de Simson-Wallace com polos diametral-
mente opostos.
FONTE: Os autores
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1.3.3 A reta de Steiner

Definicdo 3. Um ponto P’ € simétrico do ponto P em relacdo a
reta r se r ¢ a mediatriz de PP’. A Figura 8 ilustra a simetria de
um ponto em relagdo a uma reta.

P
FIGURA 8: Reflexdo de um ponto em torno de uma reta: P’ simétrico a P em relagdo ar

FONTE: Os autores

Teorema 6. Os pontos simétricos de um ponto P, pertencente a circunferéncia circunscrita a um triangulo
ABC, em relagdo as retas suportes dos lados de ABC, sdo colineares e pertencem a reta de Steiner, pa-
ralela a reta de Simson-Wallace com polo em P.

A Figura 9 ilustra a construcao da reta de Steiner no GeoGebra. No aplicativo, o ponto P pode ser
movido, juntamente, com os pontos simétricos de P em relagdo as retas suportes dos lados do tridngulo
ABC, observando-se o paralelismo entre as retas de Simson-Wallace e de Steiner. Uma animagao dessa
investigagdo, assim como o roteiro que da origem a mesma, foram disponibilizadas pelos autores na pa-
gina oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/wbpegzar.
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FIGURA 9: Investigacdo do Teorema 6 no GeoGebra: as retas paralelas s de Simson-Wallace e ¢ de Steiner

FONTE: Os autores

1.4. Aplicacoes da reta de Simson-Wallace
1.4.1 A desigualdade de Ptolomeu

Teorema 7. Se ABCD é um quadrilatero de diagonais AC e BD, entiio
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AC.BD <AB.CD + AD.BC, (1)

ocorrendo a igualdade, somente se o quadrildtero ABCD estiver inscrito em uma circunferéncia.

As Figuras 10(a) e 10(b) ilustram, respectivamente, a igualdade e a desigualdade expressas na rela-
¢do (1). No GeoGebra, ao movermos o ponto D, observamos o que ocorre com a relagdo (1) quando D
pertence ou ndo a circunferéncia que circunscreve o triangulo ABC. Uma animagao da investigacdo da
desigualdade de Ptolomeu, com roteiro descritivo, foi disponibilizada pelos autores na pagina oficial do
GeoGebra, no enderego:

https://www.geogebra.org/m/yf7ttpnh.
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Ponto
® A={494,7.58)
® B ={4.07, 4.31)
® C=({11.02, 3.44)
® D ={10.08, 7.94)
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I, = 5.48

m, =535
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0=546

o, =814
u=546
v=g14
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||~ Ponta

® A= (616, 8.58)
® B=(6.14,3.12)

Entrada:

Enfrada:

(a)

FIGURA 10: Investigacdo do Teorema 7 no GeoGebra: (a) a igualdade de Ptolomeu e a reta de Simson-Wallace; (b) a
desigualdade de Ptolomeu e o tridngulo pedal.

FONTE: Os autores

1.4.2 A circunferéncia de nove pontos

Teorema 8. Em um tridngulo ABC, os pés das alturas, os pontos médios dos lados e os pontos médios
dos segmentos que tém por extremidades os vértices e o ortocentro de ABC, pertencem a uma mesma
circunferéncia, denominada circunferéncia de nove pontos.

A Figura 11 ilustra, no GeoGebra, a constru¢do da circunferéncia de nove pontos relativa ao tri-
angulo ABC, onde D, E ¢ F sdo os pés das alturas, M, M e M s@o os pontos médios dos lados, P, Q e R
s30 os pontos médios dos segmentos AH, BH e CH, respectivamente, ¢ H é o ortocentro de ABC. A
circunferéncia de nove pontos também ¢ denominada circunferéncia de Feuerbach, em homenagem ao
gedmetra alemao Karl Wilhelm von Feuerbach (1800-1834). O roteiro descritivo da construgdo da cir-
cunferéncia de nove pontos e uma animacao relativa a variacdo de um angulo interno foram disponibili-
zadas pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/fe3ap95d.
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® A= (1068, 17.90
® B=(7.28 11.27)
® C=(16.94, 1.2
® D = [10.67, 11.21-
® E = (3,66, 15.96]
E,=(13.12, 18.0
® F = (11.91, 16.9¢
F, = (13.1,9.01)
G =(16.72, 16.9
® H=(10.68, 15.4¢
H, =(11.81, 108
® M, = (898, 14,67
8 M, = (1481, 145
® M, = (1311, 11
® P = (10.68, 16.7'
® Q=(8.98, 13.36
® Ro=(14.81, 13.3
Feta
F: 8,260+ 6.72y -
" ;

Entrada:

FIGURA 11: Investigagdo do Teorema 8 no GeoGebra: a circunferéncia de nove pontos
FONTE: Os autores

Teorema 9. Se ABC é um triangulo e os pontos P e Q sdo as extremidades de um diametro da circunfe-
réncia circunscrita a ABC, entdo as retas s e w de Simson-Wallace do triangulo ABC com polos em P e
O, respectivamente, intersectam-se na circunferéncia de nove pontos do triangulo ABC.

Na Figura 12, ao movermos no GeoGebra os pontos P e Q, mantendo-os diametralmente opostos,
observamos o ponto W, intersec¢ao das retas de Simson-Wallace com polos em P e Q, percorrer a circun-
feréncia de nove pontos do tridangulo ABC. Uma animagao da investigacao das retas perpendiculares de
Simson-Wallace, com roteiro descritivo, foi disponibilizada pelos autores na pagina oficial do GeoGebra,
no endereco:

https://www.geogebra.org/m/fkbrtgsa.

3 Chraieringa e nove pontos Jetzs peensiaens ggh ="
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W ovav|d

1 -2.22% + 5,25y
Segmento
®a=1229
® b=1117
®c=75
el =1727
®]=1394
® k=871
® =738
& m=10.99
Texto
® toxtol = “w"
® textoZ = 57
Trianguio et
® poll =41.23
Angulo
® a=90°
® g=9r°
o y =907
5=00°
£=270° . _
e 7=90°

Enfrada;
FIGURA 12: Investigagdo do Teorema 9 no GeoGebra: intersec¢do W das retas perpendiculares s e w de Simson-Wallace
na circunferéncia de nove pontos A

FONTE: Os autores
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Lema 1. Se a é uma circunferéncia de raio 2R e centro em O, X é um ponto de o e P é um ponto interior
a o, entdo o lugar geométrico dos pontos M que sdo pontos médios dos segmentos PX, quando X percorre
0, é uma circunferéncia f de raio R e centro em N, ponto médio de OP.

Podemos observar no GeoGebra a trajetoria percorrida pelo ponto M quando movemos o ponto X
sobre a circunferéncia centrada em O de raio 2R. A Figura 13 ilustra essa construgdo, cujo roteiro e a
animacao gerada pelo mesmo foram disponibilizadas pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no
enderego:

https://www.geogebra.org/m/bwuxpyzv.

© Wgngeomencooa " E B in '’ e il
Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
—
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®d:(x-4T9F + |
Fonto
A= [4.79, 3.97)
B =(-3.21, 2.32)
€ ={12.73,1.75
D = {5.15, 5.25)
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F = (6.28, 1.986)
F, = {5.15, 5.25)
G =174, 12.68
H={12.7,13.4¢
I={-14.96, 14.5
J = (9.61, -3.35)
K = {179, 12.76
L= (-11.02, 127
® M= (2,14, 6.95)
M, = (1.81, 12.0¢
® N =(4.79, 3.97)
N, = (4.79, 3.97)
® O=(4.75,1.92)

Entrada;

FIGURA 13: Investigagdo do Lema 1 no GeoGebra: lugar geométrico dos pontos médios M do segmento PX, onde X é
um ponto da circunferéncia o € P é um ponto interior a o

FONTE: Os autores

Os Teoremas 10 e 11 sdo decorrentes do Lema 1.

Teorema 10. A circunferéncia de nove pontos de um triangulo ABC é o lugar geométrico dos pontos
médios M dos segmentos HX, onde H é o ortocentro de ABC e X é um ponto qualquer da circunferéncia
circunscrita a ABC.

Teorema 11. A4 medida do raio da circunferéncia de nove pontos de um triangulo ABC é igual a metade
da medida do raio da circunferéncia que circunscreve ABC.

No GeoGebra, movendo o ponto X pertencente a circunferéncia que circunscreve o triangulo ABC,
observamos o lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos HX, sendo H o ortocentro do tridngulo
ABC, como ilustra a Figura 14. Uma animag¢ao dessa investigacao, assim como o roteiro que dé origem a
mesma, foram disponibilizadas pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/a3dbrimn.
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Jana Figura 15, podemos comparar o raio da circunferéncia de nove pontos de um tridngulo ABC
com o raio da circunferéncia circunscrita a ABC. O roteiro descritivo dessa construgdo e a animacgao
gerada pelo mesmo foram disponibilizadas pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/ct3v8bju.
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Panta
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® B=(837, 107
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® E = (9.31, 13.48)
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F,=(14.38, 7.73]
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® H={10.56, 13.0¢
H, =(11.88,3.75
® M=(12.32,9.59
® M, =(0.72, 1467
& M, = (1585, 14.1
® M, ={14.6,10.13
M, ={12.71,12.9.

e |

FIGURA 14: Investigagio do Teorema 10 no GeoGebra: lugar geométrico dos pontos médios M do segmento HX, onde
H ¢ o ortocentro do tridngulo ABC e X ¢ um ponto da circunferéncia que circunscreve ABC.

FONTE: Os autores
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® F=(13.59, 16.3)
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#||~ Janela de Visualizagio
ACw

FIGURA 15: Investigacdo do Teorema 11 no GeoGebra: relagdo entre os raios da circunferéncia de nove pontos do

triangulo ABC e da circunferéncia circunscrita a ABC.

FONTE: Os autores

1.4.3 Envelope das retas de Simson-Wallace

Definimos, primeiramente, uma curva hipocicloide para, em seguida, investigar o deltdide de Stei-

ner.
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Definicdo 4. A curva gerada por um ponto da circunferéncia (geratriz) que rola sem deslizar dentro de
uma outra circunferéncia (diretriz) ¢ denominada hipocicloide.

O deltoide de Steiner ¢ uma curva hipocicldéide (YOKOYAMA, 2002). No GeoGebra, movendo o
ponto P sobre a circunferéncia que circunscreve um tridngulo ABC e selecionando o rastro, determinamos
todas as retas de Simson-Wallace com polo em P, ou seja, o envelope das retas de Simson- Wallace. Esse
envelope define o deltéide de Steiner, como ilustra a Figura 16. Uma animagao da investigacao do enve-
lope das retas de Simson-Wallace, com roteiro descritivo, foi disponibilizada pelos autores na pagina
oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/eujaegzk.
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e=4iz
=781

Entrada:

FIGURA 16: Deltoide de Steiner e o envelope das retas de Simson-Wallace no GeoGebra.
FONTE: Os autores

2. Steiner-Lehmus

Teorema 12. Se ABC é um tridngulo qualquer, de base BC e bissetrizes internas BE e CD tais que BE
= CD, entdo o triangulo ABC é isosceles.

A Figura 17(a) ilustra a construgdo das bissetrizes de dois angulos internos de um tridangulo ABC
qualquer. O GeoGebra possibilita que se verifique a medida das bissetrizes e dos lados e, dessa forma, se
o tridngulo construido ¢ isdsceles ou nao - Figura 17(b).

- b e e e
Arqua Ecitar Exibe CpBes Ferramentss Janela Ajuca

+ Janela de Visuslizacio

i
distineianB = K84

| rew
| orosminsymos
| #5036 posy=s2

® E= (107,636
Reta

odske08ay =0 |
g 045000y =4
| sogments

Eraga
| is

@ | (b)

FIGURA 17: Investigacdo do Teorema 12 no GeoGebra: (a) construgdo das bissetrizes de um tridngulo qualquer; (b)
medida das bissetrizes e dos lados de um triangulo is6sceles ABC.

FONTE: Nos e Lago (2020)
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A investigacdo dinamica do Teorema 12 pode ser empregada pelo professor de matematica na
Educacao Basica. O roteiro dessa investigacdo e uma animagao gerada pelo mesmo foram disponibiliza-
das pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/j2zn42d6.

Ha varias estratégias para se provar, formalmente, o Teorema 12 (GARDNER, 2013; LAGO, 2018).
O GeoGebra pode ser empregado para investigar essas diferentes formas de demonstragdo, bem como
para investigar a demonstra¢do da forma completa do teorema de Steiner-Lehmus (HAJJA, 2001), assim
denominado em homenagem ao matematico suico Jacob Steiner (1796-1863) e ao matematico alemao
Daniel Christian Ludolph Lehmus (1780-1863).

Teorema 13 (Steiner-Lehmus completo). Se ABC é um triangulo qualquer, com dngulos internos A, B
e C, entdo:

i) as bissetrizes internas de B e de C sdo congruentes se, e somente se, AB = AC;
ii) as bissetrizes externas de B e de C sdo congruentes se, e somente se, AB = AC ou
o (4 B ¢
sen“ (=) =sen|=)sen(=);
2 2 2
iii) a bissetriz externa de B e a bissetriz interna de C sdo congruentes se, e somente se,

cos? (2) = sen (%) cos (£)

Assim, dado um triangulo ABC de vértices com coordenadas B(0, 0), C(1, 0) e A(x, y), o lugar
geométrico dos pontos A do plano, tais que um par de bissetrizes de ABC, uma de B e outra de C, internas
e/ou externas, sdo congruentes ¢ dado pela unido da curva

16x'ty — 88x1%y + 82x°y3 + 192x°%y — 369x%y3 — 204x8y + 168x7y° + 656x7y3 +
+96x7y — 588x°%y> — 574x%y3 + 172x5y” + 808x°y> + 226x°y3 — 16x°y — 430x*y” +
—550x*y5 + 9x*y3 + 4x*y + 88x3y° + 416x3y7 + 164x3y° — 40x3y3 — 132x%y° +
—194x%y7 + 10x%y° + 10x2y3 + 18xy'! + 72xy° + 34xy” — 24xy> + 2xy3 — 9yl +

—14y° + y7 + 6y° —y3=0

com o eixo Ox (tridngulo degenerado) e com x = 1/2 , mediatriz do segmento BC (MONTES; RECIO,
2014; NOS; LAGO, 2019). A Figura 18, construida no GeoGebra, ilustra esse lugar geométrico, repre-
sentativo do Teorema 13. Uma animagao da investigagao desse lugar geométrico, com roteiro descritivo,
foi disponibilizada pelos autores na pagina oficial do GeoGebra, no endereco:

https://www.geogebra.org/m/xs3dgdm6.
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FIGURA 18: Investigacdo do Teorema 13 no GeoGebra: lugar geometrlco dos pontos A do plano, tais que o tridngulo
ABC, com B(0, 0) e C(1, 0), tem duas bissetrizes, uma de B e outra de C, congruentes.

FONTE: Os autores
Consideracoes finais

Fundamentados em estudos sobre o uso de aplicativos de geometria dindmica como ferramenta de
demonstragdo em matematica (AMADO; SANCHEZ; PINTO, 2015; MOD, 2016; NOBRIGA, 2019;
OLIVEIRA; GONCALVES, 2019; ZENGIN, 2017), apresentamos neste trabalho investigagdes de teore-
mas de geometria plana efetuadas com o software GeoGebra. Na lista de teoremas que selecionamos para
investigar, ha teoremas geométricos elementares, abordados na Educagdo Basica, assim como teoremas
avangados, abordados no Ensino Superior e na Pés-Graduagdo. A relevancia do trabalho ¢é evidenciada
quando se compara as provas formais dos teoremas (LAGO, 2018) com as investigagdes, sendo que estas
aprimoram as construgdes com régua e compasso € também enriquecem as referéncias empregadas nas
disciplinas de geometria plana e/ou construgdes geométricas da Licenciatura em Matematica e do Profmat.
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