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RESUMO

O jogo Multiplos y Divisores desenvolvido por Ceferino e que consta do repositorio do GeoGebra.org apresenta
algumas inconsisténcias, em particular sobre a quantidade maxima de niimeros em sequéncia que podem ser retirados,
de acordo com as regras propostas. A determinagdo da referida quantidade foi um dos aspectos geradores do presente
trabalho, que se enquadra na descri¢do de uma pesquisa qualitativa de cariz exploratorio e que engloba dois tipos de
procedimentos: a vertente bibliogrdfica e a experimental. No decorrer da pesquisa algumas caracteristicas dessas
sequéncias sdo mostradas e, a partir delas, sdo formuladas algumas perguntas, cujas respostas serdo obtidas por
abordagens complementares: numérica e combinatoria. O recurso a meios computacionais associados a Teoria dos
Grafos foi fundamental para a obtengdo de alguns resultados que sdo aqui apresentados. A corre¢do das
inconsisténcias de programagdo presentes no applet levou a construg¢do de um novo jogo, mais elaborado do que a
proposta original.

Palavras-chave: GeoGebra; jogo, multiplos; divisores; grafos.

ABSTRACT

The game Multiplos y Divisores developed by Ceferino and available in the GeoGebra.org repository presents some
inconsistencies, particularly about the maximum amount of numbers in sequence that can be removed, according to the
proposed rules. Determining this quantity was one of the aspects that generated this work, which fits the description of
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a qualitative exploratory research that includes two types of procedures: the bibliographic and the experimental.
During the research some characteristics of these sequences are shown, and, from them, some questions are
formulated, whose answers Will be obtained by complementary approaches: numerical and combinatorial. The use of
computational resources associated with Graph Theory was fundamental to obtain some results that are presented
here. The correction of the programming inconsistencies presents in the applet led to the construction of a new one,
more elaborate than the original proposal.

Keywords: GeoGebra, game; multiples, divisors; graphs.

Introducao

O tratamento de um mesmo assunto recorrendo a processos diferentes ¢ uma das chaves de
aprendizagem daqueles que estudam matematica. Segundo Jo Boaler, a quarta chave de aprendizagem
consiste no seguinte: “As rotas neurais e a aprendizagem sdo otimizadas quando as ideias sdo
consideradas com uma abordagem multidimensional” (BOALER, 2020, p.79). Por isso, o
estabelecimento de conexdes entre os diversos temas/areas da Matematica tem se tornado uma
ferramenta cada vez mais utilizada em praticas ligadas ao seu ensino e suas aplicagdes, afinal, sendo
dinamica, ela permite sua inser¢cdo em diferentes perspectivas.

Ha evidéncias cientificas que mostram que ao estabelecer conexdes entre os diversos conceitos
matematicos e usando diversos meios além dos numeros (palavras, imagens, modelos, algoritmos,
jogos, tabelas e graficos), as rotas neurais se fortalecem, ou seja, "(...) quando aprendemos usando dois
ou mais desses meios e as diferentes areas cerebrais responsaveis por eles se comunicam, a experiéncia
de aprendizagem ¢ maximizada" (BOALER, 2020, p. 81), e, por isso, tais praticas devem estar presentes
no nosso cotidiano, o que também vai ao encontro do preconizado nos documentos oficiais.

O critério central ¢ o da contextualizagdo e da interdisciplinaridade, ou seja, é o
potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre
diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda a relevancia cultural do tema,

tanto no que diz respeito as suas aplicagdes dentro ou fora da Matematica, como a sua
importancia histérica no desenvolvimento da propria ciéncia. (BRASIL, 2000, p.43)

Aliado a contextualizacdo e a interdisciplinaridade ¢ inevitavel inserir o ensino investigativo, que
quase sempre parte de uma situacdo problema. Partindo dessa situacdo o aluno se transforma num
elemento ativo no processo de aprendizagem construindo seu conhecimento numa sequéncia que,
desencadeando raciocinios por vezes ndo tao triviais, agrega ao processo de resolucdo do problema o
surgimento de outros conceitos matematicos. Isto posto, a escola deve proporcionar uma reflexdo e um
entendimento da realidade que cerca o aluno, tendo presente, também, que "considerando o
conhecimento em uma abordagem multidimensional, nossos cérebros sdo fortalecidos e a aprendizagem
¢ maximizada"(BOALER, 2020, p.82)

A necessidade de desenvolver nos alunos a capacidade de investigagdo esta proposta em
documentos oficiais que direcionam a Educacdo brasileira, como por exemplo os Parametros
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Curriculares Nacionais (PCN) de Matematica para os anos finais do Ensino Fundamental. Nele esta
explicito que o aluno deve
Identificar os conhecimentos matematicos como meios para compreender e transformar
o mundo a sua volta e perceber o carater de jogo intelectual, caracteristico da
Matematica, como aspecto que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de

investigacdo ¢ o desenvolvimento da capacidade para resolver problemas. (BRASIL,
1998, p.47)

E nesse ambiente investigativo que se pode encontrar um terreno fértil para a introdugdao de
conceitos matematicos que, indo contra as tendéncias atuais de curriculo em matematica, ndo sdo
estudados nem no Ensino Fundamental (EF) nem no Ensino Médio (EM), mas que se encaixam
perfeitamente na modelagem de determinados tipos de situagdo problema.

As tarefas de investigacdo sdo classificadas como um tipo especifico de problema que
parte de enunciados menos estruturados, que permite a formulagdo de diversos tipos de
questdes e possibilita a realizagdo de exploracdes em diferentes dire¢des. Nesse tipo de
atividade, o interesse principal reside nas ideias matematicas e nas suas relagdes e o

aluno assume o papel de protagonista de sua aprendizagem, pois cabe a ele definir
quais questdes investigar e quais caminhos percorrer. (VIEIRA E ALEVATTO, 2012,

p.10)

Um exemplo disso € o recurso a teoria dos grafos que se mostra uma ferramenta eficaz para
resolver problemas que surgem em outros contextos, como o que serd apresentado no decorrer deste
artigo.

O estudo dos grafos abre caminho para transpor barreiras criadas pelos alunos sobre algumas
crencas ainda enraizadas, sendo a principal delas a ndo aplicabilidade dos conceitos matematicos em
situacdes problema. Diversos trabalhos presentes na literatura fazem referéncia a utilizagdo dos grafos
na Educacgdo Basica, abrangendo os mais diferentes temas. Atividades que fazem uso dos Grafos podem
ser vistas em: (BALTAZAR e PEREIRA, 2018), (CARDOSO, 2017), (MULLER e BAIER, 2021),
além de tantos outros presentes na literatura.

Os grafos sdo estruturas que estudam as relagdes entre objetos de um conjunto € ndo sao
exploradas no cotidiano escolar brasileiro, contudo trata-se de uma ferramenta poderosa que modela e
soluciona diversas situagdes problema, ndo s6 na matematica, como em diversas outras areas.

Desta forma, o presente trabalho reforca a importancia da insercdo da Teoria dos Grafos no
contexto da Educagdo Basica, como uma ferramenta poderosa na resolugdo de problemas de otimizagado
combinatoria de uma forma agradavel e contextualizada. Na Teoria dos Grafos, em muitos casos, se faz
necessario a utilizagdo de recursos computacionais, para tomar determinadas decisdes ou até mesmo
testar todos os casos possiveis, situagdes pouco viaveis de se fazer sem esse recurso quando se estudam
grafos com grande numero de vértices. Um exemplo desta situacdo ¢ o Teorema das Quatro Cores, que
foi o primeiro teorema importante a ser provado usando um computador (SWART, 1980). Destarte,
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neste trabalho, foi utilizado o SageMath® (SM) para auxiliar na obtengdo de caminhos entre vértices do
grafo.

Além do SM, o GeoGebra (ggb)® foi um outro software livre que esteve na génese deste trabalho.
Nele, foi utilizado o applet que consiste no jogo "Multiplos y Divisores™’, construido por Ceferino, e
que serviu de base para a elaboracdo deste artigo. A utilizacdo de um jogo como ponto de partida,
permite a construgdo de ideias que conduzem ao desenvolvimento de diversos processos algoritmicos.
Dessa forma, Tarouco et. al. (2004) esclarece que, “(...) 0s jogos podem ser ferramentas eficientes, pois
eles divertem enquanto motivam, facilitam o aprendizado e aumentam a capacidade de retencdao do que
¢ ensinado, exercitando as fungdes mentais e intelectuais do jogador.”

Vale destacar que alguns “bugs” foram encontrados no applet original proposto. A indicagdo de
uma cota superior que se mostrou incorreta ao ser por nds ultrapassada e a impossibilidade de clicar
num numero e retornar para algum dos seus divisores foram questdes relatadas ao autor através de
diversos e-mails. Por falta de retorno, e atendendo a natureza e complexidade do problema encontrado, a
pesquisa do valor da referida cota superior foi efetuada pelos presentes pesquisadores. Optou-se,
também, por refazer o jogo corrigindo os problemas detectados.

Assim, o objetivo principal do presente trabalho ¢ apresentar os procedimentos efetuados pra
encontrar 0 comprimento maximo das sequéncias a serem retiradas durante a execugdo do jogo. E, em
também, apresentar uma versao do jogo com um novo layout (https://www.geogebra.org/m/mzhfukcv).
No novo applet, que sera apresentado na secdo seguinte, consta a opcdo de realizar o jogo com
diferentes niveis, ou seja, com 16 numeros (4x4), 25 nameros (5x5), 36 nimeros (6x6) ou 49 nlimeros
(7x7), contemplando, assim, niveis graduais de dificuldade. Além disso, optou-se por ndo divulgar, a
priori, a maior quantidade possivel de nimeros a serem retirados em cada nivel. Com isso se pretende
tornar o jogo mais instigante, pois o jogador vai sendo informado de que ainda ndo atingiu o maximo,
no entanto, ele desconhece qual ¢ esse mesmo valor. O jogo ainda registra e transcreve a sequéncia de
numeros clicados pelo usuario a medida que estes sdo retirados e, caso o usudario perceba que nao tomou
o melhor caminho, para a retirada dos niimeros, podera reiniciar o jogo a qualquer momento.

Estamos perante uma pesquisa qualitativa de cariz exploratorio que engloba dois tipos de
procedimentos: a vertente bibliografica e a experimental. Esta pesquisa seguiu as etapas tradicionais
descritas na literatura ao percorrer “um caminho que ¢ constituido de trés momentos intimamente
relacionados e que, muitas vezes, sobrepdem-se: planejamento, execugdo e comunicacdo dos
resultados.” (ZANELLA, 2013, p.45)

Na secdo seguinte, ¢ feita a descri¢do do jogo, contextualizando a problematica por ele originada.
Para responder aos questionamentos levantados, sdo apresentadas nas se¢des 3 e 4, respectivamente,
abordagens numéricas e combinatorias. E, a finalizar, algumas consideracdes sao tecidas.

5 https://www.sagemath.org/pt/ tltimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.

6 https://www.geogebra.org/about?lang=pt-PT ltimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.

7 https://www.geogebra.org/m/Y fXZjNaU tltimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.
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2. O jogo “Multiplos e divisores”

Com o isolamento social decorrente da pandemia, testemunhou-se que muitas instituicdes de
ensino se viram obrigadas a inserir atividades remotas no quotidiano escolar. A vivéncia dessa situagao
inusitada teve como consequéncia nao s6 a busca por tarefas/atividades que pudessem instigar e
despertar a pratica investigativa nos alunos, como também que trouxessem o ludico e a aplicagdo de
conceitos matematicos para dentro dos ambientes virtuais de aprendizagem, afinal basta observarmos
nossas ocupagdes diarias e verificar a quantidade de praticas ludicas e matematicas nos envolvendo a
todo instante. Como consequéncia do momento vivido, diversas atividades diferenciadas foram criadas e
pesquisadas de forma a se encaixar no planejamento de cada instituigao.

E notério que os jogos digitais invadiram o quotidiano dos nossos alunos, despertando um
interesse impar, possuindo diferentes aspectos e finalidades além de diversas propostas de
entretenimento. Segundo Menezes (2003, p. 3), os jogos digitais normalmente possuem desafios a serem
vencidos através de um conjunto de regras e situacdes dindmicas que vado sendo apresentadas ao
jogador. Sendo assim, o ato de jogar ¢ exercido de maneira voluntaria e, inevitavelmente, proporciona
um ambiente ludico além de permitir que o usuario possa aprender e brincar como se fizesse parte do
proprio jogo.

Assim sendo, durante o planejamento do ano letivo de 2020 a equipe responsavel pelo sexto ano
do ensino fundamental de uma escola publica do Rio de Janeiro, selecionou no portal GeoGebra.org o
jogo “Multiplos y Divisores” como atividade a ser integrada como um recurso didatico para auxiliar na
aprendizagem e consolidacdo dos objetos de conhecimento, e a ser executada pelos alunos durante esse
ano letivo.

O jogo original, elaborado em espanhol, foi desenvolvido como um applet por Ceferino A. Nele ¢
apresentada uma tabela com os inteiros de 1 a 36 dispostos em seis linhas e seis colunas. O objetivo do
jogo consiste em retirar a maior quantidade possivel de nimeros com a condi¢cao de que cada nimero
extraido seja multiplo ou divisor do retirado anteriormente. Dessa forma, para iniciar o jogo, deve
selecionar-se um numero qualquer. Apds a seleg¢do, o segundo numero escolhido deve ser um divisor ou
multiplo desse primeiro e cada nimero escolhido ndo podera ser mais utilizado. O terceiro nimero deve
ser divisor ou multiplo do segundo e assim sucessivamente. Essa relacdo do nimero seguinte com o seu
predecessor deve ser mantida até que ndo mais seja possivel continuar com a sequéncia.

Este jogo é uma versdo reduzida de “Factors and Multiples Game®” que se encontra no portal
Nrich’? da Faculdade de Matematica da Universidade de Cambrigde, UK, atividade que também se pode
encontrar no site da AIMING HIGH Teacher Network '° e que resulta do problema'' proposto por Itay

8 https://nrich.maths.org/factorsandmultiples ultimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.

% https://nrich.maths.org/ ultimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.

10 https://aiminghigh.aimssec.ac.za/factors-and-multiples-game/ ultimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.

T hitps://fivethirtyeight.com/features/pick-a-number-any-number/ Gltimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.
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Bavly, no blog FiveThirtyEigth em 28 de julho de 2017 e cuja solugdo'? se pode encontrar numa nota de
autor desconhecido.

Como se pode observar, o jogo em si possui uma ideia bem simples e possivel de ser executada
em sala de aula. Ao abrir o applet, da versao proposta por Ceferino, encontra-se a informacao de que ¢
possivel extrair até 26 niimeros, ficando implicita a informagdo de que este seria 0 nimero maximo de
nameros a serem retirados.

Durante o processo de solucdo da atividade, com esse applet, ao desenvolver exemplos para
apresentar aos respectivos alunos, foram encontradas pelos pesquisadores sequéncias com mais de 26
elementos, pondo em causa a informagao que consta no applet e dando origem a algumas reflexdes:

o Sera possivel encontrar uma sequéncia usando a relag¢do descrita com os 36 numeros?

e (Caso ndo seja possivel extrair todos os numeros, qual serd o maior numero de termos dessa
sequéncia?

e Quantas sequéncias de comprimento maximo existem?

Responder a esses questionamentos foi também um dos elementos motivadores para a pesquisa
que originou este artigo. Perante eles, algumas estratégias foram pensadas a fim de obter, o valor
maximo de elementos em uma sequéncia que satisfizesse as regras do jogo. E, consequentemente, foram
elaboradas duas abordagens com o objetivo de lhes dar resposta. As abordagens utilizadas foram:
abordagem numérica e abordagem combinatoria.

Paralelamente a esta reflexdo, foram efetuadas as alteragdes necessarias de forma a resolver os
sucessivos problemas encontrados no applet do jogo. Assim, o “novo” applet do jogo, com as devidas
corregoes em relacdo ao elaborado por Ceferino, segue o mesmo raciocinio € o seu layout pode ser
observado na Figura 1.

JOGO DOS MULTIPLOS E DIVISORES JOGO DOS MULTIPLOS E DIVISORES
JOGO DOS MULTIPLOS E DIVISORES JOGO DOS MULTIPLOS E DIVISORES
O objetivo do jogo & remover a malor quantidade possivel de nimeros, clicando neles, GUANTIDADE: 4
com a Unica condicdo de que o nUMero a ser clicaco sefa multiplo ou divisor do nimero
clicado anteriormente. 1l 2 3|45 6 SEQUENCIA: 36-18-9.27 -
Escoiha a dimensao que deseja jogar: 7 8 % 10 1 1 12
4x4 - 16 nimeras

13|14|15/16[17| x
19(20|21|22| 23|24
25|26| = |28|29/30]
31{32|33|34|35| x
(a) (b)
FIGURA 1: Imagem da tela inicial do novo jogo
FONTE: Os autores

S5x5 | -25nomeros

6x6 | -36nomeros

Tx7 | -48nimeros

RECOMEGAR

2https://theorie.ikp.physik.tu-darmstadt.de/qcd/numchain.pdf Gltimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.
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3. Abordagem numérica

A primeira abordagem do problema foi de natureza numérica. Antes de passar a sua explanagao,
vamos definir os principais conceitos envolvidos.

Os primeiros conceitos importantes e necessarios sao o de multiplo e, complementarmente, o de
divisor de um niimero. Segundo Aires (2015, p. 35) “O numero natural a divide o nimero natural b se, e
somente se, existe pelo menos um numero natural q tal que a - ¢ = b. Neste caso, se diz ainda que a ¢
divisor de b, b é multiplo de a e que b é divisivel por a”.

Outra nogao importante, que esta presente no problema ¢ o de numero primo. Segundo o site
Mathworld Wolfram, um niimero primo'® é “um inteiro positivo p > 1 que ndo possui outros divisores
inteiros positivos além de 1 e do proprio p”. Em outras palavras, um numero primo p possui exatamente
dois divisores inteiros positivos e distintos: 1 e p.

Por outro lado, ainda de acordo com Mathworld Wolfram “um numero ¢ dito semiprimo'?,
também chamado 2-quasi primo, biprimo ou pg-niimero, se ¢ um numero composto que ¢ produto de
dois nimeros primos (possivelmente iguais)".

Uma vez apresentados os conceitos necessarios, passamos a descricao das estratégias utilizadas:

e Aj) Buscar equilibrio quantitativo ao longo das escolhas dos nimeros que sdo maiores ou
menores do que 18, ja que os primeiros ndo possuem nenhum multiplo no conjunto;

e A») Escolher o numero 1 somente antes ou apds um niimero primo;

e A3) Observar se ¢ possivel inserir nimeros em uma sequéncia finalizada;

e Ay) Pensar em termos de subsequéncias inseridas na sequéncia principal e mové-las;
A primeira sequéncia obtida com mais de 26 ntimeros foi a seguinte:
34,17,1,22,11, 33, 3,21, 7,14, 28, 4, 20, 5, 15, 30, 10, 2, 32, 16, 8, 24, 12, 6, 36, 9, 27.

Ao exibir esta sequéncia, com 27 elementos, a cota superior estabelecida por Ceferino A. foi posta
em causa abrindo precedente para a colocagdo de questionamentos, alguns ja propostos anteriormente.

Note-se que ao escrever a sequéncia anterior houve a preocupagdo de usar os maiores niimeros
primos que possuem multiplos inferiores a 36, mas procurando ter presente o equilibrio entre as
quantidades de numeros usados inferiores a 18 e superiores a 18, respectivamente, como referido na
estratégia (A1). Além disso, logo no inicio, ao escolhermos o nimero 17, usamos a estratégia (Az).

Usando como base esta sequéncia e mantendo a ordem dos seus nove termos iniciais,
introduzindo dois novos nimeros construiu-se a primeira sequéncia de 29 elementos (S29) representada a
seguir:

34,17,1,22,11,33,3,21, 7,35, 5, 15, 30, 10, 20, 2, 14, 28, 4, 32, 16, 8, 24, 12, 6, 36, 18, 9, 27.

13 https://mathworld.wolfram.com/PrimeNumber.html ultimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.
14 https://mathworld.wolfram.com/Semiprime.html ultimo acesso em 10 de fevereiro de 2022.
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Esta sequéncia resulta das seguintes alteracdes: acrescentou-se o numero 35 apds o 7 e, em
seguida foi inserida a subsequéncia 5, 15, 30, 10; a subsequéncia 14, 28, 4 foi colocada entre 0 2 e 0 32
(A4) e acrescentou-se o 18 entre 0 36 € 0 9 (A3).

Paralelamente as estratégias de abordagens numéricas citadas anteriormente, iniciaram-se analises
quantitativas de nimeros primos € semiprimos.

Verifica-se que ha 11 niumeros primos menores que 36, a saber: 2, 3,5, 7, 11, 13,17, 19,23,29 ¢
31. Destes, os maiores que 18, merecem especial aten¢do, uma vez que ndo possuem multiplos de 1 a 36
e, consequentemente, s6 dois deles poderdo ser usados simultaneamente.

Tendo em atencdo este fato, estamos em condi¢cdes de responder negativamente a primeira
pergunta colocada, sobre as possibilidades de usar todos os 36 numeros numa mesma sequéncia.
Vejamos o que ocorre ao incluir estes quatro niumeros numa sequéncia. Como estes nimeros apenas
possuem o 1 como possivel divisor e ndo possuem multiplos, terdo que iniciar ou terminar a sequéncia.

Caso I: usando dois dos nimeros 19, 23, 29 ¢ 31.

Escolhe-se um destes numeros primos para iniciar uma sequéncia. O segundo elemento sera
necessariamente 1 e na terceira posi¢do ter-se-a um dos elementos restantes. Ha 12 possibilidades.

Ao proceder desta forma, sdo obtidos blocos de 3 elementos que ndo ¢ possivel acrescentar de
nenhum outro numero inferior a 36, nem alocar em nenhuma sequéncia que ja exista. Deste modo, estas
12 sequéncias terdo exatamente trés elementos e exatamente dois desses primos.

Caso II: usando apenas um dos numeros 19, 23, 29 ¢ 31.

Escolhendo um dos quatro nimeros para primeiro elemento da sequéncia, o segundo sera
necessariamente 1 e o terceiro elemento sera diferente de 19, 23, 29 ou 31.

Nao sera possivel colocar, a partir do 4° termo da sequéncia, um dos trés primos que sobraram,
uma vez que cada um deles ndo possui multiplo menor ou igual a 36 e o seu Unico divisor proprio, o 1,
ja foi listado. Do que foi visto podemos concluir que a sequéncia tera no maximo 33 elementos.

Paralelamente, procurando dar resposta a segunda questdo, na procura do niimero méaximo de 33
elementos da sequéncia, fez-se a analise da quantidade de primos e semiprimos de 1 a 36. Verificou-se
uma quantidade fixa desses tipos de numeros ausentes em outros exemplos da sequéncia de 29 termos.
Os semiprimos maiores que 18: 21, 22, 25, 26, 33, 34 e 35 ndo t€ém multiplos inferiores a 36 e tém
apenas 1 ou 2 divisores proprios diferentes de 1. Assim, a sua colocagdo na sequéncia requer especial
atencao.

Observou-se, que na sequéncia de 29 termos: 13, 26, 2, 22, 11, 33, 3, 21, 7, 14, 28, 4, 32, 16, 8§,
24,12, 36, 9,18, 6, 30,15, 5, 20, 10, 1, 34, 17 ndo fazem parte quatro primos e dois semiprimos, além do
27, que em termos do nimero de multiplos e divisores tem o comportamento dos semi-primos maiores
do que 18. Enquanto que na sequéncia (Sx9), listada anteriormente, ndo havia cinco primos e dois
semiprimos. Esse resultado, obtido manualmente a partir da inclusdo de mais um primo na suposta
maior sequéncia, nos fez intuir que poderiamos ainda encontrar uma sequéncia de 30 termos ou mais.
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Repare-se que na sequéncia anterior, a estratégia A2 nao foi respeitada, no entanto, ela permanece
valida, ao se efetuar a troca do 34 com o 17.

Com esta abordagem, ndo se obtiveram novos resultados que possibilitassem responder as
perguntas (2) e (3). Assim, partiu-se para outra abordagem que sera apresentada na se¢do seguinte.

4. Abordagem combinatoria

A modelagem na resolucdo de problemas tem um papel essencial em todos os niveis de ensino de
Matematica. Neste sentido, a utilizagdo de diferentes vieses ao olhar determinado problema pode
originar que mude completamente o enfoque da solugdo. O que ¢ enriquecedor, ndo so para o professor,
como também para os alunos envolvidos.

Diante disto, se pode notar que o problema proposto pelo jogo pode ser inserido numa abordagem
combinatoria, ou seja, pode ser modelado e resolvido utilizando a Teoria dos Grafos. O estudo de
combinatoria na Educagdo Basica tem um foco principal voltado para a contagem, por conseguinte, o
recurso a combinatoria de existéncia e/ou otimizagdo ndo é muito usual.

Comecaremos por apresentar alguns conceitos bdasicos sobre grafos necessarios para o
entendimento do trabalho, presentes em (MERRIS, 2001) que ¢ também sugerido para maiores
aprofundamentos sobre a Teoria dos Grafos.

Um grafo G ¢ uma estrutura formada por um conjunto ndo vazio de vértices (ou nos) € um
conjunto de pares de elementos do conjunto de vértices, chamados de arestas. Como notacdo, para o
conjunto de vértices serd usado V(G) ou apenas V e para o conjunto de arestas sera usado E(G) ou
apenas E. Assim, o grafo G é denotado usualmente por G = (V,E).

.
/ / \\\ ~ -
/ — /
/ e
/ 7
a '_'Z'_:-:___ f; \ ,f/
\\ /7
N f/_./
f
FIGURA 2: Grafo com 6 vértices € 11 arestas
FONTE: Os autores

Na Figura 2, se pode observar um grafo com 6 vértices e 11 arestas. Nele, temos o conjunto V =
{a,b,c,d, e} e o conjunto E = {ab, ac, ae,af, be, bd, cd, ce,cf,de,ef} . As arestas de um grafo podem
ter vértice inicial e final distintos, ou ndo. Neste ultimo caso dizemos que tal aresta ¢ um lago, como se
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pode ver no vértice ¢ do exemplo (a) da Figura 3. As arestas podem ter orientagdo ou ndo. As arestas do
grafo (a) ndo sdo orientadas, enquanto no grafo (b), a cada aresta ¢ associada uma orientacao.

(a) (b)
FIGURA 3: Exemplo de grafos com lago, arestas paralelas e orientago
FONTE: Os autores

r

Um grafo ¢ chamado de simples quando ndo possui lagos ou arestas paralelas e um grafo ¢
chamado de ponderado quando suas arestas possuem alguma valoragio'®. Neste artigo iremos trabalhar
somente com grafos simples, ndo ponderados e nio orientados que, a partir daqui, denominaremos
apenas de grafos.

Um passeio de tamanho k em um grafo G ¢ uma sequéncia finita de k + 1 vértices, vy, vq, ...,
Vk—1, Vg, tal que, para todo 1 < i <k, a aresta v(;_;)v; pertence a E. Ji4 uma cadeia ou trilha ¢ um
passeio sem repeti¢ao de arestas e um caminho ¢ uma cadeia sem repeti¢do de vértices.

Seja P o conjunto de todos os caminhos possiveis contidos no grafo ¢G. Um caminho C de P ¢
maximal se nenhum outro caminho de G contém C propriamente. Um caminho C em P serd maximo se
o numero de arestas de C for maior ou igual ao nimero de arestas de D, para todo D em P. Note que
todo caminho maximo é maximal, mas nem todo caminho maximal € maximo.

Para modelar o problema colocado vamos recorrer a um grafo G (Figura 4) que satisfaz as
seguintes condigdes: os vertices sdo os numeros de 1 a 36 e dois vertices v; € v; sdo conectados por uma
aresta se v; ¢ multiplo de v; ou se v; € divisor de v;.

15 £ importante ressaltar que um grafo nio ponderado pode ser visto como um grafo ponderado cuja valoragdo de todas as suas arestas ¢ igual
al.

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v. 12, n. 1, p. 090-106, 2023 - ISSN 2237-9657




100

FIGURA 4: Modelagem do jogo pelo grafo G
FONTE: Os autores

Relembrando, o objetivo do jogo consiste em retirar a maior quantidade possivel de nimeros com
a condicdo de que cada numero extraido seja multiplo ou divisor do retirado anteriormente, o que
corresponde a encontrar um caminho maximal entre dois vértices quaisquer do grafo e, a partir de todos
os caminhos maximais, obter o caminho maximo.

Assim, e partindo da existéncia de caminhos com pelo menos 29 vértices, interessava saber se
estes caminhos eram maximos ou se existiria algum caminho com mais vértices. E, em caso afirmativo,
se esse caminho seria unico. Nao sendo unico, interessa saber se possuem os mesmos vértices inicial e
final?

Para responder aos questionamentos levantados, usou-se o SM para determinar todos os maiores
caminhos entre todos os pares de vértices do grafo G. Verificou-se que além de caminhos com 29
vértices, que sabemos existir, € possivel encontrar caminhos com 30 vértices, sendo este o numero
maximo encontrado.

Através de testes computacionais realizados, foi verificado que, dado um caminho maximo,
fixando apenas os vértices inicial e final, havia varios caminhos com exatamente os mesmos vértices, €
que resultavam de permutagdes de alguns dos vértices que ndo o inicial e o final. A quantidade de pares
de vértices inicial e final que dao origem a caminhos méaximos de comprimento maior ou igual a 25 ¢
apresentada na Figura 5.
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310 -

considerando apenas os vértices inicial e final.
s
un
=)

coB8E88388

Quantidade de caminhos maximos com n vértices,

26 27 28 29 30
Nimero de vértices do caminho maximo

FIGURA 5: Quantidade de pares de vértices inicial e final dos maiores caminhos do grafo G
FONTE: Os autores

Tendo presente que um caminho de comprimento k tem k + 1 vértices, ¢ possivel confirmar que
o caminho maximo tem comprimento 29, envolvendo 30 vértices e € possivel encontrar 27 pares,
distintos, que possuem pelo menos um caminho maximo entre eles.

Os 27 pares de vértices inicial e final que possuem pelo menos um caminho de comprimento 29
estdo exibidos na Tabela 1.

Tabela 1: Exemplo de caminhos com 30 vértices, para cada par de vértices inicial e final

Caminhos maximos obtidos do grafo G

13,26,2,34,17,1,22,11, 33, 3,27,9, 18, 36, 12, 6, 24, 8, 32, 16, 4, 20, 10, 30, 15, 5, 35, 7, 28, 14

13,26,2,34,17,1,22,11, 33,3,27,9, 18, 36, 12, 6, 24, 8, 16, 32, 4, 28, 14, 7, 35, 5, 20, 10, 30, 15

13,26, 1, 14, 28, 7, 35, 5, 15, 30, 10, 20, 4, 32, 16, 8, 24, 12, 6, 18, 36, 9, 27, 3,33, 11, 22, 2, 34, 17

13,26,2,34,17,1,22,11, 33,3,27,9, 18, 36, 12, 6, 24, 8, 32, 16, 4, 28, 14, 7, 35, 5, 15, 30, 10, 20

13,26,1,17, 34, 2,28, 14,7, 35, 5, 15, 30, 10, 20, 4, 16, 32, 8, 24, 12, 6, 18, 36, 9, 27, 3,33, 11, 22

13,26,1,17,34,2,22,11, 33, 3, 15, 30, 10, 20, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 16, 32, 8, 24, 12, 36, 6, 18, 9, 27

13,26,2,34,17,1,22,11, 33, 3,27,9, 36, 18, 6, 12, 24, 8, 16, 32, 4, 20, 10, 30, 15, 5, 35, 7, 14, 28
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13,26, 2, 14, 28, 7, 35, 5, 15, 30, 10, 20, 4, 16, 32, 8, 24, 12, 6, 18, 36, 9, 27, 3,33, 11, 22,1, 17, 34

14, 28,7, 35, 5, 15, 30, 10, 20, 4, 32, 16, 8, 24, 12, 6, 18, 36, 9, 27, 3, 33, 11, 22, 2, 26, 13, 1, 34, 17

14, 28,7, 35, 5, 15, 30, 10, 20, 4, 32, 16, 8, 24, 12, 6, 18, 36, 9, 27, 3,33, 11, 22,2, 34,17, 1, 13, 26

14, 28,7, 35, 5, 15, 30, 10, 20, 4, 32, 16, 8, 24, 6, 12, 36, 18, 9, 27, 3,33, 11, 22, 2, 26, 13,1, 17, 34

15, 30, 10, 20, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 16, 32, 8, 24, 12, 36, 6, 18, 9, 27, 3, 33, 11, 22, 2, 26, 13, 1, 34, 17

15, 30, 10, 20, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 16, 32, 8, 24, 12, 6, 18, 36, 9, 27, 3,33, 11, 22, 2,34, 17, 1, 13, 26

15, 30, 10, 20, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 32, 16, 8, 24, 6, 12, 36, 18, 9, 27, 3,33, 11, 22, 2, 26, 13, 1, 17, 34

17,34,1,13,26,2,22,11,33,3,27,9, 18, 36, 12, 6, 24, §, 32, 16, 4, 28, 14, 7, 35, 5, 15, 30, 10, 20

17,34,2,26,13,1,27,9, 18, 36, 12, 6, 24, &, 16, 32, 4, 28, 14, 7, 35, 5, 20, 10, 30, 15, 3, 33, 11, 22

17,34,2,22,11, 33, 3, 15, 30, 10, 20, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 16, 32, 8, 24, 6, 12, 36, 18,9, 27, 1, 13, 26

17, 34,2,26,13,1,22,11, 33, 3, 15, 30, 10, 20, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 16, 32, §, 24, 12, 36, 6, 18, 9, 27

17,34, 1, 13, 26, 2,22, 11, 33, 3, 27,9, 18, 6, 36, 12, 24, §, 16, 32, 4, 20, 10, 30, 15, 5, 35, 7, 14, 28

20, 10, 30, 15, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 32, 16, 8, 24, 12, 6, 18,36, 9, 27, 3, 33, 11, 22, 2,34, 17, 1, 13, 26

20, 10, 30, 15, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 32, 16, 8, 24, 12, 6, 18, 36, 9, 27, 3, 33, 11, 22, 2, 26, 13, 1, 17, 34

22,11,33,3,27,9, 18, 6, 36, 12, 24, 8, 32, 16, 4, 20, 10, 30, 15, 5, 35,7, 28, 14, 2,34, 17, 1, 13, 26

22,11,33,3,27,9, 18, 6, 36, 12, 24, 8, 16, 32, 4, 28, 14, 7, 35, 5, 15, 30, 10, 20, 2, 26, 13, 1, 17, 34

26,13,1,17,34,2,22,11, 33, 3, 15, 30, 10, 20, 5, 35, 7, 14, 28, 4, 32, 16, 8, 24, 12, 6, 18, 36, 9, 27

26,13,1,17,34,2,22,11,33,3,27,9, 18, 6, 36, 12, 24, 8§, 16, 32, 4, 20, 10, 30, 15, 5, 35, 7, 14, 28

27,9,36,18, 6,12, 24,8, 32, 16, 4, 28, 14, 7, 35, 5, 20, 10, 30, 15, 3, 33, 11, 22, 2, 26, 13, 1, 17, 34

28,14,7, 35,5, 15, 30, 10, 20, 4, 16, 32, 8, 24, 6, 12, 36, 18, 9, 27, 3, 33, 11, 22, 2, 26, 13, 1, 17, 34

FONTE: Os autores

A seguir, Figura 6, temos algumas imagens de caminhos maximos construidas no SM.
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FIGURA 6: Quatro caminhos maximos
FONTE: Os autores

Exibir todos o0s caminhos de comprimento 29 pode ser extremamente custoso
computacionalmente. Observe a Tabela 2, nela € exibida a quantidade de caminhos de comprimento
maximo apenas para os caminhos que se iniciam no vértice 13.

Tabela 2: Total de caminhos maximos distintos de G tendo o vértice 13 como vértice inicial

Pares de vértices

(inicial, final) (13,14) | (13,15) | (13,17) | (13,20) | (13,22) | (13,27) | (13,28) | (13,34)

Quantidade de

caminhos distintos 16 16 128 16 64 16 16 64

FONTE: Os autores
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Conclusao

E notorio que a utilizagdo dos jogos educacionais tornou-se uma realidade cada vez mais presente
no cotidiano escolar. Isso deve-se ao fato de que, além de prenderem a atencdo do aluno, o auxiliam na
criagdo, familiarizagdo de conceitos e constru¢do de conhecimento. Além disso, também instigam e
aprimoram o raciocinio investigativo.

Consequentemente, as atividades que utilizam jogos tornam-se um instrumento de relevancia
impar no processo de aprendizagem. Afinal, a dimensao ludica do jogo permite, de forma dinamica, o
desenvolvimento dos mais diversos aspectos relacionados as mais diferentes areas do conhecimento.
Grando considera que

0 jogo, em seu aspecto pedagodgico, se apresenta produtivo ao professor que busca nele
um aspecto instrumental e, portanto, facilitador na aprendizagem de estruturas
matematicas, muitas vezes de dificil assimilacdo, e também produtivo ao aluno, que
desenvolveria sua capacidade de pensar, refletir, analisar, compreender conceitos

matematicos, levantar hipoteses, testa-las e avalid-las (investigacdo matematica), com
autonomia e cooperagdo. (GRANDO, 2000, p. 28)

Por outro lado, a necessidade de diversificagdo para uma melhor experiéncia educacional se faz
cada vez mais presente no mundo digital em que vivemos. Perante a quantidade enorme de recursos a
nossa disposi¢ao ¢ importante reforgar a necessidade de ter um olhar critico sobre eles. Assim, para uma
educacdo desafiadora e dinamica, se deve fomentar que nossos alunos desenvolvam ao méaximo suas
potencialidades, seu espirito critico e sua criatividade.

Neste sentido, 0 uso da computacdo, preferencialmente por meio de softwares livres, como o
GeoGebra, possibilita que resultados sejam alcangados sem que se recorra a matematica que
tradicionalmente ¢ abordada na educagdo basica. Por outro lado, favorece o levantamento de
questionamentos e de conjecturas e estimula a continuidade do estudo da Matematica.

Existéncia, unicidade, prova matemadtica e custo computacional permeiam o tema e as abordagens
utilizadas nesse artigo. Aspectos que quando tratadas em linguagem acessivel, estimulam e
proporcionam uma aprendizagem significativa dos estudantes, com ideias relevantes e profundas que,
eventualmente, ndo sdo contempladas na educacao basica.

Trazer o estudo sobre grafos para a sala de aula oferece uma excelente oportunidade de explorar
questdes diversas, dentre elas: as tecnologicas, as de otimizagdo e as que envolvem planejamento
estratégico. Tais questdes podem ser debatidas com um enfoque heuristico, oportunizando ao aluno
estabelecer cogitagdes e analises, suscitar questionamentos e tomadas de decisdo, além da descoberta
dos resultados em si.

Ao longo do estudo para a elaboragdo do artigo foi possivel dar respostas as interrogacoes
colocadas. Mostrou-se que, além das sequéncias com 26 numeros como sugerido por Ceferino, também
¢ possivel encontrar exemplos de caminhos “intermediarios” com 27, 28 e 29 vértices, finalizando com
as sequéncias de comprimento maximo, constituidas por 30 nimeros. E interessante destacar que
nenhum dos caminhos maximos com 30 vértices inclui os primos maiores do que 18 (e, claro, menores
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que 36). Observou-se, também, que existem muitas sequéncias com 30 nimeros € que o custo
computacional para dizer o numero exato dessas sequéncias ¢ muito elevado.

Para corrigir alguns pequenos erros presentes no jogo original, houve a necessidade de reconstrui-
lo. Atendendo a que uma das estratégias para resolver problemas consiste na redugdo dos mesmos para
niveis menos complexos, optou-se pela ampliagdo do jogo, incluindo quatro niveis, sendo o primeiro,
com 16 nimeros — acessivel a alunos dos primeiros anos do Ensino Fundamental — e o ultimo nivel,
com 49 nimeros, mais complexo.
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