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RESUMO

Neste artigo apresentamos um conjunto de applets concebidos para subsidiar o livro de fra¢oes
para o Ensino Fundamental I produzido pelo projeto Um Livro  Aberto
(https://bit.ly/3HLGi6V). Procuraremos destacar como estes recursos digitais construidos com
o GeoGebra complementam e potencializam as diferentes estratégias pedagogicas
tradicionalmente sugeridas para o ensino de fragoes.
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ABSTRACT

In this article we present a set of applets designed to support the Book of Fractions for
Elementary School. produced by the Open Book project (https.//bit.ly/3HLGi6V). We will
seek to highlight how these digital resources built with GeoGebra complement and enhance the
different pedagogical strategies traditionally suggested for teaching fractions.
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O Projeto: Um Livro Aberto

O projeto Um Livro Aberto (https:/bit.ly/3HLGi6V), promovido pelo IMPA
e pela OBMEP, ¢ um esfor¢o de professores de matematica e de estatistica do
ensino superior ¢ da educagdo basica que visa desenvolver, de maneira
colaborativa, livros didaticos de matematica com exceléncia académica ¢ licenga
aberta (RANGEL e SIMAS, 2021), garantindo a todo publico interessado a livre
reproducao, distribui¢do, modificagdes e derivagdes dos materiais produzidos.

O projeto teve inicio em 2016 com uma etapa piloto, que deu origem ao livro
“Fragoes no Ensino Fundamental — Volume I” (RIPOLL et al., 2019), que foi
publicado em 2020. Este primeiro volume foi organizado pelos autores como uma
proposta para “ser aplicada diretamente em sala de aula, como material didatico
destinado aos anos intermediarios do ensino fundamental (do 4° ao 7° ano)” e
“amparar a formagdo e o desenvolvimento profissional do professor que ensina
matematica na educagdo basica”. O texto retne as reflexdes e as discussdes dos
autores, amparadas por evidéncias cientificas sobre o tema e pela analise de livros
didaticos de diversos paises (RIPOLL et al., 2019).

A decisdao de escolher o topico de fragdes para a etapa piloto se deve ao
desafio que o tema traz em si e, também, devido a sua importancia no contexto
escolar:

Existe uma correlagdo positiva forte (r > 0.80) entre o
conhecimento de fragcdes e o desempenho como um todo em
matematica no Ensino Médio. De fato, o conhecimento de
fracdo no quinto ano prediz como sera o desempenho futuro em
matematica do aluno melhor do que pardmetros como testes de
QI, proficiéncia em leitura, capacidade de memoria, renda e
educagdo familiares e o conhecimento prévio dos numeros
naturais. (SIEGLER et al., 2013).

Um elemento diferenciado do material, caracteristica marcante do projeto
Um Livro Aberto, ¢ o didlogo com o professor.

No inicio de cada ligdo, h&d uma introdugdo dirigida
especificamente ao professor que apresenta os objetivos da
licdo, uma discussdo dos aspectos matematicos que serdo
tratados, as dificuldades esperadas e algumas observacdes sobre
0s passos cognitivos envolvidos. Nesta proposta, a “conversa”
com o professor ¢ permanente. Em cada atividade sdo realizadas
discussdes sobre o0s objetivos a serem alcancados,
recomendagdes, sugestdes metodologicas para sua execugdo e,
quando pertinente, uma discussdo sobre algum desdobramento
do assunto tratado. (RIPOLL et al., 2019).
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Planejado com o objetivo de dar mais énfase e atengdo a construgdo de
fragcdes como novas quantidades numéricas, o livro explora o assunto a partir de
atividades que visam a elaboragdo conceitual do tema, conduzindo os alunos a
desenvolverem o raciocinio matematico amparados por reflexdo e por discussao,
sem a costumeira pressa didatica de apresentar os algoritmos de suas operagdes.
Somas e subtragdes de fracdes, por exemplo, sdo discutidas apenas na quinta e
ultima licdo deste volume. Ja as operacdes de multiplicacdo e divisdo de fragdes
foram deixadas para serem abordadas em um segundo volume da obra. Interessa-
nos para a producdo deste artigo apenas o contexto das quatro licdes iniciais,
justamente aquelas que sdo pouco valorizadas no cenario didatico usual.

Fracoes e registros de representacao

O topico de ensino e aprendizagem de fragdes ja tem sido bem discutido nas
varias comunidades cientificas: por exemplo, no contexto da Teoria das
representacdes semidticas, Duval faz uma analise do desenvolvimento cognitivo e
estabelece que as dificuldades de aprendizagem dos nimeros racionais estdo
relacionadas a trés fenomenos interligados: (i) “existéncia de diversos registros de
representacdo semiotica’: o registro simbolico-numérico (fracionario e decimal) -
ou algébrico; o figural ou o pictorico (representacdo de partes de grandezas
discretas ou continuas); e o registro na lingua natural; (ii) “diferenciagdo entre o
objeto representado e seus registros de representagao semiotica”; (iii) “coordenagdo
entre diferentes registros de representacao semiotica” (apud CAMARGO IGLIORI
& MARANHAO, 2003). Assim, dado o papel fundamental que desempenham os
registros de representagdo semidtica no ensino e na aprendizagem de fragdes e os
recursos de representacdo e articulacdo de registros que o GeoGebra oferece, a
equipe de elaboragdo j& tinha consciéncia do grande potencial do GeoGebra na
constru¢do de materiais instrucionais para acompanhar o texto.

Nao ¢ nosso objetivo fazer aqui uma revisdo da literatura sobre o estado da
arte de ensino e aprendizagem de fragdes. Mas cabe destacar que os trés fenomenos
destacados no paragrafo anterior foram considerados na concep¢do e organizagao
das atividades do Livro de Fracdes no Ensino Fundamental — Volume 1 (RIPOLL
et al., 2019). Para o leitor interessado recomendamos, dentre outras, as seguintes
referéncias: (ZERO, OLIVEIRA, PAULO D’ALESSANDRO NETO, 2021) e
(MAIA, 2022)

Observamos que o uso de diferentes registros de representacdo no livro de
fragdes do Projeto Um Livro Aberto viabiliza:

I. Uma compreensio multifacetada: As fracdes sdo um conceito
abstrato que pode ser representado de vdarias maneiras, como
numeros, partes de um todo, pontos em retas numéricas, diagramas
de setores, diagramas de barras, entre outros. Os diferentes registros
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de representagdo semidtica permitem que os alunos desenvolvam
uma compreensdo mais ampla e multifacetada das fracdes,
facilitando a conex@o entre os aspectos conceituais e visuais.

2. O acesso a diferentes estilos de aprendizagem: Os alunos tém
diferentes estilos de aprendizagem, e alguns podem se beneficiar
mais de determinados registros de representacdo do que de outros.
Ao utilizar uma variedade de registros, como simbolos, diagramas,
graficos ou modelos concretos, os educadores podem atender as
necessidades individuais dos alunos e fornecer multiplas formas de
compreensao.

3. Um apoio a construcdo de significado: Os registros de
representacdo semiotica ajudam os alunos a construirem significados
e fazerem conexdes entre conceitos matematicos. Ao trabalhar com
diferentes representacdes de fracdes, os alunos sdo desafiados a
relacionar os simbolos matemdaticos com suas experiéncias e a
conectar o conhecimento matematico com situagdes do mundo real.

4. O desenvolvimento de fluéncia: O uso de diferentes registros de
representacao ajuda os alunos a desenvolver fluéncia na manipulagao
de fracdes. Ao praticar a interpretacdo e criacdo de diferentes
representacoes, eles fortalecem suas habilidades de raciocinio
matematico e melhoram sua capacidade de resolver problemas
envolvendo fragoes.

5. A visualizacdo e a comparacdo de fracées: Os registros visuais,
como diagramas ou modelos concretos, permitem que os alunos
visualizem e comparem fragdes de maneira mais tangivel. Isso ajuda
a construir uma base solida para a compreensdo das relagdes entre as
fragdes e as operacdes envolvendo essas quantidades.

6. A transicio para conceitos avancados: O uso de registros de
representacdo semidtica durante o ensino de fragdes prepara os
alunos para conceitos matematicos mais avangados, como niimeros
decimais, porcentagens, razdes e propor¢des. A familiaridade com
diferentes representacdes facilita a transicdo e a compreensao desses
topicos relacionados.

Destacamos ainda que O uso de multiplos registros de representagdo
semidtica no ensino e aprendizagem de fracOes na escola basica estabelece
conexdes com a teoria hebbiana em neurociéncia. De acordo com a teoria
hebbiana, células nervosas no cérebro estabelecem conexdes sinapticas mais fortes
quando sdo ativadas simultaneamente (Singer, 2007). Ao utilizar diferentes
registros, como simbolos, diagramas, graficos e modelos concretos, os alunos sdao
expostos a estimulos visuais e cognitivos variados. Essa variedade de estimulos
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ativa diferentes areas do cérebro, permitindo que as conexdes sindpticas sejam
fortalecidas e ampliando a capacidade de compreensao das fracdes. Dessa forma, o
uso de multiplos registros de representacao semiotica no ensino de fragdes na
escola basica pode otimizar o processo de aprendizagem, promovendo a formagao
de redes neurais mais robustas e facilitando a transferéncia de conhecimento
matematico para situacdes do mundo real. Dito de outras maneira, ao utilizar
diferentes registros de representacdo, como simbolos matematicos, diagramas e
modelos concretos, estamos fornecendo multiplas formas de estimulagdo visual e
cognitiva para o cérebro do aluno. Isso cria oportunidades para a formacao de
novas conexoes sindpticas e o fortalecimento das conexdes existentes, o que pode
levar a uma maior retengao e transferéncia de conhecimento. Além disso, o uso de
multiplos registros de representacdo pode ajudar a construir uma base solida de
compreensao conceitual, que ¢ fundamental para o aprendizado de fragdes e outras
areas da matematica. Em sintese, a utilizacdo de maultiplos registros de
representacdo semiotica no ensino de fragdes pode ser vista como uma forma de
estimular o cérebro e criar oportunidades para o aprendizado duradouro e
significativo.

A Estrutura do Livro Aberto de Fracoes e as atividades selecionadas

As duas primeiras licdes do livro de fragdes introduzem os conceitos
elementares e a linguagem de fracdes a partir de situagdes concretas e de modelos
continuos, considerando o cotidiano do préprio aluno.

Na Licao 1, as fracdes emergem de situacdes concretas amparadas pela
linguagem verbal. O conceito de fragdo aparece ligado a nogdes informais
traduzidas por expressdes como metade, ter¢o, quartos, décimos e centésimos, por
exemplo. Considerando o construto parte/todo, a expressdo “fracdo unitdria”
nomeia cada uma das partes da divisdo da unidade em partes iguais. Toma-se
bastante cuidado com a determinagao da unidade e com a nog¢do de “equiparticao”
para a identificacdo de uma fragao.

A notacdo simbolica de fragdes, bem como as fragdes ndo unitarias, inclusive
as maiores do que a unidade, surgem apenas na Licao 2. Contudo, nas atividades
dessas duas li¢cdes iniciais, o conceito de fracdo esta fortemente vinculado a um
objeto concreto (torta, pizza etc.), ndo sendo tratado ainda como uma abstragdo
propria do conceito de numero (isso so sera feito na Licdo 3 via reta numérica).
Nesse sentido, cabe destacar que as representagdes pictoricas se tornam um apoio
importante para essa constru¢do do conceito de fracdes nas duas li¢des iniciais.

Na Li¢do 1 do Livro, por exemplo, vérias atividades “mao na massa” com
imagens pictdricas e materiais concretos de apoio sdo propostas para que os alunos
construam e sedimentem o conceito de fracdo unitaria (Figura 1).
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Atividade 4

a) Quais dos oito retangulos a seguir foram partidos em quartos?

_ HHE

FIGURA 1: Atividades com materiais concretos e pictdricos.
FONTE: Os autores.

Na Ligdo 3, utiliza-se a reta numérica, enfatizando a associa¢dao do segmento
unitario a unidade, para representar e comparar as fragdes com mesmo
denominador. Os modelos visuais continuos e a justaposicdo de partes
correspondentes as fragcdes unitarias sdo a base da proposta desenvolvida. A reta
numérica €, com efeito, o instrumento didatico que ira possibilitar o descolamento

do significado de fragdao (nimero) do de “fracdo de objetos concretos”.

A comparacdo de duas fragdes quaisquer ¢ abordada apenas na Ligdo 4,
utilizando-se representagdes equivalentes em modelos de area retangulares, em
modelos de area circulares e na reta numérica. A inclusdo de modelos diferentes ¢
proposital, de modo que o aluno possa abstrair a igualdade de fragdes por meio da
observagdo de fragdes equivalentes em contextos diferentes. Finalizando a li¢do,
sao propostas atividades que conduzem a exploracdo da propriedade de densidade
(dadas duas fragoes diferentes, ¢ sempre possivel determinar uma terceira fragao
que esta entre elas).

O volume 1 encerra-se com a Licdo 5, onde se faz uma abordagem inicial
sobre adigdo e subtracdo de fragdes. De modo sintético, pode-se afirmar que a
proposta didatica do texto ¢ inovadora, procurando desenvolver o raciocinio
matematico amparado por reflexdes e uma participagdo ativa do estudante no seu
processo de aprendizagem. As atividades estdo organizadas considerando uma
ordem crescente de dificuldade, valorizando a capacidade cognitiva dos estudantes,
desafiando e procurando levar os alunos a estabelecer suas proprias conclusdes
sobre os assuntos tratados. No lugar de uma extensa quantidade de exercicios, sdo
propostas poucas atividades que exigem maior reflexdo e aprofundamento dos
conceitos. Assim, evitam-se atividades de simples observagdo e repeticdo de
modelos e os tradicionais “exercicios de fixagdo”, procurando investir mais na
diversificacdo de abordagens sobre o assunto em evidéncia. O uso de materiais
concretos, jogos e de atividades interativas € incentivado.
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Neste artigo daremos destaque as atividades que se utilizam do software
GeoGebra. Duas delas ja foram encaminhadas como propostas no proprio corpo do
livro, mais especificamente as atividades 2 e 7, na Li¢cdo 4. As outras duas foram
elaboradas como suporte para o encerramento/sistematizacdo das atividades
realizadas em oficinas (de formagdo continuada com os professores que ensinam
matematica) sobre o conteudo da Licdo 1. O processo de revisdo do material
elaborado ¢ continuo, tal como sugere a propria filosofia do projeto Um Livro
Aberto. A cada oficina realizada e aplicacdo, novas sugestdes sdo incorporadas,
muitas delas associadas ao uso de novas tecnologias. Enquanto alguns estudos
apontam para um aprendizado melhor em determinadas situagdes com o uso de
materiais digitais (YURNIWATI, HARTANTI e JACQUILINE, 2022), nosso
posicionamento se alinha com o de (SARAMA e CLEMENTS, 2009): um tipo de
material (concreto ou virtual) ndo substitui o outro — eles podem ser
complementares — pois cada tipo pode proporcionar experiéncias pedagdgicas
proprias. Mais importante ¢ a maneira como o0s materiais sdo integrados na
aprendizagem da crianc¢a que da aos materiais valor e significancia.

Passemos entdo a analise dessas atividades que se utilizam dos recursos do
GeoGebra.

1. Fracoes unitarias: modelos circulares e retangulares

A Ligao 1 do livro de Fragdes no Ensino Fundamental introduz o tema a
partir do conceito de fragdo unitaria. Para que os alunos construam e consolidem
esse conceito, sao propostas atividades com materiais concretos, que se utilizam de
diversas representacdes pictoricas (Figura 1). A partir das experiencias realizadas
com professores da educagdo basica, foram desenvolvidos e sugeridos, para uso
pelo professor/aluno no encerramento/sistematizagdo da Lig¢do 1, dois applets
GeoGebra, um com o modelo circular (https://bit.ly/30tQiHJ), outro com o modelo
retangular (https://bit.ly/3Bmvbij) (Figura 2).

n=30

0

contar = 30

:% X: Aunidade esta dividida em trinta partes iguais!
ada parte: um trinta avos da unidade!
Sao necessarias 30 partes iguais para completar a unidade!

ra
Ld

FIGURA 2A: Applet GeoGebra para fragdes unitarias (https://bit.ly/30tQiHJ)
FONTE: Os autores.
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n =30

contar = 30

.

separar

®

Aunidade esta dividida em trinta partes iguais!

a Cada parte: um trinta avos da unidade!

® Sao necessarlas 30 partes iguais para completar a unidade! -

FIGURA 2B: Applet GeoGebra para fragdes unitarias (https://bit.ly/3Bmvbij).
FONTE: Os autores.

Como ja dito anteriormente, essas versdes digitais construidas com o GeoGebra
ndo substituem as atividades originais, mas contribuem significativamente para o
aprendizado do assunto. Contudo, neste caso, quais seriam as vantagens dos applets
GeoGebra frente aos materiais concretos e pictoricos estaticos?

Primeiramente, os applets GeoGebra permitem articular representacdes
multiplas, no caso, os modelos pictéricos continuos e a linguagem natural com os
nomes das fragdes unitarias (indicadas pelas setas vermelhas na Figura 2). A notacdo
simbolica ndo foi incluida nestas construgdes pois ela sera apresentada propositalmente
apenas na licdo seguinte. Depois, as construgdes permitem aos alunos experimentar e
visualizar fragdes unitarias dificeis de se construir com materiais concretos ou de se
desenhar no quadro como a fracdo 1/99 de um disco (os applets viabilizam o contato
com estas fragdes com denominadores). Além disso, ao usar o controle deslizante # nos
applets, o aluno poderd perceber que quanto maior o numero de partes em que a
unidade ¢ dividida, menor sera cada uma das partes. O controle deslizante separar, por
sua vez, permite separar as n partes em que a unidade foi dividida, um aspecto que ndo
¢ possivel de se contemplar com imagens pictdricas estaticas.

2. Equivaléncia de fracoes

O conceito de igualdade de fragdes ¢ abordado na ligdo 4 por meio de
representacdes equivalentes em modelos de area retangulares, ou em modelos de
area circulares ou na reta numérica. O software GeoGebra ¢ usado especificamente
em duas atividades (atividade 2 e atividade 8).

A Figura 3 exibe uma atividade que explora a equivaléncia de fracdes via
dobraduras de uma folha de papel e a tela da extensdo para o GeoGebra
(https://bit.ly/30QCzei).

O recurso a dobradura, por si s, ja garante um carater inovador a atividade.
Nao obstante, com a versao da atividade no GeoGebra ¢ possivel modelar dobras
que ndo poderiam ser executadas com o papel fisico e, também, ajustar o formato
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da folha de papel. Além disso, a contagem dos retangulos ¢ realizada
automaticamente, o que minimiza o esfor¢o cognitivo do aluno, liberando sua
atengdo para o que realmente deve ser observado.

Quantidade | Guantidade de N .
Fragao doretangulo

totalde |  retangulos
Como dobrar e maior do encarte
retngulos | menores °
que esta pintada
menores | pintados

10 3 3
! 10

Exibir contagem

Total de retdngulos menores pintados: 210

Total de retangulos menores: 700

Exibir fragao

Fracéo do retdngulo maior pintada de amarelo

Lado dividido em 70 partes iguais 3 70 % 3 210

n=70 - ==
® 10 70 x 10 700

==

Lado dividido em 10 partes iguais

FIGURA 3: Equivaléncia via dobraduras (https://bit.ly/30QCzeli).
FONTE: Os autores.

A nocao de equivaléncia também ¢ trabalhada no contexto da reta numérica
com imagens pictoricas € o GeoGebra (https:/bit.ly/30ULwhh) (Figura 4). A
vantagem do GeoGebra neste caso reside na notagdo simbdlica automatica para as
varias subdivisoes.

Atividade 7

a) Preencha os quadradinhos O com numeradores adequados de modo que

cada fragdo corresponda sua respectiva marca em cada reta numérica. n=4
o ] 2 3 d-3 Exibir subdivisdo
[m] [m] [m] [m] o m] m] [m] [m) [m]
FOE R S S S S S R ®
j i i 2
o 1 2 3 ~ pP=_== x4 _ 8
0 0 0 0 © O O o o o mes 3 2x3 6
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
) i 2 3
o o o o o o o o o o
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 a 1 2 3 )
i ] ] 3 3 ] 3
i 2 3 | I | L 1 I I ! PO 1
| T T T T T T T A T T
o [m] [m] o o o [m] o N
- - - = = = = = = = a 1 2 3 4 7 a El 1
2 12 2 12 12 12 12 12 12 12 H F 3 F : : H %

FIGURA 4: Equivaléncia via retas numéricas (https:/bit.ly/30ULwhh )
FONTE: Os autores.

3. Sobre a construcao dos applets GeoGebra

A interatividade dos applets construidos foi implementada via controles
deslizantes que permitem definir numerador e denominador rapidamente; a
generalidade na divisdo da unidade ¢ concebida via o comando Sequénciaf]
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(equivalente ao comando for das linguagens de programagdo usuais). O leitor
interessado na sintaxe exata dos comandos pode usar o Protocolo de Construgdo
(Figura 5) do GeoGebra, um recurso muito util para se estudar e entender como
constru¢des no GeoGebra foram feitas especificamente.

€2 Protocolo de Construgio - fragdes unitaras-no-disco.ggb — a X
THy|E- |7 & =
N.| Nome | Descri¢ao Valor | Legenda |
1Numero sep... separar =0 ~
2Nlimero n n=5
3Nimeroang 2m/n ang = 1.26
4 Numero R R=1.74
5Ponto A (R, 0) A=(1.74,0)
6Ponto O 0=(0,0)
7\Lista SV Sequéncia(Vetor(O, SV ={(1.41, 1.02), (-...
Girar(A, ang/ 2 + ang
8|Lista SP Sequéncia(Transladar((SP = {(1.74, 0), (0.5...
ang i, O), Vetor(separ:
9Circulo ¢ Circulo por A com c: x> +y*=3.03
centro O
10Lista SO Sequéncia(Transladar((SO = {(0, 0), (0, 0), (...
0),ang/2 + angi, (0,
11/Lista SQ Sequéncia(Girar(Eleme SQ = {(0.54, 1.65), (...
i), ang, Elemento(SO, i
12 Lista SS Sequéncia(SetorCirculaSs = {1.9, 1.9, 1.9, ...
i), Elemento(SP, i), Ele
13 Texto nome "Cada parte: um quin...
14 Texto partes "A unidade esta dividi...
15Numero contar contar =0
16 NOmero angr (contar-1)*2m/n  angr=-1.26
17 Lista d Sequéncia(Girar d={}
(SetorCircular
18Lista e Sequéncia(Girar e={}
[(LatnrCircular v
13| <K | 22/22| B (x| [> Reproduzir 2: 5

FIGURA 5: Protocolo de construgdo do applet da Figura 4
FONTE: Os autores.

O applet da Figura 1 foi construido usando-se a opg¢do de programagdo
JavaScript do GeoGebra, uma vez que esta linguagem oferece mais recursos de
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manipulagdo de strings (textos), algo necessario para representar as fracdes pelos
seus nomes em linguagem natural.

3. Consideracoes Finais

Mesmo com topicos mais elementares do Ensino Basico, o GeoGebra pode
se mostrar um aliado poderoso instrumento didatico ao permitir generalizagdes e
calculos automaticos que podem ser usados em sala de aula em complemento aos
materiais concretos e pictoricos tradicionalmente usados, seja pelo professor, via
um projetor multimidia, ou seja pelos proprios alunos, via GeoGebra para
Smartphones (veja o video https://bit.ly/3zTByZa para uma demonstragdo).

FIGURA 4: Um applet GeoGebra de fracdes no celular.
FONTE: Os autores.

Em oficinas realizadas presencialmente e a distdncia com professores em
formacdo inicial e em formagdo continuada, recebemos um feedback positivo dos
applets propostos no sentido de eles generalizarem as atividades idealizadas com
materiais concretos ¢ de poderem ser executados em smartphones o que, em geral,
atrai e desperta o interesse dos alunos, segundo os professores.

Em trabalhos futuros, pretendemos nos applets iniciais incluir a fala via
sintetizador de voz dos nomes das fragdes e, também, propor atividades
diretamente com o uso dos applets GeoGebra.
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