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RESUMO

Neste artigo apresentamos uma proposta de atividade envolvendo o GeoGebra e o Principio de Cavalieri, que é um
resultado matematico que permite comparar dareas de secgoes e deduzir volumes de solidos. A partir da formula do
volume de uma piramide, ¢ possivel deduzir a formula do volume da esfera. Trata-se de uma abordagem ndo usual,
uma vez que a piramide é um solido de superficie constituida por faces planas, enquanto que a esfera é um solido de
superficie ndo plana.
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ABSTRACT

In this article we present a proposed activity involving GeoGebra and the Cavalieri’s Principle, which is a
mathematical result that allows comparing cross-sectional areas and deducing volumes of solids. From the formula for
the volume of a pyramid, it is possible to deduce the formula for the volume of the sphere. This is an unusual approach,
since the pyramid is a solid with a surface consisting of flat faces, while the sphere is a solid with a non-flat surface.

Key-words: Cavalieri’s Principle; GeoGebra; visualization.
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Introducao

Uma das principais dificuldades nas aulas de Geometria Euclidiana Espacial, seja no ensino
basico, ou mesmo no ensino superior, é a visualizacdo® precisa dos objetos tridimensionais envolvidos
no estudo (SETTIMY; BAIRRAL, 2020). Em particular, quando utilizamos o Principio de Cavalieri, as
figuras comparativas costumam ser dificeis de serem desenhadas, devido ao fato de envolverem secgdes
que precisam ser minimamente bem feitas, para que a hipdtese de comparacao de areas de secgdes no
Principio de Cavalieri possa ser verificada. Geralmente, um dos so6lidos envolvidos possui volume
conhecido, enquanto que o outro possui volume a ser determinado. Eis seu enunciado:

Principio de Cavalieri: “Sejam F e G dois solidos no espaco e o um plano. Se todo plano paralelo a o
determina nos solidos sec¢oes de mesma drea, entdo F e G possuem o mesmo volume.”

FIGURA 1: Ilustrando o Principio de Cavalieri

No caso particular da deducdo do volume da esfera, ¢ comum utilizar um sélido chamado
“anticlepsidra”, que ¢ composto por um cilindro circular reto menos dois cones circulares retos
congruentes opostos pelo vértice, inseridos no interior do cilindro (veja na Figura 2 o solido amarelo e
laranja). Neste caso, os raios das bases, tanto do cilindro, quanto dos cones sdo iguais ao raio da esfera;
alids, as bases dos cones e dos cilindros sdo dispostas de tal modo a coincidirem; ja a altura do cilindro ¢
igual ao didmetro da esfera, enquanto que as alturas dos dois cones sdo iguais ao raio da mesma.
Apoiando-se tanto a esfera, quanto a anticlepsidra, sobre um mesmo plano a, as sec¢des por planos
paralelos a a nos dois sélidos sdo discos e anéis circulares de mesma area. Conhecendo-se a formula do
volume do cilindro e, também do cone, ¢ possivel, pelo Principio de Cavalieri, deduzir a féormula do
volume da esfera (LIMA et al, 2006). Na legenda da Figura 2 ha dois /links, sendo um para uma
construgdo geométrica dinamica, feita no GeoGebra, para esta deducdo do volume da esfera, e o outro

para um roteiro desta mesma construgao.

5 . . . . . - . - .

Assim como Settimy e Bairral (2020, p. 192), entendemos que “a visualizag@o se caracteriza como um processo de formagao de imagens
que transita entre as representagdes 2D e 3D, sem haver prioridade entre uma delas. A formagdo de imagens mentais contribui para a
compreensdo matematica e ndo requer necessariamente a presenga fisica do objeto em questdo.”.
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8 p
A drea do-anel circulané 20.23 - OFICINA 7 — Principio de Cavalieri : deduzindo o volume da esfera.

Os controles deslizantes r e p estabelecem o raio da esfera e a posicao dos sélidos, respectivamente.

O controle deslizante k estabelece a posicdo do plano que intersecta os dois sélidos no espago.

Para mudar o dngulo de visdo da caixa 3D, mantenha o botdo direito do mouse apertado sobre ela e arraste-a.

.8
© volume da anticlepsidra é 113.1

O volume da esfera & 113.1

3 72 4 0 1 3 3 4

A area do circulo € 20.23

— © volume do cilindro é 169.65
. © volume de cada cone é 28.27

i
L

FIGURA 2: Tela de uma construgdo geométrica dinamica feita no GeoGebra para deduzir o volume da esfera a partir
do volume da anticlepsidra. A esquerda temos a comparacio das areas das secgdes. A direita temos as figuras
tridimensionais.  Esta  construgdo  geométrica  dindmica pode ser acessada a partir do [link
https://www.geogebra.org/m/ntrw7xph e seu roteiro no /ink https://drive.google.com/file/d/IUK80xDB7QVxL-42-
GKkNI1JrN4 _148ig1D/view?usp=sharing .

Na descricao feita no paragrafo anterior, a esfera foi comparada com uma anticlepsidra, que ¢ um
solido de “superficies curvadas” — o que, alids, ¢ natural de se fazer, pois a esfera também ¢ um soélido
de “superficie curvada”. Entretanto, algo que ¢ interessante de saber e verificar, além de ser
surpreendente, ¢ que a formula do volume da esfera pode ser deduzida, também, por meio de
comparagdes com poliedros, que sdo solidos de superficies planas. Neste caso, iremos utilizar o
Principio de Cavalieri com uma piramide reta, que ¢ um caso particular de poliedro e cujo volume
vamos admitir conhecido.

Segundo Chang Wenwu (2017), em seu artigo "4 New Model for Calculating Sphere Volume", a
comparagdo da esfera com um so6lido de faces planas ndo ¢ uma ideia moderna, tendo surgida ha pelo
menos 1500 anos, com o Principio de Zu Geng (como ¢ conhecido o Principio de Cavalieri na China).
No artigo de Chang, o volume da esfera ¢ deduzido por comparacdo com um tetraedro cujas faces sdao
quatro tridngulos retdngulos. Além do tetraedro, este autor sugere comparagao da esfera com outros
solidos como, por exemplo, um bloco retangular menos duas pirdmides (que, assim como a
anticlepsidra, ¢ um so6lido ndo convexo) e, também, uma piramide de base quadrada. Entretanto, Chang
ndo apresenta uma proposta de utilizagdo e exploragdo dessas comparagdes por meio de um aplicativo
de geometria dindmica, como o GeoGebra, que € justamente nossa proposta no presente artigo, ou seja,
nosso principal objetivo neste artigo ¢ apresentar uma construgdo geométrica dindmica, que possa ser
utilizada por professores e estudantes em aulas de Geometria Euclidiana Espacial, que ilustre a dedugdo
do volume da esfera a partir de piramides retas cujas bases sao retangulos.
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E importante ressaltar que embora na matematica basica o Principio de Cavalieri seja considerado
um “postulado”, na verdade, ele ndo faz parte dos axiomas da Geometria Euclidiana Espacial. Em
estudos mais avancados, o Principio de Cavalieri ¢ demonstrado como um resultado matematico
vinculado a area de Andlise, mais precisamente, a Teoria de Integrais. Geralmente, quando estudamos
integrais no ensino superior, problemas envolvendo areas e volumes de figuras ndo elementares sao
comuns. O Principio de Cavalieri pode ser enxergado como uma particularidade do chamado Teorema
de Fubini para fun¢des de duas varidveis, que permite calcular uma integral dupla de forma iterada, ou
seja, como duas integrais simples. Para uma demonstracao do caso particular do Teorema de Fubini para
fungdes de duas variaveis, recomendamos o texto de Guidorizzi (2002, p. 266).

Desenvolvimento

A construcdo geométrica dindmica no GeoGebra para deduzir a formula do volume da esfera a
partir da formula do volume de uma piramide, utilizando o Principio de Cavalieri, foi feita considerando
uma esfera de raio », posicionada com centro sobre o plano xy do sistema de coordenadas cartesianas
ortogonais, na Janela de Visualizagdo 3D, e considerando uma piramide reta de base retangular medindo

2
nr « A . , . .
2s x 2r e altura - Esta piramide pode ser construida “deitada” no GeoGebra, ou seja, com o segmento

que representa sua altura sobre o plano xy e as duas arestas da base retangular perpendiculares a este
plano. A Figura 3 ilustra a posi¢do da pirdmide na construgao.

- Esfera de raio r
PRII—\IFIPLO D.E CAVALIER| Piramide reta de base retangular 2s x 2r e altura mv? /s (ela estd “deitada” na construgio)
Vocé ja deduziu a férmula do volume da esfera

l Volume da piramide: 24.43

de raio r comparando-a com uma piramide? Volume da esfera: 24.43

O

L

b=122

Animar o plano fatiador

25=22 -
Area do disco:
Ay =7.04

Area do trapézio:
A, =7.04

FIGURA 3: Tela de uma construgdo geométrica dindmica feita no GeoGebra para deduzir o volume da esfera a partir
do volume da piramide. A esquerda temos a comparacdo das areas das secgdes. A direita temos as figuras
tridimensionais.  Esta  construgdo  geométrica  dindmica pode ser acessada a partir do [link
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https://www.geogebra.org/m/eSnpdram e  seu roteiro no  [link  https:/drive.google.com/file/d/19Vm-
sJnu87hb3y0GLFQuTMKgFQhcJEmi/view?usp=sharing .

Para ilustrar o fatiamento dos dois sélidos por meio de um plano fatiador, podemos considera-lo
com equacdo cartesiana da forma z = k, sendo —r < k < r. Alids, podemos fazer k variar em um
controle deslizante para tornar a construgdo dindmica. Podemos, também, considerar outros dois
controles deslizantes, um para o raio r da esfera e outro para s (lembrando que 2s e 2r sdo as dimensdes
da base da piramide). Na construgdo representada na Figura 3, ¢ possivel ver as secgdes pelo plano
fatiador, tanto na Janela de Visualizagdo 2D, quanto na 3D, além de textos dinamicos que apresentam as
areas das secgOes e os volumes dos dois solidos. Na legenda da Figura 3 ha o /ink para essa construgao
geométrica dindmica bem como o seu roteiro.

Nesta construcdo, ¢ interessante destacar visualmente as interseccdes do plano fatiador com a
esfera e a piramide. Clicando no botdo “Animar o plano fatiador”, para fazer k percorrer os valores
possiveis, observamos que essas intersecgoes sao discos e trapézios isosceles, respectivamente; exceto
quando z = +r, cujas intersec¢des se degeneram em ponto e segmento, ou quando z = (), cuja intersec¢ao
do plano com a pirdmide ¢ um triangulo isosceles. Em qualquer situacao, ao parar a animagao ¢ possivel
analisar as figuras na visualizag¢do 2D e verificar numericamente que a area do disco, de raio p, ¢ a area
do trapézio, de bases 2s e b e altura A, sdo iguais.

Isto € possivel de se demonstrar utilizando o Teorema de Pitdgoras e semelhanca de tridngulos
(duas vezes). De fato, girando a visualizagdo para frente do eixo y, veremos cortes transversais da esfera
e da piramide, como nas duas primeiras imagens da Figura 4 e, girando para frente do eixo z, veremos
cortes transversais “de cima”, como na terceira imagem da Figura 4. Na primeira imagem, o raio p do
disco ¢ um dos catetos que compdem o tridngulo retangulo em destaque, juntamente com a hipotenusa r
e o outro cateto |k|. Aplicando o Teorema de Pitdgoras, obtemos 72 = p? + k? e dai segue que a 4rea do
disco, dada por A; = mp?, resultaem A; = n(r? — k?).

Por outro lado, a segunda imagem mostra dois triangulos retangulos semelhantes, sendo a altura 4

do trapézio um dos catetos do triangulo menor e » — |k|, o outro cateto. A semelhanca dos tridngulos

Tl’T2

~ 5 h . nr , . .
resulta na propor¢ao % = de onde tiramos que h = - (r — |k|). Ja na terceira imagem, notamos
2
J o PN . nr
que a base menor b do trapézio representa a base de um triangulo isésceles de altura -~ h e que este

triangulo ¢ semelhante a outro isdsceles, de base 2s e altura /. A proporcionalidade dessas medidas leva
LA N 25k (25+b)h

s 5 ’ S ’ ) S

a —— =-=— ¢ dai chegamos em b = — Dessa forma, a area do trapézio, dada por 4, = ———,

2s b 2
2sk\nr
(25+T)T(T—Ikl)

2

resulta em A, = , ou seja, A, = m(r? — k?). Portanto, para k # 0 ¢ k # +r, provamos

que A]_ = Az.
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FIGURA 4: Cortes transversais da esfera e da piramide. As duas primeiras imagens sdo vistas pela frente do eixo y. A
ultima imagem ¢ uma vista pela frente do eixo z.

Para k = 0, as intersec¢des do plano fatiador com a esfera e a piramide sdo, respectivamente, um

2
. . A ., mr ,
disco de raio p = r e um triangulo isésceles de base 2s e altura — de forma que suas areas resultam em

2
25<ﬂ)
s )

2

Ay =mried, =

= 1r2. Logo, neste caso também concluimos a igualdade das areas.

A partir disso, supondo-se conhecida a férmula de célculo do volume da piramide, dada por um
terco do produto da area da base pela sua altura, concluimos que a pirdmide desta proposta tem volume

(Zs-Zr)(nst) 4

3

3
r . ;. . . . r e y
- Pelo Principio de Cavalieri, deduzimos que esta serd a formula de calculo do

volume da esfera. Na constru¢do do GeoGebra, ao habilitar a caixa das deducdes, ¢ possivel vé-las nos

textos apresentados (Figura 5).

0

PRINCIPIO DE CAVALIERI
Vocé ja deduziu a férmula do volume da esfera
de raio r comparando-a com uma piramide?

Enunciado do Principio de Cavalieri
Sejam F e G dois sdlidos no espago e a um plano. Se todo plano paralelo a o determina
nos sdlidos seccoes de mesma area, entdo F e G possuem o mesmo volume.

“TTITITET O Praig TaatoT

Verificando a hipétese (igualdade das dreas do disco e do trapézio):
(1) O raio p do disco pode ser calculade por meio do Teorema de Pitagoras, aplicado ao
tridngulo retangulo de catetos p e |k| e hipotenusa r (primeira figura ao lado):

A drea do disco é dada por:

(2) A altura h do trapézio pode ser calculada por meio da razdo de semelhanca entre

catetos de tridngulos retdngulos (segunda figura ao lado):
/s h

r v

=
k|

awr
h=""(r— ) |

A base menor b do trapézio pode ser calculada por meio da razie de semelhanca entre

alturas e bases de tridngulos isésceles (terceira figura ao lado):
ar? arZ ar? ar
LT _E-Sh-[fl_ 5

s _ _r—(r—1k) _ 2slk
2s b b 7 b =|| ro |

A drea do trapézio é dada por:

(s+on _ (315 L0

A= 2
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FIGURA 5: Tela com as justificativas para a deducdo do volume da esfera. A direita temos textos justificando a
igualdade entre as areas das secgdes e a dedugdo da formula do volume da esfera. A esquerda temos figuras ilustrativas
para apoio aos textos.

E importante observar que ha uma certa liberdade para a escolha da piraimide. Além da escolha
das dimensdes da base retangular da piramide, ela ndo precisa ser reta; pode ser obliqua (basta que o
vértice da pirdmide seja mantido no plano xy sobre uma reta paralela ao eixo y). Outra observacdo,
talvez menos interessante, ¢ que devido a féormula do volume da pirdmide ser a mesma do volume de um
cone, podemos considerar um cone de base circular no lugar da pirdmide. Neste caso, sua base pode ter
raio r e, portanto, sua area zr% enquanto que sua altura deve ser de 4r. Além disso, assim como a
piramide, o cone ndo precisa ser reto. Enfim, hd uma grande variedade de formatos para a piramide,
tanto quanto para o cone, que podem ser explorados e construidos no GeoGebra para estimular o ensino
e a aprendizagem. Em geral, os estudantes gostam desse conteudo.

Outro aspecto importante, que podemos considerar neste artigo, diz respeito as habilidades que
podem ser desenvolvidas junto ao GeoGebra, quando resolvemos fazer nossa propria construgdo
geométrica dindmica. Além de trabalhar simultaneamente com os ambientes 2D e 3D do aplicativo,
podemos trabalhar com comandos envolvendo superficies parametrizadas (para as seccoes), controles
deslizantes, textos dinamicos, botdes e caixas para mostrar/ocultar objetos, além de explorar varios
recursos que melhoram a visualizagdo dos diversos objetos na tela. Este ¢ um capitulo a parte, quando o
objetivo ndo € apenas “entregar” uma construg¢ao pronta, mas sim criar habilidades com o GeoGebra que
servirdo ndo apenas para a dedugdo do volume da esfera utilizando o Principio de Cavalieri, mas,
também, para diversos outros conteudos que o professor gostaria de trabalhar de forma dinamica junto
aos estudantes na sala de aula.

Consideracoes finais

As propostas aqui apresentadas, que exigem a exploragdo de conceitos e relagdes métricas
relativas a piramide reta (ou ao cilindro e aos cones) e a esfera, enfatizam a importancia da visualiza¢ao
para a aprendizagem. As construgdes dinamicas no GeoGebra possibilitam um trabalho de exploragdo
visual, andlise e levantamento de conjecturas, para posterior obten¢do/demonstragdo da formula do
volume da esfera utilizando o Principio de Cavalieri. Nesse sentido, contemplam a quarta habilidade da
quinta competéncia especifica de Matematica e suas Tecnologias, estabelecida pela Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) para o Ensino Médio, que propde: “Investigar processos de obtencdo da
medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a
obtencgdo das féormulas de calculo da medida do volume dessas figuras” (BRASIL, 2018, p. 541). Esse
tipo de abordagem, com uma dedugao visual utilizando algum recurso computacional, ¢ algo raro de ser
visto nesse nivel de ensino e por isso carece de propostas como esta.
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