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RESUMEN

En este trabajo se presenta una propuesta diddctica para el estudio de esfuerzos internos en vigas
simplemente apoyadas utilizando como herramienta tecnologica simulaciones en software dinamico
GeoGebra. La propuesta se fundamenta en el disefio de dos applets que reproducen sendos modelos de
vigas. El primero consiste en una viga simplemente apoyada con un voladizo y cargas puntuales,
mientras que el segundo consiste en una viga simplemente apoyada con dos voladizos y carga uniforme.
En la vista grafica de cada uno de los applets se pueden visualizar los diagramas de esfuerzos internos
para diferentes configuraciones de cargas y luces que se pueden modificar utilizando las herramientas
del software. Las actividades disefiadas para alumnos permitirian visualizar las variaciones de los
diagramas de esfuerzos, especialmente en tramos y apoyos, como también las relaciones matemadticas
entre solicitaciones externas y diagrama de esfuerzos internos. Los alumnos que participaron de la
experiencia no manifestaron dificultades para asimilar, y describir de manera cualitativa, basandose
en modelos dinamicos y sus representaciones grdficas y de diagramas, las respuestas a modificaciones
en su sistema de cargas y en su geometria. Evidenciaron dificultades medias para establecer relaciones
cuando debian combinar aspectos cualitativos con otros de cardcter cuantitativo.
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Neste trabalho, é apresentada uma proposta diddtica para o estudo de esforgos internos em vigas
simplesmente apoiadas, utilizando simula¢des em software dindmico GeoGebra como ferramenta
tecnologica. A proposta é fundamentada no design de dois applets que reproduzem modelos de vigas
distintos. O primeiro modelo consiste em uma viga simplesmente apoiada com uma saliéncia e cargas
pontuais, enquanto o segundo modelo consiste em uma viga simplesmente apoiada com duas saliéncias
e carga uniforme ao longo de toda a viga. Na visualizagdo grdfica de cada um dos applets, é possivel
observar os diagramas de esforcos internos para diferentes configuragoes de cargas e vaos que podem
ser modificados usando as ferramentas do software. As atividades projetadas para os alunos permitem
visualizar as variagoes nos diagramas de esfor¢os na viga, especialmente em trechos e apoios, bem
como as relagées matematicas entre solicitacoes externas e diagramas de esforgos internos. Os alunos
que participaram da experiéncia ndo demonstraram dificuldades em assimilar e descrever
qualitativamente, com base em modelos dindmicos e suas representacoes graficas e diagramaticas, as
respostas de uma viga a alteragées em seu sistema de cargas e geometria. Eles apresentaram
dificuldades moderadas ao estabelecer relagoes quando precisavam combinar aspectos qualitativos
com outros de natureza quantitativa.

Palavras-chave: vigas; esforcos internos, GeoGebra.

ABSTRACT

In this work a didactic proposal is presented for the study of internal forces in simply supported beams
using dynamic software simulations with GeoGebra as a technological tool.. The proposal is based on
the design of two applets that replicate two beam models. The first model consists of a simply supported
beam with a cantilever and point loads, while the second model consists of a simply supported beam
with two cantilevers and a uniform load along the entire length of the beam. In the graphical view of
each of the applets, internal force diagrams for different load configurations and spans can be
visualized. These configurations can be modified using the software's tools. The activities designed for
students would enable them to observe variations in the force diagrams along the beam, particularly at
different sections and supports. Additionally, they can explore the mathematical relationships between
external loads and internal force diagrams. The students who participated in the experience did not
show difficulties in grasping and qualitatively describing, based on dynamic models and their graphical
and diagrammatic representations, the responses of a beam to changes in its load system and geometry.
They demonstrated moderate difficulties when they had to establish relationships by combining
qualitative aspects with quantitative ones.

Keywords: beams, internal forces, GeoGebra.
Introduccion

El primer curso de Estructuras que se dicta en el segundo afio de la carrera de
Arquitectura incluye como contenido el analisis de esfuerzos internos de vigas y porticos
isostaticos, para lo cual es necesario el calculo de reacciones de apoyos para luego realizar
en analisis de los esfuerzos cortante y momento flector y los diagramas respectivos para
diferentes configuraciones de cargas y geometria de la viga o pdrtico. Consideramos que
el calculo manual de reacciones y esfuerzos es necesario para la comprension del concepto
en estudio, proponiendo en forma complementaria la utilizacion de simulaciones utilizando
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software dinamico GeoGebra, lo que puede constituir una herramienta para lograr
aprendizajes significativos. Es importante en esta etapa del proceso que el alumno, ademas
de los calculos de esfuerzos internos en tramo central y voladizos de la viga, pueda realizar
vinculaciones matematicas entre cargas, diagrama de esfuerzo cortante V y momento
flector M.

En este trabajo se presentan applets en software de geometria dinamica GeoGebra,
que permita a los alumnos analizar los diagramas de esfuerzo cortante V y momento flector
M, para vigas simplemente apoyadas con voladizos y pudiendo modificar pardmetros del
problema, en especial configuraciones de carga y apoyos. Se trabajo con dos modelos de
vigas, uno para cargas puntuales y otro para cargas distribuidas, pudiendo asimismo
modificar la magnitud de las solicitaciones como las luces de los tramos centrales de las
vigas y sus respectivos voladizos aprovechando las herramientas que brinda el software.
Estos modelos fueron simulados en GeoGebra, parametrizando variables que permitan
visualizar a los alumnos como se modifican los esfuerzos internos para diferentes
configuraciones de luces y solicitaciones.

Los objetivos perseguidos a partir de este abordaje son analizar el aporte que puede
realizar el estudio dindmico e intuitivo que surge de la implementacion de estos modelos
en el proceso de aprendizaje de los alumnos, tanto en los aspectos referidos a la obtencion
de conclusiones asociadas a pautas para el disefio estructural, como la correspondiente
transferencia a modelos matematicos para el cdlculo y determinacion de esfuerzos internos
en vigas.

Antecedentes

Si bien no se conocen trabajos que especificamente aborden el analisis de la
influencia de voladizos y cargas en la determinacion de esfuerzos internos en vigas a través
del software dindmico Geogebra, se pueden citar trabajos que utilizan herramientas
tecnologicas en el proceso de aprendizaje de conceptos vinculados a las estructuras, como
por ejemplo en Ferreyra y Riberiro (2015) y Ferreyra et. al (2017) se trabaja con software
dindmico GeoGebra para lograr aprendizajes significativos en equilibrio de cuerpos rigidos
y vigas simplemente apoyadas respectivamente. Este trabajo simula las reacciones
necesarias para mantener en equilibrio un cuerpo rigido y la determinacion de los esfuerzos
internos de la estructura. En Dimitrov y Savov (2018) se presentan diferentes applets
utilizados para el proceso de aprendizaje de conceptos de estatica, resistencia de materiales
y cursos de teoria de mecanismos y maquinas mostrando la versatilidad del software, ya
que el mismo permite simular problemas de diferente indole, no solo de matematicas. Orta
et al (2022) presentan software dindmico en la resolucion de diferentes problemas
relacionados con el aprendizaje de conceptos estructurales como ser como el analisis de
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cables y arcos mediante el trazado de funiculares; analisis de reticulados con el método de
Cremona; obtener graficamente el empuje lateral del suelo sobre un muro entre otros. En
este trabajo se concluye de la importancia de la utilizacién de software GeoGebra en el
analisis de problemas estructurales, con la particularidad de que el alumno tiene la
posibilidad de programar la resolucion en base sobre los principales parametros de cada
problema, pudiendo facilmente plantear diferentes alternativas y aprender interactuando
con las herramientas. También se pueden citar los trabajos de Carbonel et.al. (2013) para
el célculo de momentos de inercia de secciones de vigas, Sadowskiy y Jankowski (2021)
quienes estudian esfuerzos internos en barras de estructuras reticuladas y Markou y Ruan
(2022) simulan en GeoGebra métodos graficos para vigas estaticamente indeterminadas.

Existen a su vez trabajos que permiten realizar modelos con el software, por ejemplo,
Aguilar (2020), presenta un trabajo para realizar diferentes modelos en el plano y en el
espacio. Utiliza las ecuaciones matematicas modelizar curvas o serie de datos. Poma
Tinlaya (2018) utiiza un software MDSOLIDS como herramienta pedagogica en el estudio
de esfuerzos internos de vigas en estudiantes de Ingenieria.

Metodologia

En esta primera etapa de la investigacion se realiza un analisis cuantitativo de
respuestas de los alumnos a situaciones planteadas que implica el andlisis de esfuerzos
internos de vigas isostaticas para diferentes configuraciones de cargas y geometria que se
modifican utilizando software dindmico GeoGebra.

El estudio es de caracter descriptivo, ya que busca especificar las propiedades de
personas, grupos o cualquier otro fenomeno que sea sometido a analisis (Dankhe, 1986)
citado por Hernandez Sampieri, Fernandez Collado, Baptista (2014). De acuerdo a la
variable tiempo el estudio sera de caracter transversal, porque se realizaran una sola toma
de datos, durante el desarrollo de los temas especificos.

La poblacion en estudio corresponde a alumnos del primer curso de Estructuras del
cuarto semestre de carrera de Arquitectura de la Universidad Nacional de Catamarca
considerandose una muestra de doce alumnos que culminaron las actividades solicitadas.

Las actividades realizadas por los alumnos corresponden a dos modelos entregados
por la catedra utilizando applets de software GeoGebra. El primer modelo consistio en una
viga simplemente apoyada con un voladizo y dos cargas puntuales, mientras que el segundo
modelo la viga era isostatica con carga distribuida a lo largo de toda su longitud. Para cada
modelo se solicitaron a los alumnos cuatro actividades que debian realizar y presentar sus
resultados. En el andlisis de las respuestas de alumnos se consideraron cuatro categorias:
no responde, responde incorrectamente, responde en forma parcialmente correcta y
respuesta correcta. La categoria respuesta parcialmente correcta implica que el alumno
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puede identificar algunos aspectos significativos de la consigna solicitada, asi por ejemplo
en la segunda actividad correspondiente al modelo 1 se plantean geometria y cargas que en
la primera configuracion corresponde a una viga simplemente apoyada con carga
concentrada en el centro de la luz, mientras que en la segunda configuracion se adiciona
un voladizo. En este caso puede distinguir la aparicion de momento flextor en el apoyo,
sin poder identificar que el momento en el apoyo implica disminucion en el momento del
tramo.

Descripcion de los modelos
Primer modelo

El primer modelo consiste en una viga simplemente apoyada con un voladizo y dos
cargas puntuales, la primera P1 aplicada en la luz principal de la viga y la segunda P2 en
el extremo del voladizo. La luz del tramo principal se denomina L1, del voladizo L2. La
distancia de P1 al apoyo izquierdo se denomina L3 como se observa en la figural.

P1 P2

L1 L2

FIGURA 1: Esquema del Modelo 1. Viga con cargas puntuales y un voladizo.
FUENTE: elaboracion propia

En este modelo el diagrama de esfuerzo de corte es constante y con distintos valores
en los tres tramos que se puede dividir la viga: entre apoyo izquierdo y la ubicacion de P1,
entre P1 y apoyo derecho y en el voladizo. Los diagramas de Momentos flectores son
lineales.

La formulacion matematica de Momentos Flectores M y esfuerzo de corte V, luego
del calculo de reacciones RA y Rb en apoyos izquierdo y derecho respectivamente son los
siguientes para los tres tramos de la viga que se visualizan en la Tabla 1.

Tabla 1: Formulacion matematica del modelo 1

MODELO 1 Tramo 1 Tramo 2 Tramo 3
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Momento
_Mr:R‘_\,;i: _‘IZR‘.NL;;—:F\J —PJ.:E: _‘I:R__‘[Ll—‘E:)—R}j.:E:—P](LJ — L;;—:Efj
Flector
Esfuerzo de
V=~R, V=Ry-F V=Rs+Rg—-P
Corte

Segundo modelo

El segundo modelo consiste en una viga simplemente apoyada con dos voladizos,
con una carga uniformemente distribuida q a lo largo de toda la viga. Las luces se
denominan L1 y L3 para los voladizos izquierdo y derecho respectivamente, y L2 la luz

del tramo principal. El modelo se observa en figura 2.

RN RN RN RN RN NN NN,

L1
‘ !

3

)

FIGURA 2: esquema del modelo 2. Viga con carga uniforme y dos voladizos
FUENTE: elaboracion propia

En este modelo el diagrama del esfuerzo de corte es lineal en los tres tramos L1, L2
y L3. mientras que el diagrama de momentos flectores es cuadratico de acuerdo con
ecuaciones que se visualizan en Tabla 2.

Tabla 2: Formulacion matematica del modelo 2

MODELO 2 Tramo 1 Tramo 2 Tramo 3
Moment . ) .
_1.{: —q;e:z,.-’Q M= _U-quLJ _:E:J‘ _R‘!-ii: M=-0.5 *t].LILJ —Lg—:i')z—R‘.i.{Lg—:i'\J—R;;.:E'
o Flector
Esfuerzo )
V= —qx M=—q(Ly+2)+ R, V=—q(li+Lo+a)+Rsx+ Rpx
de Corte

Simulacion en GeoGebra.

Primer modelo

Se disefiaron dos applets que reproducen cada uno de los modelos descriptos. En el
primer caso se trata de una viga simplemente apoyada con un voladizo, con dos cargas
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puntuales, una en tramo principal de la viga y otra en el extremo del voladizo. Las
magnitudes de las luces L1, L.2, de la distancia de carga P1 desde apoyo izquierdo L.2 y las
cargas P1 y P2 se pueden modificar mediante los deslizadores que se observan en la parte
derecha de la vista geométrica como se observa en Figura 3. También se pueden observar
el diagrama de cuerpo libre del modelo, las reacciones de apoyos R1 y R2, los diagramas
de esfuerzos de momento flector y esfuerzo de corte como se observa en Figuras 3 y
Figuras 4.

R1=1.1
R2=1.9 P2,=1

M2=15

M1=1.65

FIGURA 3: vista grafica del primer modelo. Esquema de cuerpo libre y diagrama de momentos
flectores.
FUENTE: elaboracién propia

Ri1=1.1 e
] Lgnrani
;

Vv2=0.90

AT ]| 28 IRERED oA CORNRE JRNRC 77k
vi=14 V3=1.00

FIGURA 4: vista grafica. Esquema de cuerpo libre y diagrama de esfuerzo de corte del modelo 1.
FUENTE: elaboracion propia

Segundo modelo
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El segundo applet consiste en reproducir el modelo 2, que consta de una viga
simplemente apoyada, con dos voladizos y una carga uniformemente repartida a lo largo
de toda la viga. Las luces del tramo principal L2, y los voladizos L1 y L3 como la magnitud
de la carga q se pueden modificar utilizando los respectivos deslizadores. En figura 5 se
puede observar el diagrama de cuerpo libre del modelo, donde se visualizan las reacciones
de apoyos R1, R2 y el diagrama de momento flector.

R1=3.38 R2=413 12=5
- —

13=15

m2=1.12

FIGURA 5: vista grafica en GeoGebra, esquema de cuerpo libre y diagrama de momentos flectores del
modelo 2.
FUENTE: elaboracion propia

Las ecuaciones de momentos flectores para ambos modelos se programaron en el
applet, y para la determinacion de esfuerzos de corte se utilizo el comando Derivada para
cada uno de los tramos de la viga en ambos modelos.

En Figura 6 se presentan diversas configuraciones de las luces de los voladizos L1y
L3 y los diagramas de momentos flectores del segundo modelo. Este ejemplo permitiria al
alumno poder analizar las variaciones de los diagramas y de esfuerzos maximos en tramo
y apoyo para cada configuracion de luces. Se puede observar que los momentos en apoyos
debido a la luz de los voladizos disminuye el valor maximo en el tramo central de la viga.

3

N =)
232 =
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Diagrama de Momentos Flectores | Diagrama de Momentos Flectores | Diagrama de Momentos Flectores

parall1 =1.00myL3=150m. | paraL1=1.00myL3=0.00m. paraLl =150 my L3 =150 m.

FIGURA 6: variacion de diagrama de momentos flectores debido a diferentes configuraciones de luces
de los voladizos.
FUENTE: elaboracion propia

Actividades desarrolladas por los alumnos

Las actividades que se proponen para los alumnos consisten fundamentalmente en
modificar los pardmetros de la viga como luces y magnitud de cargas. Se trabaja en
visualizar como se modifica el momento flector en apoyo derecho, en el tramo de la viga
principal, para diferentes valores de P1 y P2.

Otro aspecto que se propone es que el alumno visualice de manera geométrica e
intuitiva, por un lado, y de manera analitica, por el otro, las relaciones, vinculaciones e
influencia entre cargas actuantes y geometria de la estructura, con la correspondiente
respuesta de la estructura, manifestada por las reacciones de apoyo y los correspondientes
diagramas de momentos flectores M y esfuerzo cortante V.

Para el primer modelo se prevé actividades que permitan visualizar como se
modifican reacciones, diagramas de momentos flectores y esfuerzos de corte para
diferentes configuraciones de cargas y luces de los voladizos.

En el segundo modelo es importante que se analice como se modifica el diagrama
de momentos flectores en tramo y apoyo y como varian los mismos para diferentes luces
de los voladizos. Otro aspecto que es importante es que el alumno pueda observar las
relaciones matematicas y funcionales entre cargas y diagramas V y M.

MODELO 1: En este modelo los alumnos deben trabajar con diferentes
configuraciones de cargas y luces para observar las variaciones de diagramas de momento
flector en tramos y apoyo. Las actividades que desarrollaron los alumnos se describen en
Tabla 3.

MODELO 2: el objetivo del trabajo es que el alumno establezca relaciones entre los
valores de los momentos flectores en el tramo principal de la viga y los apoyos para
diferentes configuraciones de luces L1, L2 y L3. Asimismo, al igual que en el modelo
anterior, visualizar las relaciones entre los estados de carga y los diagramas V y M. Las
actividades solicitadas a los alumnos respecto a este modelo se describen en Tabla 4.
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Tabla 3: Actividades desarrolladas por alumnos de acuerdo al Modelo 1

MODELO 1

L34‘ P1 ‘PQ

2 o

L1 LZ

Actividad 1: Considerando P1=2.0T,L1=
50m, L2 =10m. Indigue como se modifica
el diagrama de momentos flectores para P2

=0, P2=1.0tyP2=20L

Actividad 1 (A1)

Actividad 2: Considera P1=2.0t, L1=50 M,

L2 =0. Compare el diagrama de momentos

flectores con la configuracion P1=2.0t, L1=
BOM,L2=10m,P2=1.0t

Actividad 2 (A2)

Actividad 3: Para que valor aproximado de
Actividad 3 (A3) L1 los momentos en tramo y apoyo son
igualessiP1=20tyP2=10t?

Actividad 4: Indigue |3 relacidn entre
Actividad 4 (A4) Cargas, Diagrama de Momentos Flector y
Esfuerzo de Corte.
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Tabla 4: Actividades desarrolladas por alumnos de acuerdo al Modelo 2.

MODELO 2

L1, L2 .13

Actividad 1: Considerando g=1.0t/m, L2 =

5.0 m. Analizar los diagramas de Momento

Flector para distintas configuraciones de L1
y L3. éQué conclusiones obtiene?

Actividad 1 (A1)

Actividad 2:5iq=05t/m,L1=10m,L2=
Actividad 2 (A2) 45 m, para que valor de L3 los momentos
flectores positivos y negativos son iguales.

Actividad 3: Establezca conclusiones
Actividad 3 (A3) respecto a la variacién de momentos
flectores de acuerdo a las luces L1, L2, L3

Actividad 4: Indigue Iz relacion entre
Actividad 4 (A4) Cargas, Diagrama de Momentos Flector y
Esfuerzo de Corte.

4 - Resultados

Por un lado, se analiza en que nivel los alumnos alcanzaron respuestas satisfactorias
a las consignas propuestas, y por el otro, si existe correlacion entre los resultados de estas
actividades y los resultados de evaluaciones parciales donde debian resolver ejercicios
utilizando modelos numéricos, que evidencien, o no, la transferencia conceptual e intuitiva
al bordaje matematico de la situacion.

Las respuestas de los alumnos a cada una de las actividades planteadas para cada
modelo se calificaron siguiendo un rango numérico comprendido entre 0 y 3, donde 0
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implica que no responde, 1 que responde incorrectamente, 2 que responde en forma
parcialmente correcta y 3 que responde correctamente.

Los resultados obtenidos se presentan en la Tabla 5. De la misma se desprende que
los alumnos no tuvieron dificultades para responder las consignas 1 y 2 de cada uno de los
modelos, obteniendo notas cuyo promedio oscila entre 2,92 y 2,33, lo que representan el
97% y el 78% del maximo puntaje posible respectivamente. Estos resultados implican que
un elevado porcentaje de alumnos de la muestra logra identificar correctamente la variacion
de los diagramas de momento flector para diferentes configuraciones de cargas y luces.

Las actividades 3 del modelo 1 y las 3 y 4 del modelo 2, indican mayor dificultad
por parte de los alumnos para alcanzar respuestas satisfactorias, mientras que en la
resolucion de la actividad 4 del modelo 1 alcanza un puntaje promedio de 0,75 lo que
equivale al 25% del maximo puntaje posible. Los resultados obtenidos de estas actividades
implica que los alumnos pueden tener aun dificultades para establecer las relaciones
matematicas entre los estados de carga y los diagramas de esfuerzos cortante y momento
flector.

Tabla 5: Resultados obtenidos por los alumnos en las actividades realizadas

MODELO 1 MODELO 2
RESPUESTAS |ACTIVIDAD 1 |ACTIVIDAD 2 |ACTIVIDAD 3 (ACTIVIDAD 4 [ACTIVIDAD 1 [ACTIVIDAD 2 |ACTIVIDAD 3 |ACTIVIDAD 4
NO RESPONDE 0 1 1 9 1 1 6 5
RESPONDE 0 0 2 0 0 0 0 1
INCORRECTAMENTE
PARCIALMENTE 1 5 5 0 0 2 3 1
CORRECTA
CORRECTA 11 6 2 3 11 9 3 2
PROMEDIO 2.92 2.33 1.67 0.75 2.75 2.58 1.25 1.25
% 97.00 78.00 56.00 25.00 92.00 86.00 42.00 42.00

Por otro lado, un analisis entre los resultados obtenidos en estas actividades y las
notas obtenidas en el parcial donde los alumnos debian resolver numéricamente ejercicios
vinculados tematicamente a las situaciones planteadas en las actividades para resolver a
través de los modelos dinamicos (applets de Geogebra), revela que existe una muy baja
correlacion entre ambos resultados.

Conclusiones
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Los alumnos que participaron de la experiencia no manifestaron dificultades para
asimilar, y describir de manera cualitativa, basandose en modelos dinamicos y sus
representaciones graficas y de diagramas, las respuestas de una viga a modificaciones en
su sistema de cargas y en su geometria.

Evidenciaron dificultades medias para establecer relaciones cuando debian combinar
aspectos cualitativos con otros de caracter cuantitativo.

Tuvieron importantes dificultades para elaborar conclusiones cuando las mismas
involucraban varios elementos conceptuales y cuando debian introducir aspectos
cuantitativos.

La falta de correlacion entre los resultados obtenidos en las actividades con las
applets del software dindmico y las notas de los parciales evidencian dificultades en el
proceso de transferencia de aspectos con base en la ldgica concreta (modelos graficos,
esquemas) a la resolucion de situaciones donde deben utilizar pensamiento basado en
logica abstracta (modelos matematicos).

Las consignas de trabajo para los alumnos se redactaron integrando en cada una de
ellas aspectos conceptuales asociados al aprendizaje del disefio estructural, con modelos
matematicos asociados al calculo estructural. Esta integracion dificulta realizar
interpretaciones especificas sobre cada uno de estos componentes del proceso de
aprendizaje.

El uso de software dindmico GeoGebra constituye una herramienta didactica que
permite al alumno modificar pardmetros del problema, como por ejemplo luces de las vigas
y magnitud de cargas puntuales, permitiendo observar la variacion de los esfuerzos internos
de las vigas para diferentes configuraciones de luces y cargas. Esta posibilidad, que no
existe en los libros de texto, permite docente desarrollar materiales potencialmente
significativos como se menciona en la bibliografia.

Resulta necesario profundizar este estudio a los fines de elaborar conclusiones que
posibilite proponer estrategias educativas que aporten a la superacion de los obstaculos
identificados. En tal sentido, resultara interesante reformular las consignas de trabajo
diferenciandolas de manera que puedan identificarse herramientas y dificultades tanto para
el aprendizaje del disefio estructural, como del analisis y calculo estructural por separado.
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