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RESUMO

O estudo de sequéncias numéricas recorrentes costuma apresentar pouco espago de discussdo
no contexto dos livros de Historia da Matematica no Brasil. No context da formagdo do
professor de Matematica, a investigacao em torno de conceitos matematicos relacionados com
diferentes formas de representagdo de sequéncias numéricas recorrentes adquire importancia
estratégica. Assim, o presente trabalho apresenta propriedades geométricas relacionadas com
a nogdo de Tabuleiro que possui intima relagdo com a nogdo de sequéncia numeérica. Ademais,
a visualizagdo por intermédio do software GeoGebra permite explorar alguns exemplos de
Tabuleiros 2D/3D relacionados com as sequéncias numeéricas de Padovan, Pell e de Mersenne,
além de possibilitar a construgdo de um cenario de aprendizagem difereniado para o professor
de Matematica.

Palavras-chave: Historia da Matemdtica, Sequéncia numérica; Professor de Matemdtica.

ABSTRACT

The study of recurring numerical sequences usually presents little space for discussion in the
context of History of Mathematics books in Brazil. In the context of Mathematics teacher
training, research into mathematical concepts related to different forms of representation of
recurring numerical sequences acquires strategic importance. Thus, the present work presents
geometric properties related to the notion of Board, which is closely related to the notion of
numerical sequence. Furthermore, visualization using the GeoGebra software allows you to
explore some examples of 2D/3D Boards related to the Padovan, Pell and Mersenne numerical
sequences, in addition to enabling the construction of a different learning scenario for the
Mathematics teacher.

Key-words: History of Mathematics, Numerical sequence; Mathematics Teacher.
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Introducao

Os livros de Historia da Matematica (ESTRADA, 2000; EVES, 1969;
KATZ, 1998), de modo recorrente, dedicam amplo interesse ao estudo histérico da
sequéncia de Fibonacci que, de modo formal, se caracteriza pela seguinte relagao
de recorréncia F, = F, + F, ,, com os valores F, =0, F;, =1. Em nossos
trabalhos temos registrado consideravel escassez de investigagdes que, embora
amparadas por alguns argumentos relevantes, tais como previstos pela Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), mediante o estudo previstos de sequéncias
recursivas (MONTEIRO et al.2023)?, findam por impulsionar certas concepgdes
equivocadas e/ou imprecisas sobre a Matematica e propriedades com recorréncias.

Por outro lado, podemos recordar o caso de uma sequéncia numérica
recorrente menos explorada pelos livros de Histéria da Matemética, como no caso
da sequéncia de Pell, cujo nome ou nomenclatura e relagdo de recorréncia
correspondente ¢ definida por P, =2P +P ,, F,=0,B=1. Na Figura 1
conseguimos visualizar os dois exemplos, via nogdo de Tabuleiro.

The Fibonacci Board

The Pell Board

FIGURA 1: Koshy (2014, p. 76 — 77) descreve e compara o modelo para a abordagem
combinatdria e distingue as propriedades do Tabuleiro de Fibonacci e do Tabuleiro de Pell
FONTE: Koshy (2014)

Koshy (2014) exemplifica alguns elementos e formas de representacdo e
interpretagdo de ambas as sequéncias numéricas, quando recorda sua descri¢do via
Tabuleiro e a construgdo de um Tabuleiro de Fibonacci e de um Tabuleiro de Pell.
Na figura 1, conseguimos visualizar ambos 0s casos € sua interpretacao pictorica,
todavia, completamente estatica. Podemos reparar que o autor se esforca em
transmitir uma interpretacdo e significado 3D para o referido conceito de Tabuleiro
e que continua a ser empregado em inumeros trabalhos na atualidade.

2 Por exemplo, ao consultarmos o trabalho de Monteiro et al.(2023) identificamos que os
autores buscam relacionar a recorréncia que se costuma ser chamada de Fibonacci, e que se
constitui como um elemento de uma classe determinada de recorréncias homogéneas de 2*
ordem, de forma tUnica, exclusivamente pelos dois valores iniciais, com progressdes aritméticas.
Nao obstante, tal propriedade envolvendo progressdes pode ser verificada para toda classe, a
menos dos valores iniciais e, de modo particular, sequécia de Fibonacci ¢ um exemplo singular.
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Por outro lado, quando buscamos proporcionar itinerarios diferenciados para
a formacdo de professores de Matematica no Brasil, compreendemos que a
exploragdo da Tecnologia permite vislumbrarmos inimeras possibilidades de
aprendizagem no contexto da Historia da Matematica (ALVES, 2017; BUTON,
2007; STILLWELL, 2010). Com efeito, na Figura 2 trazemos uma constru¢ao
realizada com o software GeoGebra. Para tanto, consideramos um Tabuleiro 3D
(na cor rosa), constituido de células 3D e todas sdo enumeradas em ordem
crescente, da seguinte forma 1,2,3,4,5,....,n —2,n —1,n. Ademais, iremos
considerar dois tipos de ladrilhos (c€lulas) 3D. O primeiro ladrilho serd um
paralelepipedo branco, de dimensdes 1x1x1 e um segundo ladrilho paralelepipedo
cinza, de dimensdes 1x2x1 (Ver Figura 2). Tal constru¢do dindmica possibilita
explorar compreender propriedades importantes da nocao abstrata de Tabuleiro.

€ PELL - GeoGebra - o X
NI (g \'x If:. l_;!r'i = oo A; @ & N ABC O\ =
A T DEerodce: 2
Q A=(62
(O  B=(603313
QO =520
QO =530

b = Cubof(l; J,} LIPS
0 *

=1 a
QO  Q=(42
O R=(43

Entrada... @

FIGURA 2: Visualizacdo de tabuleiro (3D) que se relaciona com a sequéncia de Fibonacci e
pecas em forma de paralelepipedo
FONTE: Elaborado pelo autor.

Na literatura cientifica correspondente encontramos iniimeros trabalhos que
discutem pesquisas em torno da no¢do de Conselho, suas formas generalizadas e
uma diversidade de abordagens e suas correspondentes interpretagdes
(BENJAMIN; QUINN, 1999; 2003a; 2003b; BENJAMIN; PLOTT; SELLERS,
2008; DRESDEN; TULSKIKH, 2021; ZIQIAN; DRESDEN, 2022; DOSLIC;
PODRUG, 2022; KOSHY, 2001; 2014; 2019; BENJAMIN; WALTON, 2009).
Contudo, vale ressaltar que muitos desses trabalhos representam resultados de
pesquisas em Matematica Pura e sdo direcionados a um grupo restrito de
pesquisadores e especialista em ramo particular de pesquisa.
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Ao considerarmos a abordagem combinatoria de sequéncias numéricas via
no¢ao de Tabuleiro, de forma preliminar, nos deparamos com alguns autores que
exemplificam a interpretacao da sequéncia de Fibonacci. Por outro lado, no Quadro
1 apresentamos uma lista extensa de sequéncias numéricas e algumas delas ndo
possuem ou até o momento nao registramos trabalhos que indiquem propriedades
correspondentes, com destaque, por exemplo, no caso do Oresme sequéncia ¢ a
sequéncia de Narayanna. Além disso, numerosas propriedades relacionadas ao
conjunto de sequéncias mostradas no Quadro 1 podem ser direcionados ao contexto
da formacao de professores no Brasil (ALVES, 2022; ALVES; SOUSA, 2023).

Quadro 1: Exemplos de sequéncias numéricas recorrentes definidas por valores

iniciais
Sequéncia numérica Relacao de recorréncia algébrica
FIBONACCI -f;' =ﬁ1_] —|—-f;'_2’comf;) =0,ﬁ =1

TRIBONACCI T =T

n n-1

+7 ,+7T, ,,comT;=0,7=1,T,=1.

Te,=Te, ,+Te, ,+Te, ,+Te, ,, para valores iniciais

TETRANACCI Teo — I’Tel = 1,Te2 = 2,T€n =4

PADOVAN OR C.=C +C ,,com C,=1,C =1,C,=1.
COORDONIER

Tri

n+l

=Tri, +Tri_,+7Tri _,, para valores iniciais

HLRIDIDNER] Tri, =0,Tri, =1,Tri, =0,Tri; =1
PELL P ., =2P +P, ,,paravalores iniciais F, =0,H =1.

TRI-PELL P.,=2P +P +P .comP=0,P=LP=2.

LUCAS L. =L +L ,,comL,=1,L =3.

PERRIN 0,.,=0,,+0, ,,paravalores iniciais O, =3,0, =0.

M, ,=3M,, —-2M, ,com M,=0,M,=1.

MERSENNE

ORESME 0,,=0,,-1/40,,com O,=0,0,=1/2.

NARAYANNA | N =N +N,,,com N,=1,N, =1.
JACOBSTHAL | J =J +2J

n-1?

para valores iniciais J, =0,J, =1.

TRI-JJACOBSTHAL | J =J +J +2J ,,com J,=0,J =1=J,.

LEONARDO Le,  =2Le —Le, ,,com Le,=1,Le =1.
REPUNIDADES R, =10R +1,n>1,com R, =0,R =1.
NUMEROS T,=T, ,+(n—-DT, ,,com T, =1,7, =1.

TELEFONICOS

Fonte: Elaboragao do autor.
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A partir do Quadro 1, assinalamos que algumas das sequéncias numéricas
recorrentes indicadas ndo possuem ainda uma interpretacdo combinatoria via
Tabuleiro. Por exemplo, assinalamos o caso da sequéncia recorrente de Narayanna,
da sequéncia de Oresme e, por fim, a sequéncia dos nimeros telefonicos. (Alves;
Vieira; Catarino, 2023), indicada pela recorréncia 7, =7, , +(n—17, , € que
corresponde ao conjunto dos nuimeros telefonicos. Por outro lado, considerando
alguns resultados contemporaneos e formas diferenciadas de tratamento e da
formalizag@o envolvendo certos argumentos recorrentes no contexto da abordagem
combinatoria, na secdo subsequente abordaremos alguns pressupostos assumidos
por Tedford (2019) com o interesse de discutir a sequéncia de Padovan ou de
Cordonnier.

Nesse caso, colocaremos em evidéncias sua representacdao 2D, a fim de de
comparar com sua representacdo 3D. Mostraremos que a exploragdo da tecnologia,
por intermédio do software GeoGebra possibilita a exploracao da visualizagdo ¢ a
correlacdao de elementos de natureza numérica, algébrica e geométrica. Assim, por
intermédio do software GeoGebra, indicaremos alguns elementos visando a
mediagdo e a transposicdo didatica dos conhecimentos envolvidos em cada
situagdo, com amparo de manipulacdo com o GeoGebra.

1. Dois exemplos de abordagem combinatoria 2D: o caso da
sequéncia de Padovan e Mersenne

A partir do Quadro 1, assinalamos que algumas das sequéncias indicadas ndo
possuem ainda uma interpretagdo combinatéria via Tabuleiro. Por exemplo,
assinalamos o caso da sequéncia de Narayanna, da sequéncia de Oresme e, por fim,
a sequéncia dos nimeros telefonicos.

Vejamos de modo detalhado o caso da sequéncia de Padovan. Vamos
considerar as_seguintes pecas do Tahuleiro que indicaremos, segundo Tedford
(2019), por (dominos) e - (trimin6s). Em seguida, consideramos
algumas regras de composicao e descri¢do dos ladrilhos. De fato, definiremos o
seguinte elemento 3, e que define uma parti¢do em dois conjuntos, dos dominés (
D) e do triminds (7'): I, = DUT . Em seguida, de acordo com a descrigdo de
Tedford (2019, p. 291), indicamog_o _subconjunto D dos possiveis ladrilhos que
sempre terminam por um domind . E, por outro lIada_ao subconjunto 7" dos
possiveis ladrilhos que sempre terminam por um trimin6

Por exemplo, vamos determinar os elementos iniciais indicados por
3,,3,.3,,3,.3;. Considerando a definigdo anterior 3, = DUT, no caso J,
assumiremos que, fixando um 1 — Tabuleiro ndo € possivel realizar nenhuma forma

o~

de ladrilho, isto ¢, designaremos por J, =¢J e, numericamente, podemos indicar
por ‘31‘ =0=P,. Por outro lado, fixando um 2 — Tabuleiro concluiremos,
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naturalmente, que ocorre apenas J, = {1 domin()} UY, isto é, vemos que
|Sz| =1+0=1=F,. No passo seguinte, para um 3 — Tabuleiro, podemos inferir
que 3, =IU {1 trimin()} , isto ¢, determinamos que |i‘s3 =0+1=1=~.
Repetindo os argumentos anteriores, fixando um 4 — Tabuleiro, veremos que
3, ={1 domin6} U, isto ¢, podemos determinar que |J,|=1+0=1=PF,.
Nosso tltimo caso que exemplifica os argumentos anteriores, quando fixamos um 5
—  Tabuleiro temos as  seguintes  possibilidades indicadas  por
35 ={ tridomin('),dornin(')} U{domin('),tridomin(') } Portanto, determinaremos que
acontece a seguinte igualdade |SS| =1+1=2=PF,.

Na figura abaixo exemplificamos os casos de 1<z <9. Na coluna do meio
indicamos por D as configuragdes possiveis nor ladrilhos que correspondem aos
ladrilhos que acabam por um domind . Na ultima coluna a direita
conseguimos identificar os ladrilhos que acabam sempre por um triminos
Por exemplo, vemos a correspondéncia numérica: |S6| =1+1=2=PF,,
|3,|=2+1=3=PR, |3|=2+2=4="P,, |3,|=3+2=5="P,.

A partir da disposi¢do e dos casos exibidos nas Figuras 2 e 3 descrevemos
um modelo que envolve propriedades aritméticas, algébricas e geométricas, que
devem corresponder com a sequéncia numérica de Padovan.

Teorema (TEDFORD, 2019): Para todo inteiro z2>1. Considerando S _ac
formas de preencher com os seguintes ladrilhos (dominoés) e -
(triminds). Entdo, vale a seguinte relagdo |J,|= p, = P,_,.

Demonstra¢do. Com o amparo dos casos particulares anteriores, constatamos
que para 3J,,3,.3,,3,.3, temos a propriedade esperada. Neste caso, recordamos
que o elemento 3, que define uma parti¢do em dois conjuntos, dos dominos (D)
¢ do triminos (7'): 3, =DUT. Todavia, desde que |D|=pn_2 e |T|=pn_3,
consequentemente, encontramos que p, = |Sn =p,,+p,,. Finalmente, tal
relagdo coincide, de modo preciso, com a relagdo caracteristica da sequéncia de
Padovan. m

Na Figura 3, conseguimos visualizar algumas colunas que correspondem
com as propriedades desejadas e previstas pelo teorema 1. Embora grande parte dos
resultados, via abordagem combinatéria, presentes no trabalho de Tedford (2019)
envolve certos interesses especificos de pesquisa em Matematica Pura, sua
interpretagdo possibilita explorar tal assunto com professores de Matematica em
um nivel elementar.
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FIGURA 3: Visualizag@o de casos particulares e Tabuleiro 2D, na demonstragdo do Teorema
que corresponde com propriedades da sequéncia de Padovan
FONTE: Elaborado pelo autor.
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FIGURA 4: Visualizacdo de casos particulares Tabuleiro 2D, na demonstragdo do Teorema
que corresponde com propriedades da sequéncia de Padovan
FONTE: Elaborado pelo autor.

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v. 13, n. 3, p. 045-064, 2024 - ISSN 2237-9657




52

2. Visualizacao de Tabuleiro 2D/3D e o exemplo da sequéncia de
Mersenne

Consultando o Quadrol, podemos verificar que a sequéncia de Mersenne, em
sua forma homogénea, sem a presenga de constantes ¢ determinada por uma
relacdo ndo homogénea, com a presenga de constantes, De fato, vamos considerar a
relacdo de recorréncia M,  =2M,k +1, com valores iniciais definidos por
M,=0,M,=1e que correspondem com a sequéncia homogénea indicada na
defini¢do 1, vamos determinar algumas regras visando o preenchimento de um
Tabuleiro de ordem 1 x n, com quadrados l (na cor rosa) e com quadrados " (na
cor verde).

Na Figura 5 exemplificamos os casos particulares n=0,1,2,3,4,5. Em
seguida, definiremos o termo m, que designa a quantidade total de formas de
preencher um Tabuleiro de comprimento 7 . Para efeito de nossa correspondéncia,
definiremos preliminarmente que m, =0 e m, =1. Ademais, estabeleceremos as
seguintes regras:

a) Em todo ladrilho deve ocorrer ao menos um quadrado (na cor branca) na
célula de maior ordem (isto ¢, sempre a direita do Tabuleiro);

b) Nao podem ocorrer ladrilhos que utilizam, ao mesmo tempo, quadrados
verde e quadrados rosa, por exemplo, ladrilhos do tipo M ou BET o
podem ser empregados.

Assim, com amparo visual do diagrama, podemos verificar que m, =0= M,
, m=1=M,, m,=3=M,, m,=7=M,, m,=15=M,, m;=31=M,. Na
figura 5 trazemos o caso n =6 que corresponde aos seguintes valores numéricos
que correspondem aos elementos m, =31+31+1=63 =M. A partir das figuras 1
e 2 separamos os ladrilhos em trés grupos.

O primeiro grupo de ladrilhos constituido de ladrilhos apenas com quadrados
brancos. O segundo grupo com os ladrilhos determinados pelos quadrados na cor
verde e na cor rosa. Podemos verificar, nas figuras abaixo, que a quantidade de
ladrilhos quadrados na cor verde e na cor rosa sempre coincide.

Nas Figuras 5, 6 e 7 conseguimos comparar multiplas representacdes de
ladrilhos relacionados ao Tabuleiro e a sequéncia de Mersenne. Nas Figuras 5 e 6
conseguimos visualizar varios casos e, por intermédio de representacdes 2D,
determinadas propriedades geométricas, aritméticas e algébricas. Por outro lado,
quando consideramos apenas a Figura 7, temos a possibilidade de explorar e
manipular diversos angulos de observagao, visualizagdo e verificagdo intuitiva de
propriedades. Por exemplo, quando comparamos com as Figuras 5 e 6,
visualizamos a configuragao de propriedades de simetria que ocorrem na Figura 7,
agora, correspondem com suas representagdes 3D.
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FIGURA 5: Visualizag@o de ladrilhos 2D relacionados com a sequéncia de Mersenne
FONTE: Elaborado pelo autor.

O primeiro grupo de ladrilhos constituido de ladrilhos apenas com quadrados
brancos. O segundo grupo com os ladrilhos determinados pelos quadrados na cor
verde e na cor rosa. Podemos verificar, nas figuras abaixo, que a quantidade de
ladrilhos quadrados na cor verde e na cor rosa sempre coincide.

EREEEjLEEEN|EpEENE EEEN|E BEN
s [ O[ITe] [T e
I TR T] W]
DENDEIERREEES BN NN | BN
ENDREENRENENEN HiE B B
SO ECEIEE NN B HIE N
(] T T

RN | BN [

FIGURA 6: Visualizacao de casos particulares e ladrilhos 2D relacionados com a sequéncia de

Mersenne
FONTE: Elaboragao do autor.
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FIGURA 7: Visualizacao 3D do Tabuleiro e dos ladrilhos relacionados com a sequéncia de
Mersenne por intermédio da exploracdo do software GeoGebra.
FONTE: Elaborado pelo autor.

Reparemos que podemos estabelecer outra correspondéncia, afim de
determinar uma regra para a descri¢do do Tabuleiro de Mersenne. Com efeito, no
trabalho de Catarino; Campos e Vasco (2016) encontramos as seguintes relagdes
envolvendo o conjunto dos nimeros de Jacobsthal {J }ne[N e de Mersenne
{M }nE]N. Com efeito, Catarino; Campos e Vasco (2016) estabelecem as
relagoes 3-J,, = M,, (indices pares), 3-J,,,, —2=M,,,, (indices impares). (**)

Quadro II: Descri¢do de relagdes aritméticas entre Jacobsthal ¢ Mersenne.

n 0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
{J} o[ 1] 3 [7]15] 31 [63] 127 255

nelN
{M}neIN 01 1 3 5 11 21 43 85

Fonte: Elabora¢ao do autor.

Com o interesse de exemplificar o comportamento particular das relagdes
descritas por Catarino; Campos ¢ Vasco (2016), de modo preliminar, vamos definir
o termo j que designa a quantidade de ladrilhos que conseguimos formar, a partir
dos ladrilhos fixados e um Tabuleiro com dimensdes 2x n. Neste caso, 0s
ladrilhos sdo dois dominds 1x 2 e 2x 1, respectivamente, além de um quadrado
vermelho 2x 2. Na figura abaixo divisamos um Tabuleiro proposto por Koshy
(2019). Observamos que o problema aritmético consiste em determinar a
quantidade de ladrilhos que formamos com os trés ladrilhos fixados na figura 8. O
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resultado esperado ¢ uma correspondéncia numérica com a sequéncia de

Jacobsthal!

2xn 2x2 2x1

FIGURA 8: Visualizac¢do 3D do Tabuleiro e dos ladrilhos relacionados com a sequéncia de
Mersenne por intermédio da exploragdo do software GeoGebra.
FONTE: Elaborado pelo autor.

De modo preliminar, no caso n=0 vamos fazer corresponder e definir
Jo =1 e, aplicando um procedimento que corresponde, de modo alternado € com a
regra indicada em (**). Nesse caso, escreveremos 3- j, —2=3-1-2=1=m,. No
caso seguinte, para n =1, na figura abaixo, divisamos a possibilidade de empregar
apenas um domino 1x 2 e, empregaremos a regra 3-j, =3-1=3=m,. No caso
n=2, com amparo da figura abaixo, no caso da sequéncia de Jaconsthal,
determinamos a quantidade de ladrilhos j, =3 e, segundo a regra (**), vamos
determinar que 3-j,-2=3-3-2=9-2=7=m,. Em seguida, para n=3,
empregaremos o calculo direto 3-j,=3-5=15=m,. Na figura 10,
exemplificamos o caso n =4 e, de novo, determinaremos por uma inspecao direta
dos ladrilhos da figura e contagem que vale a seguinte relacdo aritmética
3-j,-2=311-2=33-2=31=m,.

Resumidamente, segundo as relagdes anteriores, conseguimos determinar
uma maneira indireta de contagem dos ladrilhos que correspondem com a
sequéncia de Mersenne: { M } 0,1,3,7,15,31,63,127,255,...} .

nelN {

. D ]\%% 3.j,-2=31-2=1=m,

n-1 D D D D 3.j,=31=3=m,
MIS ENS JI= JIS N
B0 | NS | .
s | N
— HH

i=35=15=m
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FIGURA 9: Determinacao e correspondéncia aritmética entre a sequéncia de Jacobsthal e de
Mersenne via ladrilhos, para o casos n=0,1,2,3.

FONTE: Elaborado pelo autor.
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FIGURA 10: Determinacao e correspondéncia aritmética entre a sequéncia de Jacobsthal e de

Mersenne via ladrilhos, para o casos n =4 .
FONTE: Elaborado pelo autor.

Benjamin, Plott e Sellers (2008) abordam a forma de preencher um tabuleiro
com os valores correspondentes com a Sequéncia de Pell que, de modo standard, ¢
descrita pela seguinte relagdo P, =2P + P .. nara os valores £, =0 P =1.
Assim, vamos considerar um quadrado branco [] , um quadrado preto e um
dominé na cor cinza I . Para tanto, os autores denotam p,=1=P que
corresponde a nenhum ladrilhamento inicial. Para p, =2 =P, que corresponde
preencher um 1 — tabuleiro de duas formas, com um quadrado branco e um
quadrado preto. Na sequéncia, para um 2 — tabuleiro, podemos verificar na Figura
2, inclusive os ladrilhamentos para um 3 — Tabuleiro e 4 — tabuleiros que
determinam as relagdes p, =5=PF,, p;,=12=PF, e p, =29=F,. (ver Figura 2).
Com amparo em um argumento combinatdrio, determinaremos que o respectivo
tabuleiro pode estar relacionado a partir do nimero indicado porp, =P, ,,n=0.
Na Figura 8 indicamos um Tabuleiro 2D, com dimensdes 1x#n e os ladrilhos
determinados.
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FIGURA 11: Tabuleiro 1 X 7 e os ladrilhos que correspondem com sequéncia numérica
recorrente de Pell proposto proposto por Benjamin, Plott e Sellers (2008)
FONTE: Adaptado de Benjamin, Plott e Sellers (2008)
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FIGURA 12: Tabuleiro 1 X 72 e os ladrilhos que correspondem com sequéncia de Pell proposto

por Benjamin, Plott e Sellers (2008).
FONTE: Adaptado de Benjamin, Plott e Sellers (2008)
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FIGURA 13: Visualizagdo 3D do Tabuleiro e dos ladrilhos relacionados com a sequéncia de
Pell por intermédio da explorag@o do sofiware GeoGebra.
FONTE: Elaborado pelo autor.

Na Figura 1 identificamos configuragdes de ladrilhos nos casos
n=1,2,3,4.Podemos fazer uma correspondéncia com o comportamento 2D/3D.

Antes de finalizarmos, iremos considerar a Sequéncia de Jacobsthal ¢
definida pela seguinte relagdo de recorréncia J, =J, | +2J, ,, € com os valores
iniciais indicados por J, =1,J, =1. Na figura 11, logo a seguir, conseguimos
identificar um Tabuleiro de dimensdes 3 x n e, ao lado esquerdo, ficam
determinados os ladrilhos de dimensdes 1 x 1 na cor branca, 2 x 2 na cor
vermelha. Mais uma vez poderemos comparar o Tabuleiro 2D, de dimensdes
3 x n com 0 nosso ultimo exemplo que exibimos na Figura 14.

[ Jaxy

- o 3t
(2 % 2)

FIGURA 14: Visualizagdo 2D do Tabuleiro e dos ladrilhos relacionados com a sequéncia de
Jacobsthal por intermédio da exploracdo do sofiware GeoGebra.
FONTE: Elaborado pelo autor.
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Na Figura 15 exibimos uma figura 3D que permite compreender a
exploracdo dindmica e de certas propriedades combinatérias que podem ser
exploradas com o recurso ao software GeoGebra.

-
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o

100
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FIGURA 15: Visualizagdo 3D do Tabuleiro e dos ladrilhos relacionados com a sequéncia de
Jacobsthal por intermédio da explorag¢ao do software GeoGebra.

FONTE: Elaborado pelo autor.

Na Figura 15 podemos verificar alguns angulos de visualizagdo e de
exploragdo de propriedades do Tabuleiro de Jacobsthal. De imediato, podemos
comparar as propriedades dinadmicas do Tabuleiro 3D na Figura 12 com a
representacao estatica da figura 11 e que corresponde ao Tabuleiro 2D da mesma
sequéncia numérica. Podemos observar que a exploracdo da tecnologia atual, por
parte do professor de Matematica, proporcionar vislumbrar cenérios de formagao
de professores que proporcionam a integragdo de assuntos matematicos, diante dos
avancos de tecnologia atual.

Finalmente, nas Figuras 16 a 17 conseguimos comparar dois modelos
teoricos. O primeiro corresponde ao Tabuleiro relacionado com a sequéncia de
Padovan ou de Cordonnier. Na Figura 16 indicamos sua descri¢ao, da maneira
como se mostra discutido em um artigo cientifico de Matematica Pura.
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FIGURA 16: Vieira, Alves e Catarino (2023) descrevem o Tabuleiro 2D de Padovan,
considerando um interesse pelos resultados e avancos em Matematica Pura.
FONTE: Vieira, Alves e Catarino (2023)

Por outro lado, o segundo modelo didatica visa proporcionar um ambiente de
investigacdo e de aprendizagem para professores de Matemdtica em formacao
inicial no Brasil. Ao lado esquerdo da Figura 17 vemos a exploragdo do Tabuleiro
2D, relacionado com a sequéncia de Fibonacci.
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FIGURA 17: Situagdo didatica de investigacdo matematica em relacdo a sequéncia de
Fibonacci (ao lado esquerdo) Padovan ou de Coordonier, com a participagdo de professores de
Matematica no Brasil.

FONTE: Vieira (2024).

A Figura 18 apresentamos uma visualizagdo dos primeiros casos do tabuleiro
em 3D da sequéncia de Padovan ou Cordonnier, vislumbrando por meio do
software GeoGebra. Desse modo, € possivel constatar que para o caso inicial tem-
se a presenca de um cubo preto. Para o segundo caso, tem-se a presenca de dois
cubos concatenados azuis, formando o domind na versdao em 2D. J4 para o terceiro
caso, apresenta-se um cubo preto, concatenado com o domin6 azul e o caso do
triminé cinza. Os demais casos seguem as combinagdes visualizadas e apresentadas
na figura.
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FIGURA 18: Tabuleiro de Padovan ou Cordonnier em 3D.
FONTE: Elaboragao do autor.
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Consideracoes Finais

Nas se¢Oes passados discutimos alguns exemplos sobre a relagdo de
sequéncias numéricas e a nogao de Tabuleiro, com énfase em sua representagao 3D
proporcionada pelo software GeoGebra (BARROS; ALVES; CATARINO;
SOUSA, 2024). Observamos que, no Brasil, podemos constatar varios autores de
Histéria da Matematica que consideram, de modo restrito, informagdes e
curiosidades originadas e relacionadas com a sequéncia de Fibonacci (ALVES;
VIEIRA; CATARINO, 2023; VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2023; ALVES,
2012). Por outro lado, no Quadro 1 indicamos um conjunto ampliado de sequéncias
numéricas recorrentes, cujo conhecimento e a necessidade de um aumento de
pesquisa se constitui como um assunto importante para a cultura matematica do
professor no Brasil.

Ademais, como indicamos nas se¢Oes anteriores, a abordagem combinatoéria
possibilita a introdugdo de representagdes inesperadas envolvendo sequéncias
numeéricas recorrentes e, em certos casos, como no caso da sequéncia de Mersenne
e da sequéncia Padovan, sua representacao e propriedades via Tabuleiro ocorreram
apenas recentemente. Em outros casos, deparamos informacoes recentes, de modo
restrito, apenas no contexto da circulacdo de artigos cientificos de Matematica Pura
€ que nao permitem um acesso maior do professor de Matematico. Para
exemplificar, em nossa ultima figura, trazemos a ilustragdo de um cenario de
aprendizagem envolvendo professor de Matematica e alunos.

A situagdo envolve busca investigar e descobrir propriedades aritméticas e
combinatorias relacionadas com a sequéncia de Padovan e o Tabuleiro 2D. No
cenario de aprendizagem que exibimos na Figura 15 os estudantes e professor de
Matematica vivenciam um processo de investigagcdo histérica, por intermédio da
compreensdo e do funcionamento dos conceitos de natureza aritmética, algébrica e
geométrica, com ampla relagdo com a nogao de sequéncias numéricas recorrentes.

Por fim, indicamos que a exploragdo do software GeoGebra permite explorar
multiplas relagdes de natureza conceitual, no campo geométrico, aritmético e
algébrico. Assim, por intermédio de suas potencialidades dinamicas e ndo estaticas,
como no caso dos Tabuleiros 2D/3D que exibimos na Figura 1 (Fibonacci e Pell),
na Figura 11 (Pell), na Figura 8 (Jacobsthal), ampliamos um cenario de
aprendizagem ao professor de Matemadtica e, consequentemente, impulsionamos
abordagens diferenciadas e criativas, sobretudo, em sala de aula, como o tema
Tabuleiro e sequéncias numéricas.

No contexto de inspira¢do de outras pesquisas, alguns aspectos discutidos
nas segdes predecessoras podem impulsionar uma perspectiva de interface de
Histéria da Matematica com a Tecnologia, mediante uma consideragdo de um
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carater histoérico evolutivo relacionado com a nocdo de sequéncias recorrentes
generalizadas (ALVES; CATARINO; VIEIRA; SPREAFICO, 2023).
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