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RESUMO

A assimilagdo de conceitos como equicontinuidade e convergéncia uniforme é desafiadora
devido a sua natureza abstrata e a complexa interagdo entre diferentes parametros presentes em
suas defini¢oes. O objetivo deste artigo é explorar o uso de ferramentas do sofiware GeoGebra
na visualizagdo dos conceitos de continuidade e convergéncia presentes no enunciado do
Teorema de Ascoli-Arzela. A metodologia se baseia no uso das ferramentas de Controle
Deslizante e Rastro do software GeoGebra para analisar a variagdo dos parametros presentes
nas defini¢oes dos conceitos estudados. As técnicas de visualizagdo exploradas sdo validadas
pela sua aplicagdo em exemplos e contraexemplos de cada conceito apresentado ao longo do
texto. Espera-se que as técnicas de visualizagdo apresentadas neste trabalho possam contribuir
para o ensino dos conceitos aqui estudados.

Palavras-chave: Teorema de Ascoli-Arzela; Equicontinuidade; Convergéncia Uniforme.

ABSTRACT

The assimilation of concepts such as equicontinuity and uniform convergence is challenging due
to their abstract nature and the complex interplay between different parameters present in their
definitions. The aim of this article is to explore the use of GeoGebra software tools in visualizing
the concepts of continuity and convergence present in the statement of the Ascoli-Arzela Theorem.
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The methodology is based on using the Tracing and Slider tools of the GeoGebra software to
analyze the variation of parameters present in the definitions of the concepts studied. The
proposed visualization techniques are validated by its application to examples and
counterexamples of each concept presented throughout the text. It is expected that the
visualization techniques presented in this work can contribute to the teaching of these concepts.

Keywords: Ascoli-Arzela Theorem,; Equicontinuity; Uniform Convergence.

Introducao

As disciplinas de Analise presentes nos cursos de graduagcdo em Matematica
trazem um desafio intrinseco, uma vez que os conceitos sdo apresentados de forma
mais rigorosa do que nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, onde a
intuicdo ¢ usada de forma mais ampla. Em sua Tese de Doutorado, Reis (2001)
investiga como a relagdo entre rigor e intui¢do encontra-se nos manuais didaticos de
Célculo e de Anadlise e conclui que “[...] refletem uma relacdo desigual e dicotomica
entre rigor e intui¢do na apresenta¢do dos contetidos, ocorrendo uma primazia do
primeiro elemento deste par tensional em detrimento do segundo” (Reis, 2001, p.
195).

A complexidade técnica da linguagem matematica usada em Andlise muitas
vezes ¢ ocasionada pela traducao de nog¢des topologicas presentes na investigagdo de
certos fendmenos como aproximagdo e convergéncia, que nos cursos de Calculo
costumam ser apresentados de forma mais intuitiva. Nesse sentido, Alves (2012)
entende que:

Um problema que se evidencia, portanto, nesta “transi¢do” entre
as disciplinas Calculo Diferencial e Integral - CUV* e a disciplina
Analise Real - AR, obrigatoria no Brasil, tanto em cursos de
licenciatura quanto em bacharelado, diz respeito ao modo
idiossincrasico pelo qual o estudante relaciona, ressignifica e

traduz conceitos matematicos no locus do ensino do CUV e,
posteriormente, no locus do ensino de AR (Alves, 2012, p. 166).

O maior nivel de rigor matematico requerido na disciplina de Andlise e a
consequente dificuldade na sua aprendizagem tem levantado questionamentos e
discussoes (Otero-Garcia; Baroni; Martines, 2013, Gomes et al, 2015, Moreira;
Vianna, 2016) sobre o papel desta disciplina na grade curricular de cursos de

Licenciatura em Matematica.

4 CUV abrevia a expressio Calculo em Uma Variavel.

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v. 13, n. 3 p.141-154, 2024 - ISSN 2237-9657




143

Uma alternativa para proporcionar uma melhor aprendizagem nesta disciplina
¢ o uso de artificios visuais que, além de proporcionar uma conexao entre sentencas
matematicas rigorosas € a nocdes intuitivas, contribuam para que o estudante
desenvolva sua propria representacdo intuitiva dos conceitos estudados. Pinto e
Scheiner (2015) analisam o uso de representacdes visuais por um estudante de
Analise e trazem a seguinte conclusao:

Veja que o recurso visual elaborado por Chris foi suficientemente
complexo para gerar componentes do conceito de limite de
sequéncia em diversos contextos. O uso de tal representacdo para
a construcao de argumentos formais pode ser experimentado (por
exemplo, como faz Chris), abrindo possibilidades para a pesquisa

em visualizagdo e ensino da analise matematica (Pinto; Scheiner,
2015, p. 652).

O curso inicial de Analise Real estuda, sob varios aspectos, o conjunto dos
numeros reais ¢ fungdes cujos dominio e contradominio sdo subconjuntos de R.
Sendo assim, muitos conceitos presentes neste curso apresentam uma significagao
geométrica facilitada uma vez que fungdes reais de varidveis reais tém seu grafico
contido em R?, fazendo-se natural o apelo geométrico no estudo de Analise. Em um
dos livros didaticos mais usados no Brasil para se estudar Analise, Lima (2013) faz
um acordo com o leitor: “Utilizaremos, porém, com frequéncia cada vez maior, a
linguagem geométrica segundo a qual nos referimos ao corpo R como ‘a reta’,
diremos ‘ponto’ em vez de ‘numero real’[...]” (Lima, 2013, p. 162).

O objetivo deste trabalho é promover a visualizagdo dindmica dos conceitos
de continuidade e convergéncia que estdo presentes nas hipoteses e na tese de uma
das versdes do Teorema de Ascoli-Arzela, facilitando assim a compreensdo do
teorema. Para esse proposito, contaremos principalmente com o software GeoGebra
e o uso de sua ferramenta Controle Deslizante, fundamental na visualizagdo do que

ocorre a medida que mudamos o termo da sequéncia de funcdes e o valor da variavel.

2. GeoGebra no ensino de Analise e 0 Teorema de Ascoli-Arzela

O bom uso do software GeoGebra ja se mostrou capaz de proporcionar a
visualiza¢do de varios conceitos presentes na Analise Real como podemos ver nas
pesquisas de Alves e Neto (2012), Alves, Fontenele e Lucas (2016), Mazzi (2014),
Lacerda et al (2020) entre outros.
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Mazzi (2014) apresenta um exemplo experimental de como o software
GeoGebra pode ser usado tanto na visualizagdo e compreensao de ideias matematicas
como na elaboragdo e refutagdo de conjecturas, elementos valiosos para o processo
de aprendizagem. Nascimento e Esquincalha (2017) construiram o GeoGebra Book
‘Mathlets para o Ensino de Calculo e Andlise’ com o intuito de oferecer
possibilidades para professores e alunos dessas disciplinas. Nesta ocasido, foram
dispostos mathlets na plataforma on-line do sofiware GeoGebra contemplando

varios assuntos de Analise como limites, derivadas e integrais.

Sobre o conteudo especifico de sequéncias de fungdes, a Unica pesquisa
encontrada em portugués que contemplava a visualiza¢do com o arrimo do software
GeoGebra foi a de Alves, Fontenele e Lucas (2016), que teve enfoque na
visualizacdo do fendmeno de convergéncia de sequéncias de fungdes.

O Teorema de Ascoli-Arzela pode ser enunciado de varias formas, algumas

delas mais gerais que outras. Vamos considerar o seguinte enunciado:

Teorema 1. Seja (f;,),ey Uma sequéncia de fungdes continuas f,,: [a, b] — R. Se
(fn)nen € uniformemente equicontinua e uniformemente limitada, entdo (f,,)nen

admite uma subsequéncia (f;,) e uniformemente convergente.

Na obra de Lima (2013), uma versao um pouco mais geral (que considera uma
sequéncia de fungdes equicontinuas definidas sobre um conjunto compacto K < R
qualquer) se situa na se¢do intitulada ‘Equicontinuidade’, no inicio da qual Lima
ressalta que:

Nosso objetivo agora ¢ determinar sob que condigdes a respeito
de um conjunto E de fungdes continuas (todas com o mesmo
dominio) pode-se garantir que qualquer sequéncia com termos
fn € E possui uma subsequéncia uniformemente convergente.
Este tipo de questdo ocorre com certa frequéncia em Analise:
basta citar o Calculo das Variagdes, a Teoria das Equagdes

Diferenciais e as Fungdes de uma Variavel Complexa (Lima,
2013, p. 405).

A versao de Teorema de Ascoli-Arzela adotada neste trabalho se justifica pelo
fato de que o grafico de uma func¢do continua ¢ conexo quando seu dominio ¢ um
intervalo fechado, o que contribui para uma melhor visualizacdo. Além disso, a
versdao que utilizamos impoe a condi¢do de ‘equicontinuidade uniforme’, o que ndo
enfraquece nosso enunciado uma vez que, desde que K < R seja compacto,
“[...]Todo conjunto equicontinuo de fungdes f:K — R ¢é uniformemente
equicontinuo” (Lima, 2013, p. 409).
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3. Conceitos de continuidade

Nesta secdo abordaremos os conceitos de continuidade, equicontinuidade e
equicontinuidade uniforme. Como artificio visual para a apreciagdo destas
propriedades, definiremos o conceito de e-retangulo de uma fungdo em um ponto do
seu dominio, o que pode ser visualizado com o arrimo no software GeoGebra e serve

como uma traducao visual para as defini¢cdes de continuidade estudadas.

O conceito de continuidade foi bastante desenvolvido no século XIX quando,
por exemplo, Cauchy formulou uma defini¢do de continuidade utilizando nog¢des de
infinitésimos:

Em outras palavras, a funcdo f(x) permanecera continua com
respeito a x dentro dos limites dados se, dentro desses limites, um
acréscimo infinitamente pequeno da variavel sempre produz um

acréscimo infinitamente pequeno da propria funcio (Bottazini,
1986, p. 105).

Vamos visualizar a definicao de continuidade no contexto do teorema:

Definicdo 1. Uma fungdo f :[a,b] — R ¢é continua em p € [a, b] se, para todo
€ > 0, existe § > 0tal que |x —p| < § implica |f(x) — f(p)| <e.

Esta defini¢do nos diz que f é continua em p se, para todo € > (), é possivel
escolher 6 > 0 de modo que o pedago do gréafico de f que fica sobre o intervalo (p —
6,p + 6) estejano retdngulo (p — 6,p + &) X (f(p) — &, f(p) + €).

Ao longo deste trabalho um retangulo qualquer que cumpra a condi¢@o acima
para um valor de € dado serd chamado um e-retiangulo de f em p. Assim, a fungao
f ¢é continua em p se, para todo € > 0, existe um e-retangulo de f em p.

Na figura 1, observamos que a fungio f: R — R dada por f(x) = x? se x < I
e f(x) =x+1sex = [nido ¢ continua em p = /, pois para valores de &€ menores
que 1 ndo € possivel obter um e-retangulo de f emp = 1.

Ao inserir ‘e’ na caixa de entrada do software GeoGebra, cria-se um Controle
Deslizante sobre o valor de €. O mesmo procedimento pode ser feito com §. Como
f (1) = 2, buscamos construir um &-retdngulo de f em p = / considerando o
poligono formado pelos pontos A = (/ +6,2+¢), B=({U+6,2—¢),C=({—
6,2—¢)eD = (I —6,2+ ¢). Entdo, percebemos que ao estabelecer um valor de €
menor que / (o que pode ser feito de forma dinamica com o Controle Deslizante),
sempre existirdo pontos do grafico de f que estdo sobre o intervalo (/ — 6,1 + &)
mas estdo fora do retangulo (/ — 48,71+ 6) X (2—¢,2+ ¢), determinado pelos
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pontos A, B, C e D, para qualquer valor de § (condigdo verificada ao variar o valor
de § com o controle deslizante). O applet usado para a visualizagdo deste exemplo
esta disponivel na plataforma on-line do software GeoGebra®, onde pode ser
explorado com mais detalhes.

A0 4L N e Q=
o) §=075 A @
0 ® 10 3
© w={Xt o
s : caso contrdrio f@) = 55(1_2 Lo+ \,IE)
425
=028 :
e ° : B
0 ® 1 ® &= 0,26
5-075
P = Ponto(f) H R
= (L2) ® P=(1,2)
A=(1+42+¢) : (1-5,1+3) x (2-£,2+5)
O 15
= (L75,2.8)
B=(1+42-¢)
O
= (175, 1.73) :
C=Q1-d2-¢9)
@]
= (025, 1.73)
05 &
D=(1-42+¢)
©
= (0.25.2.28)
Q
P q1 = Poligono(A, B, C,D) : - s 0 oe ! e 2 25 3 7
= 083 ar

FIGURA 1: Grafico de uma fung¢ao descontinua
FONTE: Elabora¢ao dos autores

Na defini¢do de continuidade, o valor de § depende do ¢ pré-fixado e do ponto
p. No caso de uma sequéncia de fungdes continuas (f;,)ne, fixados e >0ep €
[a, b], o valor de § pode ser diferente para cada fungdo f,. Nesse contexto, a
condi¢do de equicontinuidade ¢ mais rigida uma vez que o valor de § associado a p
¢ unicamente determinado pelo valor de ¢.

Definicao 2. Uma sequéncia de fungdes (f;,),en € equicontinua em p se, para todo
€ > 0 pré-fixado, existe § > 0 tal que |x —p| < § implica |f,(x) — fL,(p)| <&,
qualquer que seja f;, € {fy}nen-

Assim, a continuidade de todas as fungdes f,, em p leva a escolha do mesmo
valor de § para cada ¢ > 0 pré-fixado.

> https://www.geogebra.org/m/kpxrffki
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Na visualizagdo da condicdo de equicontinuidade no exemplo a seguir,
observamos que as dimensdes de um e-retangulo de f,, em p podem ser as mesmas

para todas as fung¢des f;,, podendo mudar somente quando mudamos o ponto p.

Na figura 2 consideramos a sequéncia (f;,)nen de fungdes f,: R — R dadas
por f,(x) = x™ e podemos ver que as dimensdes de e-retangulos de f,, em p = I
para € = (,5 variam com n uma vez que, dado & > 0, podemos tomar § = Ve + [ —
1 e obter um e-retangulo de f,, em p = / com a maior base possivel. Portanto, a
sequéncia de fungdes (f,;)neny N0 € equicontinua em p = /.

@ ” @

b=+ -1

n=1

G

§={e+1)-1

n=3

@

s={(e+1)-1

n=4

®

FIGURA 2: Variagio do &-retangulo de f,, em p = |
FONTE: Elabora¢do dos autores

Ao inserir ‘f,,(x) = x™’ na caixa de entrada do software GeoGebra, cria-se um
Controle Deslizante sobre o valor de n. Ao clicar com o botdo direito do mouse no
grafico obtido e habilitar o botdo ‘Exibir Rastro’ e mover o Controle Deslizante para
o valor de n, podemos ver a progressdo da sequéncia (fy,)ney. ApOs criar um
Controle Deslizante para o valor de ¢ e definir § = Ve + I — 1, construimos um &-
retangulo de f,, em p = / definindo o poligono formado pelos pontos A = (I +
6,1+¢),B={U+81—-¢),C={U—-61—¢)eD =(—6,1+¢),umavezque
fn(1) = I para todo n. O applet usado para a visualizacdo deste exemplo esta
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disponivel na plataforma on-line do software GeoGebra®, onde pode ser apreciado
com mais detalhes.

Agora, ao considerar a sequéncia (f,)ney de funcgdes f,,:R — R dadas
porf,(x) = x? + 1/n observamos que esta sequéncia ¢ equicontinua em todo p € R
uma vez que, fixado € > 0, é possivel obter um e-retdngulo de f, em p com as
mesmas dimensdes para todo n, a saber, podemos tomar § = \/sz — |p|. Por
exemplo, na figura 3 podemos observar como as dimensdes do e-retangulo de f,, em
p = 0 para € = (,5 permanecem as mesmas a medida que o valor de n ¢ alterado
com o controle deslizante.

B]a PO O &N = Q=
o ¢ : 2 &
1 ® (U}
fn(x):><z-+—3 :
@ " 2 £=05
= ><2+l
* falz) = 7;“+% -
e=05 H n=4
© 0 ® 1o ” @®
O =0 : x=0
0@ IC) )
§=(e+)ior : S=etrn—x
= 0.7
C=(r—4f(+e)
O
= (07, 0.75)
o D = (r—35f(r)—¢) i A (oS0 P )< 1, (%) 7€) 5 3 s 3 K
= (:0.7,-0.25)
A= (=56 (0)=2) : s

= (0.7, 0.75)

B=(r+4k(r)—¢)

FIGURA 3: Dimensdes do £-retangulo de f,, em p = 0 para € = 0,5
FONTE: Elabora¢do dos autores

Na condi¢ao de equicontinuidade uniforme as dimensdes do e-retangulo de f,,

em p podem ser as mesmas, quaisquer que sejam f,, € {f;,}nen € P € [a, b] pois o

valor de § ¢ unicamente determinado pelo valor de € e ¢ 0 mesmo para todo p:
Definicao 3. Uma sequéncia de fungdes (f;,)nen € uniformemente equicontinua
se, para todo € > 0 pré-fixado, existe § > 0 tal que |x —p| < & implica |f,,(x) —
fu(@)| <&, quaisquer que sejam p € [a,b] e f,, € {fy}nen-

Ao considerar a sequéncia (f,;)ney de fungdes f,,: R — R dadas por f,(x) =

x’ + 1/n, podemos observar na figura 4 que se variarmos o ponto p, as dimensdes

% https://www.geogebra.org/m/drbxgn
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do e-retangulo de f,, em p de maior base possivel mudam até mesmo para n fixado.
Assim, concluimos que a sequéncia f,(x) = x?+ I/n é equicontinua em cada

ponto p, mas nao ¢ uniformemente equicontinua.

Na constru¢do da visualizagcdo deste exemplo temos interesse particular na
possibilidade de mudar o ponto do grafico a ser analisado livremente. Com este
objetivo, definimos o ponto P = (7, f,(r)) de modo que ¢ criado um Controle

Deslizante para o valor de r. Ap6s criar um Controle Deslizante para o valor de &,

definimos § = Ve + 12— |r|. O e-retangulo de f,, em (p, f,(p)) fica definido pelo
poligono de vértices A= (r+96,f,(r)+¢), B=0+34,f,0)—¢), C=(r—
O, f[n(r)y—€e)eD = (r =24, f,(r) + €). A ferramenta de Rastro pode ser usada para
visualizar a mudanca nas dimensdes desse retangulo ao variar o valor de r. O applet
usado para a visualizagdo deste exemplo, usado para elaborar as figuras 3 e 4, esta
disponivel na plataforma on-line do software GeoGebra’.

k]t #1420 © LN =2 Q =
n=i N 3
® | C
1 ® 0 @ 25
1 :
) = 4 :
6=~ n £=05
= x4l
¢ .
=05 n=4
O 0 . Q
: o
r=
@
0
5= (€+rz)§ - (x-0.x+0) x (f,(x)-£,f (x)+€)
F=Ve+x2 —x
= 022
C=(r=6f{)+e)
(@)
= (0.78, 1.75)
D = (r—4,f(r) - i
O 4 n=¢) -1 05 0 05 1 15 2 25 3 a ]
= (0.78, 0.76)
A= (r+850)+e)
05 Q
= (122, 1.75)
B = (r+8,5(r)—c)

FIGURA 4: Dimensdes do &-retangulo de f,, para € = 0,5 quando p varia
FONTE: Elabora¢do dos autores

Se considerarmos a sequéncia (f,)nen de fungdes f,:R — R dadas por
fn(x) = x + 1/n, podemos observar que as dimensdes dos e-retangulos de f,, em p
podem ser preservadas ao variar n - € portanto (f;,),en € €quicontinua em todo p - e
tambern ao variar p - e portanto (f;,),en € uniformemente equicontinua (veja figura
5).

7 https://www.geogebra.org/m/dsqbaffs
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O processo de construcdo da visualizacdo deste exemplo ¢ realizado de forma
analoga ao descrito anteriormente. Destacamos apenas que, neste exemplo, tomamos
simplesmente § = &, 0 que ocasiona a preservacao das dimensdes dos e-retangulos
obtidos. O applet usado para a visualizagdo deste exemplo estd disponivel na
plataforma on-line do software GeoGebra®.

¢

FIGURA 5: Dimensdes do &-retangulo de f,, para € = 0,5 quando p e n variam
FONTE: Elaboragdo dos autores

Note que, no caso em que a sequéncia (f,)ney S€ja uniformemente
equicontinua, ¢ conveniente usar a nomenclatura simplificada de e-retangulo da
sequéncia (f;,),en uma vez que as dimensdes dos e-retangulos de f,, em p podem
ser preservadas ao variar tanto n como p. Além disso, ¢ importante lembrar que
toda sequéncia equicontinua (f;),ey de funcdes f,:[a,b] — R sempre sera
uniformemente equicontinua uma vez que seu dominio ¢ um conjunto compacto.

4. A convergéncia uniforme

A nog¢do de convergéncia uniforme foi inicialmente estudada no contexto de
séries de fungdes e faz parte de uma das discussdes mais controversas na historia da
Analise Matematica sobre o conceito de convergéncia usado por Cauchy em um de
seus teoremas (Gray, 2015).

Nesta secdo trabalharemos o conceito de convergéncia uniforme que esta
presente na conclusdo do Teorema de Ascoli-Arzela. Para este propoésito definiremos
o conceito de e-faixa de uma fungdo e, com o intuito de realizar uma comparagao,
trabalhamos o conceito de convergéncia pontual para o qual desenvolvemos o
artificio visual denominado aqui por e-segmento de uma fungdo em um ponto.

8 https://www.geogebra.org/m/gijtctxg9
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Definicao 4. Uma sequéncia de fungdes (f,,)nen converge uniformemente para
f se, para quaisquer x € [a,b] e € > 0, existe ny, € N tal que n > n, implica

Ifn() = fF()| <e.

A condi¢do de convergéncia uniforme pode ser visualizada da seguinte forma:
dado € > 0, considera-se a e-faixa de f, definida por {(x,y): x € [a, b], f(x) —
e <y < f(x)+ &} Entio (f,)ney convergira uniformemente para f se existirn, €
N tal que, para todo n > n,, o grafico de f, esteja totalmente contido na e-faixa de

f.

Outro conceito de convergéncia que ndo estd presente na conclusdo do
Teorema de Ascoli-Arzela mas que ¢ muito importante € o de convergéncia pontual:

Defini¢ao 5. Uma sequéncia de fungdes (f,,) e converge pontualmente para f se
a sequéncia numérica (f,, (p))nen converge para f(p) para todo p € Dy. Em outras
palavras, dado € > 0, para cada p € Dy existe n, € N tal que |f,(p) — f(p)| <e,

para todo n > n,,.

A condig¢do de convergéncia pontual pode ser visualizada da seguinte maneira:
dado & > 0, para cada p € Dy considera-se 0 e-segmento de f em p, definido por
{(p,y): f(p) —e <y < f(p)+ €}. Entdo (f;,)ney convergira pontualmente para
f seexistirn, € N tal que, para todo n > n,, o ponto (p, f,,(p)) esteja contido no
e-segmento de f em p. Note que a unido dos e-segmentos de f compde a e-faixa de
f.

Por exemplo, sabemos que a sequéncia (f;,)nen de fungdes f,,:[0,1] — R
dadas por f,(x) = x™ converge pontualmente para de fung¢do f :[0,/] — R dada
por f(x)=0se 0 < x<1Ie f(l)=1, uma vez que € conhecido que (a™),en
converge para () sempre que |a| < / (Lima, 2013, p. 112). No entanto, (f;,) ey ndo
converge uniformemente uma vez que o grafico de nenhuma f,, nao esté inteiramente
contido numa &-faixa de f para ¢ suficientemente pequeno, como pode ser visto na
figura 6.

Como o grafico da fungdo limite f tem duas componentes conexas, fato que
decorre da descontinuidade de f, a e-faixa de f foi construida em duas etapas. Uma
das componentes do grafico de f € o conjunto [0,]) X {0}, entdo consideramos o
interior do poligono de vértices A = (0,¢), B = (0,—¢), C = (I,&) e D = (I,—¢).
Quanto a outra componente, o ponto (/,/), consideramos o segmento EF
determinado pelos pontos E = (1, + ¢) e F = (1,1 — €). Ao variar os valores de ¢

e n com o Controle Deslizante, podemos concluir que a convergéncia da sequéncia
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(f)nen para a fungdo f nao € uniforme, pois existirdo pontos do grafico de f,, fora
da e-faixa de f quando ¢ for suficientemente pequeno.

Quanto a convergéncia pontual, definimos o ponto P = (7, f,,(r)) juntamente
com um Controle Deslizante para o valor de r. Fixados os valores de ¢ e de 7,
movemos o Controle Deslizante do valor de n para um valor grande suficiente até
que observe-se que o ponto (7, f,, (1)) esteja na e-faixa de f. Note que o valor de n
buscado pode ser muito alto, o que pode requerer uma edi¢do no intervalo do
Controle Deslizante para o valor de n e, em alguns casos, dificultar a visualizagao
da convergéncia pontual. O applet usado para a visualizagdo deste exemplo esta
disponivel na plataforma on-line do sofiware GeoGebra®.

B2 004N =+ =
@ f(x):{o 0£x<1

<
®

@

{6y) 1 0<x<Lf(x) —e <y <F(x)+<}

0, 0<x<1
'("):{ 1, x=1

O ' ) 02 0 DZ{ 04

ql = Poligono(A, B, D, C)

= n10

FIGURA 6: Grafico de f;, ndo contido em £-faixa de f
FONTE: Elabora¢do dos autores

Consideracoes finais

A exploracdo realizada neste trabalho proporciona uma conexdo entre as
senten¢as matematicas rigorosas que definem as condi¢des de equicontinuidade e
convergéncia e a intuicdo geométrica. Vale ressaltar que em nossas pesquisas nao
encontramos uma aplicagao do software GeoGebra para a visualizagao de condigdes
como equicontinuidade e equicontinuidade uniforme de fungdes, elementos
fundamentais no enunciado do Teorema de Ascoli-Arzela. Nessa perspectiva,

construimos os conceitos de e-retangulo, e-segmento e e-faixa de uma funcao que

? https://www.geogebra.org/m/uzxf2xuc
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facilitam a linguagem utilizada na transicdo entre escrita matematica e apelo
geométrico uma vez que estes artificios trazem uma visualizagdo geométrica da
complexa relacao entre diferentes parametros presentes nas defini¢cdes dos conceitos
estudados.

A possibilidade da visualizagdo de fendmenos de equicontinuidade e
convergéncia uniforme, cujas defini¢des apresentam elevado grau de rigor técnico,
exibidos na sequéncia de exemplos apresentada revela o potencial das ferramentas
do software GeoGebra como artificios a serem utilizados no ensino de Analise Real.
Além disso, observamos que a percepgao visual proporcionada pelas ferramentas de
Rastro e Controle Deslizante tem sua importancia também no que diz respeito a
terminologia das defini¢des estudadas. Por exemplo, na equicontinuidade uniforme
¢ possivel observar que as dimensdes dos e-retangulos de f,, em p sdo as mesmas
quaisquer que sejam de n e p, proporcionando assim a percepgao visual da condigdo
de uniformidade.

Os exemplos e contraexemplos apresentados foram escolhidos de modo que a
abordagem dos conceitos estudados fosse validada, uma vez que nos propomos a
visualizar o que ocorre quando as condi¢cdes de continuidade, equicontinuidade,
equicontinuidade uniforme e convergéncia uniforme nao sao satisfeitas.
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