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RESUMO

Apresentamos neste trabalho alguns resultados sobre trigonometria esférica e os empregamos na resolugdo de problemas
de navegagdo envolvendo distancias entre pontos sobre o globo terrestre. Com o intuito de facilitar a visualizagdo e a
localizagao, desenvolvemos um applet no GeoGebra 3D que simula o planeta Terra, exibe pontos na superficie terrestre
ao fornecer a latitude e a longitude e calcula a distancia entre eles. Concluimos que o GeoGebra ¢ uma ferramenta eficaz
no estudo da Geometria Esférica, podendo ser utilizada tanto nos cursos de licenciatura como também na educagdo
basica.

Palavras-chave: GeoGebra; Geometrias Nao- Euclidianas; Trigonometria Esférica.

ABSTRACT

In this work, we present some results on spherical trigonometry and use them to solve navigation problems involving
distances between points on the globe. In order to facilitate visualization and location, we developed an applet in
GeoGebra 3D that simulates planet Earth, displays points on the Earth's surface by providing latitude and longitude and
calculates the distance between them. We conclude that GeoGebra is an effective tool for studying Spherical Geometry
and can be used both in undergraduate courses and in basic education.

Key-words: GeoGebra; Non-Euclidean Geometries; Spherical Trigonometry.

Introducao

Ao longo da evolu¢do humana, a geometria desempenhou um papel essencial, atuando como
um elo entre a curiosidade inata do ser humano e a compreensao do mundo ao seu redor. Desde os
primoérdios, quando nossos antepassados usavam nogdes geométricas rudimentares para construir
abrigos e delinear territérios, até os avancos contemporaneos em ciéncia e tecnologia, a geometria
tem sido uma ferramenta fundamental.
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De acordo com Strogatz (2022, p. 25), sobre essa conexao da geometria com as civilizagdes
temos:

Juntamente com os ntimeros, as formas também eram importantes. No Egito Antigo, a medigao
de linhas e angulos era de suma importancia. Todos os anos, os agrimensores tinham de
redesenhar os limites dos campos dos agricultores, pois as inunda¢des do Nilo os destruiam no
verdo. Mais tarde, essa atividade deu nome ao estudo das formas em geral: o termo “geometria”
vem das palavras gregas ge, “terra”, ¢ metres, “medidor”. (STROGATZ, 2022, p. 25).

A formalizagdo da Geometria teve seu apogeu por volta de 300 a.C. quando o matematico grego
de Alexandria, Euclides, sistematizou e organizou boa parte do conhecimento de Geometria da época
na sua famosa obra Elementos, fundamentada em cinco postulados e composta por treze volumes.

O quinto postulado, cuja formulagdo ¢ equivalente a afirmacao: “Por um ponto fora de uma
reta passa uma Unica reta paralela a reta dada”, gerou muita controvérsia desde seu aparecimento,
pois muitos questionavam se de fato seria um postulado, ou se poderia ser obtido como consequéncia
dos demais. Os questionamentos referentes ao quinto postulado perduraram por mais de dois mil anos
e sua negacao deu origem as chamadas geometrias nao euclidianas.

O inicio do século XIX encontrou o obstinado enigma do Quinto Postulado ainda sem solug@o.
Mas ndo se deve ficar com a impressdo de que os esforgos para provar o Postulado, feitos ao
longo de mais de vinte séculos, tenham sido totalmente infrutiferos. Lenta, mas seguramente,
eles direcionaram as especula¢des dos gedmetras a ponto em que a descoberta da geometria

Nao Euclidiana nao poderia ser adiada por muito tempo (WOLFE, 1945, p. 44, tradugdo
nossa).

Além disto, tais questionamentos permitiram formulagdes mais precisas da geometria
euclidiana, como a do matematico alemao David Hilbert (1862—1943). Nesta formulagdo, a negagao
do quinto postulado d& origem a Geometria Hiperbdlica, pois os postulados anteriores permitem
concluir a existéncia de reta paralela através de um ponto a reta dada (REZENDE; QUEIROZ, 2008,

p. 56).

A Geometria Eliptica surge quando, juntamente com a negagdo do quinto postulado (quando
nao se admite a existéncia de reta paralela a uma reta dada através de um ponto), os axiomas de ordem
sdo substituidos pelos axiomas de separagdo (COSTA; SANTOS, 1990, p.19). A superficie de uma
esfera, com as circunferéncias maximas sendo adotadas como retas, ¢ um modelo de Geometria
Eliptica (WOLFE, 1945, p. 177). E o ambiente natural para o estudo de questdes relacionadas a
distancia entre pontos no globo terrestre. As relagdes trigonométricas na esfera nos permitem resolver
questdes que surgem em astronomia e navegagao.

Importante destacar que iremos considerar o formato do globo terrestre como uma superficie

esférica, embora, na cartografia, a forma da superficie terrestre seja definida como uma superficie
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equipotencial do campo gravitacional da Terra, chamada geoide. Em outras situagdes, adota-se o

formato como sendo o de um elipsoide (IBGE, 2024).

Neste trabalho, abordamos duas relagdes trigonométricas fundamentais na esfera, a Lei dos
Cossenos para os Lados ¢ a Lei dos Cossenos para os Angulos, que serdo aplicadas na resolucio de
problemas relacionados a navegacdo. A solucdo de tais problemas exige a localizagdo de pontos no
globo, dadas sua latitude e longitude. O uso de um software de geometria dindmica possibilita uma
maior interatividade a medida em que se manipulam os pontos sobre a superficie da esfera. Além
disso, ele facilita a visualizagdo, permitindo assim uma melhor compreensdo dos problemas. Nesse
sentido, desenvolvemos um applet no GeoGebra 3D que, além de localizar os pontos sobre a
superficie esférica, também calcula distancias em fungao da latitude, longitude e determina a direcao

(bearing).

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. Na primeira se¢do, fazemos uma breve
retomada de alguns conceitos matematicos fundamentais da Geometria Esférica, como geodésicas e
triangulos esféricos e enunciamos as Leis dos Cossenos. Além disso, exploramos os conceitos de
coordenadas geograficas, abordando aspectos como latitude, longitude e orientagdes que sao
fundamentos intrinsecos a Geografia.

Na segunda se¢do, apresentamos o material que desenvolvemos no software GeoGebra e
também esquematizamos a construg¢do. Destacamos as escolhas de design e a selecdo de algoritmos
para calcular distdncias com base em coordenadas geograficas. Comentamos um pouco sobre a
usabilidade e a eficiéncia, assegurando que o applet seja intuitivo durante a manipulag@o dos pontos.

Na terceira se¢do, exploramos aplicac¢des praticas das Leis dos Cossenos na superficie esférica,
destacando sua utilidade em problemas do mundo real. Adicionalmente, apresentamos desafios
especificos que envolvem o calculo de distancias entre pontos na superficie terrestre, proporcionando
uma abordagem abrangente e aplicada ao tema.

1. Revisao Teorica

1.1 Conceitos de Geometria Esférica

Nesta secdo abordamos alguns tdpicos relevantes da Geometria Eliptica, baseando-se no
modelo da esfera. O conceito de reta utilizado ¢ o “caminho mais curto conectando dois pontos”,
denominado geodésica. Na superficie esférica, as geodésicas sao as circunferéncias maximas, ou seja,
sdo as circunferéncias obtidas pela interse¢do da superficie esférica com um plano que contém o
centro dessa esfera, ou equivalentemente, as circunferéncias maximas sao aquelas que t€ém o mesmo
centro e raio que a esfera. Os segmentos de “reta” conectando dois pontos na superficie esférica sao
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dados por arcos de circunferéncias maximas. Este resultado pode ser visto com maiores detalhes em
Carmo (2016, p. 249).

Para os conceitos e defini¢des que seguem, consideramos uma superficie esférica centrada em
um ponto O e com raio R arbitrario.

FIGURA 1: Circunferéncia maxima em vermelho e arco de circunferéncia maxima em azul
FONTE: Os Autores (2023)

Defini¢do 1. Um triangulo esférico ¢ uma figura formada na superficie esférica por trés arcos
de circunferéncias maximas que se intersectam aos pares em trés veértices.

FIGURA 2: Exemplo de tridngulo esférico ABC
FONTE: Os Autores (2023)

Defini¢do 2. Se ABC ¢ um triangulo esférico de vértices A, B e C, cujos lados sdo dados pelos
arcos a,b e ¢, que sdo opostos aos respectivos vértices, entdo temos seis angulos associados ao
triangulo esférico, a saber, os dngulos relativos a cada vértice, nomeados como A4, B e C (que sdo
determinados pelas retas tangentes aos arcos) e os angulos relativos aos arcos @ = BOC,b = AOC ¢
¢ = AOB (que tém vértice no centro O da esfera).
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FIGURA 3: Angulos associados a um tridngulo esférico’
FONTE: Os Autores (2023)

Os principais resultados utilizados neste trabalho sdo conhecidos por Lei dos Cossenos para os
Lados e Lei dos Cossenos para os Angulos.

Teorema 1 (Lei dos Cossenos para os Lados). Se ABC ¢ um triangulo esférico de vértices A4, B, C
e com lados opostos a, b e ¢ respectivamente, entdo

cos(@) = cos(b)cos(¢) + sen(b)sen(¢)cos(A).

Teorema 2 (Lei dos Cossenos para os Angulos). Se ABC ¢ um tridngulo esférico de vértices
A, B, C e com lados opostos a, b e ¢ respectivamente, entao

cos(A) = —cos(B)cos(C) + sen(B)sen(C)cos(a).

A demonstragdo de cada um destes teoremas pode ser encontrada em Jennings (1994, p. 54-59).

1.2. Conceitos de Geografia

Com o objetivo de aplicar os resultados da Geometria Esférica na resolugdo de problemas
envolvendo distancias sobre o globo terrestre, precisamos esclarecer alguns conceitos de geografia,
principalmente nog¢des relacionadas ao sistema de coordenadas geograficas, para isso as informagdes
que seguem sao baseadas no site do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE, 2024).

Primeiramente, ¢ fundamental compreender que existem linhas imaginarias tragadas ao longo
da superficie da Terra denominadas meridianos e paralelos, as quais sdo utilizadas para estabelecer
as coordenadas geograficas. Uma dessas linhas imaginarias est4 associada aos polos geograficos da

3 Acesso ao applet Angulos de um Triangulo Esférico - https://www.geogebra.org/m/wkyjrdca#material/mxjmqvijk
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Terra que sdo os pontos extremos do planeta (polo Norte e polo Sul) localizados no eixo do
movimento de rotacdo terrestre.

Os meridianos sdo semicircunferéncias maximas conectando os polos, linhas imaginarias que
atravessam a Terra no sentido vertical. O meridiano adotado por convengdo como origem ¢ chamado
de Meridiano de Greenwich.

Os paralelos sao circunferéncias horizontais com centros ao longo do eixo de rotacdo, essas
circunferéncias diminuem de raio @ medida que seu centro se direciona para o polo Norte ou para o

polo Sul. O paralelo central mais significativo ¢ conhecido como linha do Equador que ¢ uma
circunferéncia maxima.

Paralelos Meridianos

FIGURA 4: Paralelos e Meridianos
FONTE: Nerdprofessor (2017)

As coordenadas geograficas representam o sistema de localizagdo de um ponto na superficie
terrestre. Elas sdo obtidas por meio da intersecdo de um meridiano com um paralelo, determinando
assim a posi¢ao de um ponto por meio de sua latitude e longitude.

A latitude de um ponto ¢ a medida, em graus, do arco da circunferéncia méxima que conecta
um determinado local até a linha do Equador. Os valores da latitude variam de 0° (linha do Equador)
a 90° (polos) devendo ser indicado também se o ponto estd no hemisfério Sul (S) ou no hemisfério
Norte (N).
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FIGURA 5: Latitude @ de um ponto A
FONTE: Os Autores (2023)

A longitude de um ponto ¢ a distancia, em graus, entre o meridiano de Greenwich e o meridiano
local, ou seja, € o angulo entre duas circunferéncias maximas, uma ligando o ponto aos polos Norte
(N) e Sul (S) e o meridiano de Greenwich. Os valores da longitude variam de 0° (Greenwich) a 180°,
devendo ser indicado se o ponto esta a leste (L) ou oeste (O) do meridiano de Greenwich.

FIGURA 6: Longitude 8 de um ponto A
FONTE: Os Autores (2023)

Outro conceito importante a ser abordado é denominado em inglés como bearing?, em
portugués, podemos compreendé-lo como rumo ou dire¢do. “O sistema de bearing divide a dire¢ao
em quatro quadrantes de 90 graus. Neste sistema, o norte € o sul sdo as direcdes dominantes. As
medigdes sdo determinadas em graus a partir de uma dessas dire¢des.”(PHYSICAL GEOGRAPHY,
2009, traducdo nossa). Para uma melhor compreensao, observe a figura 7, por exemplo, a diregdo
(bearing) do ponto A ¢ N 21° L, a direcao do ponto B ¢ N 65° O, a dire¢ao do ponto C¢ S 32°O e a
dire¢dao do ponto D ¢ S 77° L. As setas indicam o sentido que os angulos devem ser medidos.

4 Para mais informagdes acesse - https:// www.youtube.com/watch?v=cSKAqfGXOPI&t=981s
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FIGURA 7: Bearings de pontos A, B,Ce D
FONTE: O Autor (2023)

Os conceitos acima estdo relacionados a Geografia, para compreendé-los melhor foram
desenvolvidos no GeoGebra materiais para melhor interpretar latitude, longitude e bearings. No
rodapé desta pagina seguem dois links, o primeiro’ relativo a latitude e longitude e o segundo® relativo
a bearings.

2. Applet do GeoGebra

Os problemas que serdo abordados na proxima se¢ao exigem uma visualiza¢do dos pontos sobre
o globo terrestre. Antes de aplicar a Lei dos Cossenos, ¢ necessario calcular os arcos envolvidos a
partir dos dados fornecidos. Nesse sentido percebemos que a utilizagdo do GeoGebra nos permite
obter uma representacao visual da estratégia utilizada.

A partir disso, nos sentimos estimulados a gerar um material que nos possibilitasse resolver
problemas similares, generalizando e produzindo um instrumento visual e automatico. Assim,
desenvolvemos um applet no GeoGebra que nos permite manipular os pontos sobre a superficie da
esfera e calcular distancias no globo a partir da latitude e longitude.

Abaixo segue uma ilustracao do material desenvolvido, o link de acesso para o leitor interessado
segue no final da pagina’.

5 Acesso ao applet Latitude e Longitude - https://www.geogebra.org/m/wkyjrdca#material/dpxeqapd

6 Acesso ao applet Bearings - https://www.geogebra.org/m/wkyjrdca#material/mk9tkqzz

7 Acesso ao applet Distancia entre Duas Localidades - https:/www.geogebra.org/m/wkyjrdca#material/hm3paahr
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A ™ b [ 2 = > -
'/‘-""T‘A"'-'fﬁ@d;.ABcﬂ@ Sh—
Latitude,, = 12.97° El Meridiano de Greenwich
Lat(A) 12.97 )
Localidade A Longitude , = -38.51
Lon(A) —38.51 o

Latitudeg = 13.52°

Lat(B) 13.52 °
Localidade B Longitudeg = -71.97°
Lon(B) —71.97 ®
Olhando para o triangulo esférico ANB :
— N = Lon(A) — Lon(B) = —38.51° — (=71.97°) = 33.46°
— NA=90°+ Lat(A) = 90° + (12.97°) = 102.97°
— NB =90°+ Lat(B) = 90° + (13.52°) = 103.52° | O ez miinaseonss

Pela lei dos cossenos para os lados temos :

- cos(z‘fB) = COS(A‘;A)COS([\;B) - sen(]\fAA)sen(NAB)cos(ﬁ)
coS(AjB) = (:os(102.971}005(103.52“) + 5en(102.97°)sen(103.52%)cos(33.46°) Tactu i
cos(AB) =0.84 = AB = 0.57 Sul (+)

Portanto, a distancia entre A e B é A"B vezes o raio Q Norte (-)

da Terra(6378 km), ou seja : 3623.3 km

Oeste (-)

FIGURA 8: Applet do GeoGebra
FONTE: Os Autores (2024)

A seguir apresentamos, de forma resumida e sintética, as ferramentas matematicas utilizadas
para visualizacdo, generaliza¢dao, automacao e interacdo na constru¢do do applet. Importante frisar
que os passos a seguir nao sao rigidos e fixos, nesse caso, foram os métodos que nos autores
utilizamos para conseguir construir o material. Existem diversas maneiras de interpretar e desenvolver

um material digital, levando em conta a quantidade de recursos disponiveis dentro do GeoGebra.

Salientamos também que nos itens a seguir ¢ feito apenas um esbogo das etapas envolvidas na
construgdo. Este esboco oferece uma visao geral do processo, destacando as principais etapas a serem
consideradas. Ressaltamos que essas etapas representam apenas ideias gerais € nao constituem um
passo a passo detalhado.

1. Iniciar o Geogebra: Fazer o download do software GeoGebra Classico ou usando a versao
online.

2. Abrir a “Janela de Visualizacdo 3D”: Construir uma esfera com centro no ponto 0 =
(0,0,0) e raio R qualquer, utilizamos 4,995 como raio para posteriormente conseguir exibir as
fronteiras politicas do globo.

3. Determinar a Linha do Equador: Intersecdo do plano xy com a superficie esférica.

4. Identificar os Polos: Polo Norte (N) e o Polo Sul (S), extremidades da esfera, pontos de
interse¢do do eixo z com a superficie esférica.
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Opcional: Para esbogar as fronteiras politicas dos continentes utilizamos um codigo extenso,
0 passo a passo esta disponivel em documento audiovisual no YouTube?.

5. Definir o0 Meridiano de Greenwich: Construir a semicircunferéncia maxima que ¢ dada
pela interse¢do da superficie esférica com o semiplano xz, onde x > 0.

6. Configurar Controles Deslizantes: Dois que serdo utilizados para indicar a latitude com
valores em angulo no intervalo -90° a 90° e outros dois que serdo utilizados para indicar a longitude
com valores em angulo no intervalo de -180° a 180°, todos com incremento 0,01°.

Frisemos que o incremento tem papel essencial na busca pela otimiza¢do dos resultados.
Quanto menor for o incremento, mais eficaz serd o alcance do resultado desejado nos célculos.
Inicialmente, utilizamos um incremento de 1°, resultando em dados consideravelmente imprecisos.
Ao ajustarmos para 0,0001°, a precisdo tornou-se quase impecavel, mas o uso dos controles
deslizantes se tornava mais dificil. Dessa forma, optamos por precisao e facilidade de utiliza¢ao do
usudrio, motivo pelo qual utilizamos 0,01°.

7. Estabelecer Pontos na Superficie da Esfera: Determinar pela “Janela de Algebra” dois
pontos quaisquer na superficie da esfera, por exemplo os pontos A e B, utilizando coordenadas
esféricas associadas aos controles deslizantes construidos anteriormente.

Opcional: Utilizar a ferramenta “Caixa de Entrada” para definir um ambiente de digitacao
que auxilia na escolha mais precisa das coordenadas das localidades A e B.

8. Exibir Angulos Geometricamente: Os dngulos que determinam a longitude de cada ponto.

9. Construir o Triangulo ANB: Usar arcos de circunferéncia para representar o tridngulo
esférico ANB (Figura 8).

10. Calcular o Angulo ANB: Para determinar o valor do angulo AN B na “Janela de Algebra”
fazemos a diferenca em moddulo das longitudes dos pontos criados.

11. Personalizar a Visualizacdo Dindmica: Utilizar a ferramenta de "Texto" para incorporar
calculos e comandos avancados na “Janela de Algebra”, garantindo uma experiéncia dindmica ao
ajustar os controles deslizantes.

Por fim, desenvolvemos diversos applets para facilitar nossa compreensdo dos temas
abordados, bem como a esquematizagao basica desse applet sobre distancia entre pontos na superficie
terrestre, por considerarmos ser o mais interessante ¢ relevante para o usuario. Ainda,
disponibilizamos o link de acesso para o GeoGebra Book’, onde estdo anexados todos os materiais
desenvolvidos no nosso trabalho.

8 How to Construct Earth use GeoGebra: https://www.youtube.com/watch?v=k lugd0yBj61

°® GeoGebra Book: https://www.geogebra.org/m/wkyijrdca
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3. Os Problemas de Navegacao

O problema 1 foi adaptado do livro “Modern Geometry with Applications”, Jennings (1994) e
os problemas 2 e 3 foram criados pelos autores, os dados utilizados foram retirados do site “Cidade-
Brasil” (2012).

Gostariamos de destacar que os esbocos dos tridngulos esféricos e os calculos associados podem
ser melhor compreendidos através do uso do nosso applet. Ao utiliza-lo, o leitor pode simplesmente
inserir os dados de longitude e latitude das localidades envolvidas para uma visualizacdo mais
eficiente.

Problema 1) Se um morador de Porto Alegre decide aproveitar suas férias de verdo e ter a
oportunidade de viajar pela primeira vez de avido para Salvador, qual a distincia total que ele ira
percorrer em quilometros? Qual o tempo estimado de viagem se o avido andar a uma velocidade
média de 820 km/h? Considere Porto Alegre com latitude 30,02° Sul e longitude 51,22° Oeste ¢
Salvador com latitude 12,97° Sul e longitude 38,51° Oeste.

Solu¢éo: A solucao do problema ¢ dada pela construcao do tridngulo esférico de vértices Porto
Alegre (A), o Polo Norte (P) e Salvador (S).

102,97°

120,02°
B

FIGURA 9: Esbogo do problema 1
FONTE: Os Autores (2023)

Como os Estados estdo localizados no Hemisfério Sul, para determinar o valor dos arcos AP e
SP, ¢ feita a soma entre a latitude de P (90°) e a latitude do local, ou seja:

arc(AP) = 90° + 30,02° = 120,02°
arc(SP) = 90° + 12,97° = 102,97°

Para determinar o angulo APS ¢é feita a diferenca entre a maior longitude com a menor
longitude, isto ¢ APS =51,22°-38,51°=12,71°.
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Latitude,, = 30.02° Cll Meridiano de Greenwich
Lat(A) 30.02 @
Localidade A B Longitude,, =-51.22°
Lon(A) —51.22 ®

LatltudeB =12.97°
Lat(B) 12.97° °
Localidade B Longitudeg = -38.51°
Lon(B) —38.51 ®

Olhando para o triangulo esférico ANB :
- N= Lon(A) — Lon(B) = —51.22° — (-38.51°) = 12.71°
— NA = 90° + Lat(A) = 90° + (30.02°) = 120.02°

— NB = 90° + Lat(B) = 90° + (12.97°) = 102.97° L o R

Pela lei dos cossenos para os lados temos :

— cos(Ab) = cas([\;A)cus(NAB) - sen(!\?A)sen(NAB)cos(ﬁ)

cos(AB) = c0s(120.02°)cos(102.97°) + sen(120.02°)sen(102.97%)cos(12.71°) ‘L’"‘“((*)’
~ = este (-
cos(AB) =094= AB =0.36 Sul (+)

Portanto, a distancia entre A ¢ B é AHB VEZES O TALO Q Norte ()
da Terra(6378 km), ou seja: 2305.53 km
Q

FIGURA 10: Célculo do problema 1 utilizando o applet
FONTE: Os Autores (2024)

Aplicando a Lei dos cossenos para os lados, temos:

cos(AS) = cos(AP)cos(SP) + sen(AP)sen(SP)cos(AﬁS) =
cos(120,02)cos(102,97) + sen(120,02)sen(103)cos(12,71) = 0,935 =
cos(AS) = 0,935 = arccos(cos(AS)) = arccos(0,935) = AS = 0,361 rad.

A distancia de Porto Alegre(A) para Salvador(S) é dada por AS.6378 km = 0,361.6378 km =
2305,53 km.

O tempo t de duragdo da viagem ¢ dado pela divisdo do percurso total pela velocidade média
2305,53 km

20 kmh 2,81 h = 2 horas e 48 minutos.

do avido, ou seja, t =

Problema 2) Encontrar a distancia entre Fernando de Noronha (F) e Natal (N) e entre Fernando
de Noronha e Recife (R), sendo que os valores aproximados da latitude e longitude estdo dispostos
no quadro abaixo:

Estado Latitude | Longitude

Fernando de Noronha(F) | 3,84° Sul | 32,41° Oeste
Natal(N) 5,79° Sul | 35,21° Oeste
Recife(R) 8,05° Sul | 34,88° Oeste

FIGURA 11: Imagem do quadro com dados
FONTE: O Autor (2023)
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Soluc¢éo: A solugdo do problema ¢ dada pela construgdo dos triangulos esféricos NRP (que
auxilia a determinar a distdncia NR), NFP (que auxilia a determinar a distdncia NF) e PFR (que
auxilia a determinar a distancia FR). Note que o vértice P ¢ o Polo Norte de latitude 90°.

P

FIGURA 12: Esbogo do problema 2
FONTE: Os Autores (2023)

Como todos Estados estdo localizados no Hemisfério Sul, para determinar o valor dos arcos
NP,FP ¢ RP, ¢ feita a soma entre a latitude de P e a latitude do local, ou seja:

arc(NP) = 90° + 5,79° = 95,79%
arc(FP) = 90° + 3,84° = 93,84
arc(RP) =90° + 8,05° = 98,05°.

Para determinar os angulos NPR, NPF e RPF ¢ feita a diferenca entre a maior longitude com
a menor longitude, isto é:

NPR =3521°-34,88°=0,33°
NPF =3521°-3241°=2.8°;
RPF =3488°-32.41°=247°

Com esbogo feito e os dados coletados, devemos focar no problema, determinar as distancias
entre NR, NF e RF. Para isso, ¢ necessario utilizar a Lei dos Cossenos para os ladosy e ¢ importante
ressaltar que o resultado obtido corresponde a medida do arco e, portanto, para determinar a distancia
¢ necessario multiplicar este valor pelo raio da terra.

(D) cos(NR) = cos(NP)cos(RP) + sen(NP)sen(RP)cos(NPR) =
c0s(95,79)cos(98,05) + sen(95,79)sen(98,05)cos(0,33) = 0,9992 = cos(NR) =
0,9992 = arccos(cos(NR)) = arccos(0,9992) = NR = 0,0399 rad.
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A distancia de Natal(N) para Recife(R) é dada por NR.6378 km = 0,0399.6378 km =
254,20 km.

(IT) cos(NF) = cos(NP)cos(FP) + sen(NP)sen(FP)cos(NPF) =
cos(95,79)cos(93,84) + sen(95,79)sen(93,84)cos(2,8) = 0,998 = cos(NF) = 0,998 =
arccos(cos(NF)) = arccos(0,998) = NF = 0,059 rad.

A distancia de Natal(N) para Fernando de Noronha(F) ¢ dada por NF.6378 km =
0,056.6378 km =~ 378,91 km.

(III) cos(RF) = cos(RP)cos(FP) + sen(RP)sen(FP)cos(NPF) =
c0s(98,05)cos(93,84) + sen(98,05)sen(93,84)cos(2,47) = 0,996 = cos(RF) =
0,996 = arccos(cos(RF)) = arccos(0,996) = RF = 0,085 rad.

A distancia de Recife(R) para Fernando de Noronha(F) ¢ dada por RF.6378 km =
0,085.6378 km =~ 542,57 km.

Uma observacao importante € que, de acordo com o site “Distancia entre Cidades” (2024) as
respectivas distancias sao: 253,90 km,378,73 km e 542,35 km. E importante notar que, ao
aproximarmos cuidadosamente os dados de latitude e longitude da melhor maneira possivel, os
resultados finais obtidos possuem uma precisao consideravel.

Finalizamos esta se¢do apresentando um problema que faz uso do conceito de direcdo (bearing).
Observamos que para a solucdo deste problema ¢ necessario utilizar também a Lei dos Cossenos para
os Angulos que nio foi empregada em nenhum dos exemplos anteriores e que nio esta contemplada
em nosso applet.

Problema 3) Radioreceptores em Sao Paulo (SP) e em Recife (PE), detectaram sinais de um
navio perdido. Os receptores indicam que o navio esta localizado em uma dire¢ao que faz um angulo
de N 74° L com Sao Paulo e S 22° L com Recife. Calcule a latitude e a longitude aproximadas do
navio, bem como a distancia dele em relacao a Sao Paulo e a Recife. Considere as aproximagdes das

coordenadas geograficas de Sdo Paulo 23,54° Sul e 46,63° Oeste e de Recife 8,05° Sul e 34,88° Oeste.

Soluciio: Primeiro vamos construir os tridngulos esféricos associados, considerando S como
Sao Paulo e o ponto R como Recife. Além disso, incluimos arcos de circunferéncias pontilhados que
determinam a direcdao do navio a partir de cada ponto e consideramos sua posi¢ao o ponto O.
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FIGURA 13: Esbogo 1 do problema 3
FONTE: Os Autores (2023)

Analisando o triangulo esférico SPR, com o vértice P como o Polo Norte de latitude 90°, vamos
determinar os valores dos arcos. Como os pontos estao no hemisfério sul, calculamos a soma entre a
latitude de P e a latitude do local:

arc(SP) =90°+23,54° = 113,54°
arc(RP) = 90° + 8,05° = 98,05°.
Para determinar o angulo SPR ¢ feita a diferenca entre as longitudes de S e R:
SPR =46,63°-34,88°=11,75°

Para determinar o valor, em graus, do arco que conecta S a R, utilizamos a Lei dos Cossenos
para os Lados, obtendo que arc(SR) = 0,334 rad = 19,15°.

Vamos determinar a dire¢do, em graus, de Sao Paulo para Recife e de Recife para Sdo Paulo,
utilizando a Lei dos Cossenos para os Lados (s6 que neste caso para obter o angulo em fun¢ao dos
arcos), fazemos isso utilizando nosso outro applet denominado Direcdo entre Duas Localidades'’. A
diredo de S para R, angulo PSR, é 37,92° (bearing N 37,92° L) e a direcdo de R para S, angulo PRS,
¢ 145,31° (bearing, S 34,69° O, este valor ¢ dado pela diferenca 180° - 145,31°).

Determinemos agora o valor do arco SO, isto ¢, a distancia entre Sdo Paulo e o Navio.
Conseguimos determinar o valor do angulo RSO = 36,08° (calculando a diferenca entre OSP ¢ PSR
), SRO = 56,69° + 22°, (PRS + SRO + ORP = 36(0°, onde determinamos ORP = 180° - 22°) e
ROS = 88,79 (utilizando a Lei dos Cossenos para Angulos no triangulo SRO).

10 Acesso ao applet Diregéo entre Duas Localidades - https://www.geogebra.org/m/wkyjrdca#material/ybqgdvmr
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Com esses dados determinamos SO e RO pela Lei dos Cossenos para Angulos no tridngulo
SRO. Assim,

arc(S0) = 1591°¢c arc(RO) = 11,14°.

Entdo, a distancia entre Sao Paulo e o navio é /772,18 km ¢ a distancia entre Recife € o
navio é 1240,66 km.

FIGURA 14: Esbogo 2 do problema 3
FONTE: Os Autores (2023)

Agora para determinarmos a latitude e longitude do navio devemos construir o triangulo
esférico RPO, do qual, ja ¢ possivel determinar o valor do arco PO, pela Lei dos Cossenos para os
Lados, ou seja:

arc(P0O) = 108,35°, portanto, a latitude do navio é de /8,35°S.

Para a longitude, pela mesma Lei, descobrimos que o dngulo RPO = 4,37°, logo a longitude
do navio é determinada pela diferenca entre o angulo RPO e a longitude de Recife, ou seja:

34,88° —4,37° = 30,51°0.
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FIGURA 15: Esbogo 3 do problema 3
FONTE: Os Autores (2023)

Neste problema, decidimos omitir uma parte significativa dos célculos, mas fornecemos
esbogos para que o leitor interessado em resolver possa ter uma ideia do problema. Lembramos que
¢ fundamental atentar-se as duas Leis dos Cossenos ao abordar a resolugdo, visto que, os dois applets
desenvolvidos utilizam apenas a Lei dos Cossenos para os Lados, um com objetivo de encontrar o
valor da medida do arco e outro voltado ao célculo do valor da medida do angulo.

Consideracoes Finais

Neste trabalho exploramos a aplicagdo pratica da Geometria Esférica com énfase nas Leis dos
Cossenos, que sao fundamentais para calcular distancias na superficie esférica. Apresentamos
problemas especificos de navegacdo e localizagdo, utilizando as leis para resolver questdes
envolvendo latitude, longitude e dire¢ao. Além disso, foram desenvolvidos applets no GeoGebra para
visualizar de forma interativa os conceitos discutidos.

Ressaltamos que a exatidao das operagdes foi um grande desafio, pois envolveu o conflito
entre acessibilidade do usuario e precisdo nos resultados, isto €, facilitar a escolha da latitude e da
longitude utilizando maior incremento obtendo assim maior erro ou, utilizar menor incremento e obter
maior precisdo nos resultados.

As experiéncias e os desafios enfrentados na producdo do applet proporcionaram uma
compreensao pratica e aplicada da Geometria Esférica. Além disto, a utilizagdo do GeoGebra, por
sua eficacia e versatilidade, ndo apenas se revela util em cursos de licenciatura, mas também
desempenha um papel significativo na educacdo basica, proporcionando uma abordagem pratica e
visual para o estudo desses conceitos complexos.

Em ultima andlise, a continua explora¢do e compreensdo desses conceitos contribuem nao
apenas para o estudo da matematica, mas também para a resolucdo de problemas concretos em
diversas areas do conhecimento, tais como: Navegacao, Geografia e Ciéncias da Terra. Portanto, a
Geometria Esférica desempenha um papel essencial conectando a matematica pura com aplicagdes
praticas no mundo real.
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