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RESUMEN

El articulo investiga el uso de GeoGebra como recurso semiotico para mejorar la comprension de conceptos matemdaticos
complejos, concretamente la parametrizacion de solidos y el cdalculo de voliumenes mediante integrales dobles. Adoptando
un enfoque cuantitativo y un alcance descriptivo correlacional, se analizo el rendimiento académico de los estudiantes
que utilizaron GeoGebra en comparacion con un grupo de control. Los resultados mostraron que los estudiantes que
utilizaron esta herramienta tecnologica obtuvieron un mejor rendimiento académico y una mayor comprension
conceptual, destacando la importancia de la visualizacion y la interactividad en el aprendizaje de la matemadtica.

Palabras-clave: GeoGebra, Integrales Dobles; Representacion Semiotica.

GeoGebra as a semiotic resource in the parametrization of solids and volume
calculation with double integrals

ABSTRACT

The article investigates the use of GeoGebra as a semiotic resource to improve the understanding of complex
mathematical concepts, specifically the parameterization of solids and the calculation of volumes by means of double
integrals. Adopting a quantitative approach and a descriptive correlational scope, the academic performance of students
who used GeoGebra was analyzed in comparison with a control group. The results showed that students who used this
technological tool obtained better academic performance and greater conceptual understanding, highlighting the
importance of visualization and interactivity in the learning of mathematics.

Keywords: Double Integrals;, GeoGebra,; Semiotic Representation.

O GeoGebra como um recurso semiotico na parametrizacio de solidos e no
calculo de volumes com integrais duplas

RESUMO

O artigo investiga a utilizagdo do GeoGebra como recurso semiotico para melhorar a compreensdo de conceitos
matemadticos complexos, nomeadamente a parametrizagdo de solidos e o cdlculo de volumes através de integrais duplas.
Adoptando uma abordagem quantitativa e um dmbito correlacional descritivo, foi analisado o desempenho académico
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dos alunos que utilizaram o GeoGebra comparando o mesmo com quele de um grupo de controle. Os resultados
mostraram que os alunos que utilizaram essta ferramenta tecnologica obtiveram um melhor desempenho académico e
uma maior compreensdo conceitual, evidenciando a importancia da visualiza¢do e da interatividade na aprendizagem
da matematica.

Palavras-chave: GeoGebra; Integrais Duplas, Representagdo Semiotica.

Introduccion

El analisis matematico multivariado desempefia un papel esencial en la formacion de estudiantes de
ciencias e ingenieria debido a su relevancia en la resolucion de problemas complejos. Sin embargo, la
comprension de conceptos como la parametrizacion y el calculo de volimenes mediante integrales dobles
presenta dificultades significativas para los estudiantes. Estas dificultades estan asociadas principalmente
a la transicion entre representaciones algebraicas y graficas, como sefialan Gonzalez (2020) y Urrutia et
al. (2024), quienes destacan que el enfoque procedimental y la dependencia de un tnico registro,

generalmente el algebraico, limitan la comprension profunda de estos temas.

En este contexto, la Teoria de los Registros de Representaciones Semioticas (TRSR) de Duval
(1995) proporciona un marco tedrico para abordar estas dificultades. La capacidad de realizar
conversiones entre registros algebraicos, graficos y numéricos es fundamental para el entendimiento de
las integrales dobles y su aplicacion en la resolucion de problemas practicos. Prieto y Vasquez (2024)
subrayan la importancia de emplear estos registros de manera natural, comprensible y practica, para

facilitar el aprendizaje significativo.

Para mejorar la comprension conceptual de los estudiantes, es util el desarrollo de una estrategia
didactica en la que se utilice GeoGebra, que es un soffware matematico de descarga gratuita, que
proporciona un método innovador, atractivo y eficaz para que los estudiantes logren una adecuada
comprension de los conceptos relacionados a la parametrizacion y el calculo de volimenes con integrales
dobles, facilitando de esta manera la visualizacion de conceptos tridimensionales y la interaccion entre
representaciones algebraicas y graficas. Es por esto que Quintana et al. (2022) recomiendan que tanto
educadores como estudiantes deben prepararse en el uso de estas herramientas para optimizar la

comprension y aplicacion de conceptos matematicos abstractos.

El presente estudio tiene como objetivo disefiar, implementar y evaluar el uso de applets interactivos
creados con GeoGebra que permitan a los estudiantes explorar y comprender de manera practica y visual
la parametrizacion de solidos y el célculo de volumenes. Estos recursos buscan no solo facilitar el
aprendizaje de las integrales dobles, sino también fomentar habilidades cognitivas necesarias para una
transicion efectiva entre diversos registros semioticos, lo que a su vez ayuda a mejorar la educacion en

matematicas e ingenieria.
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1. Revision de la literatura

En esta seccion se destaca la importancia de esta investigacion a través de una revision de trabajos
existentes que contextualizan el estudio en el ambito académico. Se examinan tres aspectos
fundamentales: el uso de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas, centrandose en el tema de las
integrales dobles; el uso de GeoGebra como herramienta dinamica que facilita el aprendizaje de estos
conceptos; y la manera en que esta herramienta contribuye a la transicion entre el registro algebraico y el
grafico. Este analisis se enmarca dentro de la TRSR, que ofrece una perspectiva esencial para comprender

los procesos cognitivos implicados en la representacion y conversion de conceptos matematicos.

Bajo este enfoque, el acelerado avance tecnologico y su integracion en el ambito educativo han
dado lugar a una variedad de investigaciones que exploran el uso de herramientas tecnoldgicas en la
ensefanza del calculo. Barradas (2021), sostiene que los recursos digitales utilizados como complemento
en la ensefanza del calculo han demostrado ser sumamente ventajosos para los docentes y estudiantes,
contribuyendo a una mejora en el rendimiento académico. En este contexto, herramientas como GeoGebra
destacan por su capacidad para complementar los métodos tradicionales de resolucion, favoreciendo una
comprension mas profunda de los conceptos matematicos (Fernandez, 2024), en concreto, en el
rendimiento de un curso de Calculo II, Zamora et al. (2020) sefialan que dichas diferencias se acentian
entre mas intensivo es el uso de las TICs, sin embargo, también sefialan que el tamafio del efecto al
comparar ambas metodologias es relativamente pequeio, lo que subraya la necesidad de continuar

investigando sobre la efectividad del software en la ensefianza de las matematicas.

La parametrizacion de solidos y el calculo de volumenes mediante integrales dobles son
fundamentales en los cursos avanzados de calculo multivariable. Estas habilidades requieren intuicion
espacial para visualizar regiones tridimensionales, habilidades analiticas para manipular expresiones y
precision en la formulacion de problemas, incluyendo limites, regiones de integracion y funciones de
varias variables. Segun Aguerrea et al. (2022), las deficiencias matematicas de los estudiantes suelen
originarse en niveles educativos previos que perduran en la educacion superior, destacando errores

procedimentales y conceptuales recurrentes.

Es fundamental implementar métodos pedagogicos innovadores que respondan a los desafios
actuales y faciliten la ensefianza de temas complejos. Hoyos et al. (2021) destacan que el uso de software
educativo en geometria analitica tridimensional no solo complementa la labor docente, sino que también
incrementa la motivacion de los estudiantes, optimizando la resolucion de problemas en menor tiempo.
Esta area, estrechamente vinculada al calculo multivariado y por ende a las integrales dobles, proporciona
la base conceptual necesaria para trabajar en el espacio tridimensional. Segun Herrera y Guzman (2021),

el desarrollo de habilidades espaciales es crucial para el rendimiento en célculo multivariable, aunque a
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menudo se asume que los estudiantes ya las poseen, lo que no siempre es el caso. Por ello, investigar y

aplicar metodologias efectivas es clave para mejorar el desempefio en asignaturas de alta exigencia.

Esta investigacion se centra en como el uso de software dinamico puede facilitar y enriquecer la
ensefianza y el aprendizaje de conceptos avanzados de calculo, como la parametrizacion de solidos y el
calculo de volimenes a través de integrales dobles. Estudios recientes muestran que las principales
dificultades a las que se enfrentan los estudiantes son tanto cognitivas como afectivas, abarcando aspectos
como la falta de comprension tedrica y la desmotivacion. Estas limitaciones dificultan la visualizacion e
interpretacion de superficies tridimensionales y regiones de integracion. Quintana y Mejia (2022),
destacan la necesidad de abordar las limitaciones en la representacion y comunicacion matematica,
especialmente en lo que respecta a la manipulacion y conversion entre diferentes sistemas de
representacion, un desafio esencial para la resolucion de problemas en calculo. Por otra parte, en el &mbito
del calculo de volimenes, Teo6filo de Sousa et al. (2021) sefialan que una de las mayores complicaciones
radica en la representacion grafica de las superficies y en la seleccion de métodos apropiados para calcular

su volumen, especialmente cuando se trata de figuras no convencionales.

Debido a esto, la TRSR surge como una respuesta, ya que sostiene que el aprendizaje matematico
no se produce directamente sobre los objetos matematicos en si, sino a través de los registros semidticos
que los representa, como los simbolos, graficos, diagramas, entre otros. Duval plantea que existen dos
procesos fundamentales para comprender un concepto matematico: el tratamiento, que consiste en operar
dentro de un mismo registro de representacion, y la conversion, qué implica convertir un objeto

matematico de un registro de representacion a otro.

Tecnologias como GeoGebra, en el contexto de la TRSR, se posicionan como herramientas valiosas
que no solo ayudan a superar dificultades cognitivas, sino que también estimulan el aprendizaje al
promover una comprension mas profunda de los conceptos matematicos, debido a que este software ofrece
una vista grafica vinculada con la hoja de calculo simbdlico, permitiendo que cualquier manipulacion en
una se refleje automaticamente en la otra y viceversa. Esta caracteristica favorece la transicion entre los
registros algebraico y grafico, lo cual representa un desafio frecuente en la ensefianza de matematicas

basica y avanzadas.

De esta manera, una estrategia didactica basada en la TRSR y en el uso de GeoGebra fomentara el
razonamiento matematico en los estudiantes, permitiendo mejorar su capacidad para comunicar sus
respuestas con claridad y precision; ya que la TRSR potencia la comprension al permitir la articulacion

entre distintos registros semiodticos, tanto de forma algebraica como grafica.
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2. Metodologia

Esta investigacion adoptd un enfoque cuantitativo, ya que es el mas apropiado para examinar
fendmenos representados en datos numéricos. Este enfoque facilita una medicion precisa, la identificacion
de patrones y tendencias, la prediccion de resultados, la determinacion del grado de relacion entre dos

variables de estudio y la generalizacion de hallazgos a una poblacion a partir de un grupo determinado

(Pandey et al., 2023).

El estudio tuvo un alcance descriptivo correlacional, fue descriptivo porque se describi6 el estado
de las variables identificadas, proporcionando informacion estructurada sobre el fenémeno a estudiar y
fue correlacional, porque se establecio e interpreto la relacion entre ambas a través del analisis de datos
estadisticos (Barroga et al., 2023). Las variables identificadas fueron el uso de GeoGebra que serd la
variable independiente y la comprension de los conceptos matematicos asociados con la parametrizacion
de solidos y calculo de volumenes mediante integrales dobles, que se medira a través del aprendizaje

alcanzando por los estudiantes, siendo esta la variable dependiente

El disefio de la investigacion fue cuasiexperimental, ya que se realizd una comparacion de
resultados entre dos grupos de estudio. Sin embargo, la asignacion de los participantes a cada intervencion
no se llevo a cabo de manera aleatoria, sino que fue determinada previamente por la Universidad Técnica

Particular de Loja, Ecuador (UTPL) (Andrade, 2021).

La muestra estuvo compuesta por estudiantes de Ingenieria Civil del segundo semestre de la
asignatura Analisis Matematico Multivariado en el periodo octubre 2023-febrero 2024. De una poblacion
total de 160 estudiantes matriculados en la asignatura anteriormente mencionada, se trabajoé con dos
grupos de 40 estudiantes cada uno. Un grupo se asigné como experimental y el otro como grupo control.
Se utilizd6 un muestreo no probabilistico intencional por conveniencia, debido a que la eleccion de los
participantes no fue de forma aleatoria. Este muestreo fue elegido debido a su eficiencia en términos de

ahorro de tiempo y recursos, aspectos fundamentales para este estudio (Rahman, 2023).

La pregunta de investigacion que buscéd responder este estudio fue la siguiente: (El uso de
GeoGebra para la parametrizacion de solidos y célculo de volumenes con integrales dobles, mejora la
comprension y por tanto el rendimiento académico de los estudiantes de analisis matematico multivariado

de la carrera de Ingenieria Civil?

Para llevar a cabo este estudio, todas las actividades se realizaron al cabo de seis semanas. La
semana 1 se dedico a la ensefianza de los conceptos previos relacionados al tema de parametrizaciones de
curvas, superficies y al célculo de areas de regiones tipo I y II empleando integrales dobles; una region
tipo I se refiere a una region de la forma R = {(x,y) E R%::a<x < b Ag(x) <y < f(x)} y una regiéon

tipo II se refiere a una region de la forma R = {(x,y) E R>:c <y <d Ah(y) <x < g(®)}. En la
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semana 2, los estudiantes recibieron el pre test relacionado con los conceptos de la semana 1, que fue el
punto de partida para la elaboracion de una estrategia didactica que se impartira en las semanas siguientes.
Las semanas 3 y 4 se centraron en actividades de GeoGebra relacionadas con los temas de
parametrizaciones de curvas y superficies que componen un solido, seguidas de talleres de apropiacion.
La semana 5 se centro en la ensefianza del calculo de volumenes por medio de integrales dobles empleando
GeoGebra. Finalmente, en la semana 6 se realizo un post test para analizar el impacto del uso de GeoGebra

en la ensefianza de estos conceptos.

2.1.  Pre Test

Con el proposito de conocer como el uso de GeoGebra puede mejorar la visualizacion y la
comprension de los estudiantes sobre la parametrizacion de solidos y el calculo de su volumen mediante
integrales dobles, se aplicod un pre test durante una sesion de clases de dos horas. Dado que habian asistido
a clases sobre parametrizaciones de curvas y superficies, asi como a clases sobre areas de regiones tipo I
y II con integrales dobles, el pre test fue disefiado para sondear la comprension de estos conceptos por

parte de los estudiantes, centrandose en su visualizacion grafica y la conversion de registros.

La primera pregunta del pre test fue “Reconocer, dibujar y parametrizar las curvas que delimitan la
region ya sea de tipo I o II acotada por las graficas y — x2 = 0; x = y”. La pregunta dos, “Parametrizar
la superficie de la region propuesta en la pregunta uno”. Finalmente, la pregunta tres, “Calcular el area de

la region propuesta a través de integrales dobles”

2.2. Intervencion con GeoGebra

La representacion de regiones en 2D y figuras 3D es un desafio comun para los estudiantes cuando
aprenden integrales dobles (Khemane et al., 2022). Para abordar esta dificultad, se incorpord o uso el
software GeoGebra en la ensefianza de la parametrizacion de curvas y superficies que conforman un

solido, asi como el calculo de su volumen mediante integrales dobles.

Ademas de las clases regulares, los estudiantes dedicaron una semana a actividades con GeoGebra
disefiadas para reforzar sus habilidades de visualizacion y dibujo. En general, cada jornada consistia en
una clase de 45 minutos seguida de una tutoria de una hora, en la que se reforzaban los conceptos
aprendidos mediante talleres de apropiacion con preguntas relacionadas al tema tratado. A partir de la

segunda semana, estas tutorias se centraron en actividades especificas con GeoGebra.

Las actividades incluyeron la representacion de planos y superficies cuadraticas, como paraboloides
y esferas, asi como la determinacion de intersecciones entre estas superficies. Ademas, los estudiantes
compararon las superficies dibujadas a mano con las generadas en GeoGebra y reflexionaron sobre las
diferencias entre sus representaciones, realizando ajustes a sus graficos elaborados en papel y lapiz. Las
diversas herramientas del soffware les permitieron explorar distintas formas de visualizar las superficies

una vez ingresada su representacion algebraica.
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A continuacion, se detalla el uso de GeoGebra en el proceso de parametrizacion de solidos y al

calculo de su volumen.

Parametrizacion de las curvas de un sélido sobre una region tipo I

El anélisis del solido Q = {(x,v,2) ER:a<x<b Agx)<y<f(x)A0<z<F(x,y)} se
inicié con la parametrizacion de las curvas que lo delimitan, tal como se muestra en la figura 1. Para
facilitar su identificacion, se asignaron nombres especificos a cada una de estas curvas. En particular, se
identificaron primero las curvas que definen laregion de tipoI: R = {(x,y) E R%::a<x < b Ag(x) <

y < f(x)}, correspondiente a la superficie inferior, como se observa en la figura 2.

Figura 1: Representacion grafica de un sélido sobre una region tipo I

Figura 2: Representacion grafica de las curvas que delimitan a la superficie inferior
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Esto permitio al estudiante, junto con el docente, hacer la transicion del registro grafico,

representado por las curvas que delimitan la superficie inferior, al registro algebraico, como se muestra

en la tabla 1.

Tabla 1: Registro algebraico de las curvas que delimitan a la superficie inferior

Curvas que
delimitan el Representacion algebraica
solido
x(t)=t
Curva Cq Ci={y®)=gt), a<t<bh
z(t)=0
x(t) =t
Curva CZ CZ — y(t) = f(t) ) a<t<bh
zt)=0
c c x(t)=a
urva Cg C;={yl®) =t |, g <t<f(a)
zt)=0
c c x(t)=»b
urva (g C,={y=t |, gb) <t < f(b)
zt)=0

Luego, se parametrizaron las curvas mostradas en la figura 3, que delimitan a la superficie superior.

Figura 3: Representacion grafica de las curvas que delimitan a la superficie superior

s

La representacion algebraica de las curvas de la figura 3 se muestra en la tabla 2.
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Tabla 2: Registro Algebraico de las curvas que delimitan a la superficie superior
Curvas que
delimitan el Representacion algebraica
solido
c c x(t) =t
e ts Cs={ y(®) =g(® , as<t<b
z(t) = F(t,g(t))
c c x(t) =t
et Co =1 y® = f©® ,  ast<b
z(t) = F(t, f(1))
c c x(t) =a
et C;={y@®)=t ,  g@<t<f(a)
z(t) = F(a,t)
c c x(t)=>b
urvatg Cg=3y@®) =t , gb) st<f(b)

z(t) = F(b,¢)

39

Después, se parametrizaron las rectas verticales mostradas en la figura 4, que delimitan las paredes

del solido.

La representacion algebraica de las curvas sefaladas en la figura 4 se muestran en la tabla 3.

Figura 4: Representacion grafica de las rectas verticales
Y

P(a,g(a). F(a,g(a)))
o

P(a,f(a), F{a,f(a)))

Tabla 3: Parametrizaciones de las rectas verticales

Curvas que
delimitan el
solido

Representacion algebraica
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Curva Cq

Curva C 10

Curva Cll

Curva ClZ

x(t)=a
Co=1y@1)=g9g(a),
z(t) =t

x(t)=b
Cio=1y® =gb),
z(t) =t
x(t) =a
Cii=1y®)=f(a),
z(t)=t
x(t)=>b
Cii=1y® =fb),
z(t) =t

0<t<F(ag(a)

0<t<F(bg(b))

0<t<F(af(a)

0<t<F(b f(b))

Para ingresar estas curvas en el software GeoGebra, se utiliz6 el comando:

Curve(<Expression>, <Expression>, <Expression>, <Parameter Variable>, <Start Value>, <End

Value>).

Parametrizacion de las superficies de un so6lido sobre una region tipo I

Luego, se procedi6 a parametrizar las superficies que forman el s6lido. En la figura 5, se observan

a las superficies S; y S,, correspondientes a la parte inferior formada por la region tipo I: R =

{(x,y) ER:a<x<b Ag(x) <y < f(x)}y a la parte superior definida por la funciéon z = F(x,y)

en la region tipo I, respectivamente.

Figura 5: Representacion grafica de las Superficies S; y S,

Las representaciones algebraicas de estas superficies se detallan en la tabla 4.
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Tabla 4: Registro algebraico de las superficies S; y S, que componen al sélido

Superficies
que delimitan Representacion algebraica
el sélido

x(t,s) =t

Superficie $; S1=1yts)=gt)+s(f(t)—g), as<t<bA0<s<1
z(t,s) =0

x(t,s) =t
Superficie S, S, ={yts)=g@® +s(f® —g@®) , a<t<bA0<s<1

z(t,s) = F(t,g(®) + s(f(H) —g(®)))

Después, se parametrizaron las superficies S3 y S, mostradas en la figura 6. Estas curvas

parametrizadas se muestran en la tabla 5.

Figura 6: Representacion grafica de las Superficies S, y Ss
Y

Tabla 5: Registro Algebraico de las superficies S, y Sz que componen al sélido

Superficies que

delimitan el Representacion algebraica
solido
x(t,s) =a
Superficie S S, =1{yts)=t ,g@)<t<f(a)n0<s<1
z(t,s) = sF(a,t)
x(t,s)=b
Superficie S5 S =3y(ts)=t ,gb)<t<f(b)n0<s<1

z(t,s) = sF(b,t)

Por tltimo, se parametrizaron las superficies mostradas en la figura 7. La representacion algebraica

de estas superficies se muestra en la tabla 6.
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Figura 7: Representacion grafica de las Superficies S5 y Sg

Tabla 6: Registro Algebraico de las superficies S5 y S¢ que componen al solido

Superficies que

delimitan el Representacion algebraica
solido
x(t,s)=t
Superficie S S ={y(ts) =g(t) ,a<t<bhbAn0<s<1
z(t,s) = sF(t, g(t))
x(t,s) =t
Superficie S¢ Se =3y, s) =f(t) ,a<t<bhbAn0<s<1

z(t,s) = sF(t, f(t))

Para ingresar las superficies al software GeoGebra, se utilizo el comando:

Surface(<Expression>,<Expression>,<Expression>,<Parameter Variable 1>, <Start Value>, <End

Value>,<Parameter Variable 2> <Start Value>,<End Value>)

Calculo del volumen del solido sobre una region tipo I a través de Integrales Dobles
Una vez parametrizado todo el solido, se procedi6 a calcular su volumen a través de una integral

doble. Para ello, se utilizo el siguiente comando desde la hoja de calculo simbolico (CAS):
Integral( <Function>, <Variable>, <Start x-Value>, <End x-Value> )

Sin embargo, como se trata de una integral doble, se utilizé el mismo comando dos veces, como se

muestra a continuacion:

Integral(Integral( F(x,y),y,g,f ), x,a,b)
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De esta manera, se construy6 un applet en el que se puede ingresar la funcién de dos variables y la
region sobre la que se quiere calcular su volumen. El applet desarrollado se muestra en la figura 8 y esta

disponible en el enlace: https:// www.geogebra.org/m/bywhcagss

Figura 8: Applet elaborado en GeoGebra del sé6lido sobre una region tipo I

Volume over Type I region
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Por ejemplo, al calcular el volumen del sélido Q = {(x, y,2) ER:—1<x<1A0<y<
V1I—x2A0<z<2-—x?-— yz}, el estudiante una vez realizado el ejercicio en papel y lapiz, ingresa el
valor de la funcion de dos variables y de la region tipo I en el applet. Esto da como resultado el valor de

su volumen, asi como la grafica, que se observa en la figura 9.

Figura 9: Representacion grafica y algebraica de la integral doble en el applet del solido tipo I

Volume over Type I region
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Parametrizacion de un sélido sobre una region tipo I1

La parametrizacion de un s6lido sobre una region de tipo II de la forma Q = {(x,y,z) € R3:¢ <
y<d Ah(y) <x<g(y)A0<z<F(x,y)}, es similar a la de un sélido sobre una region tipo de I. La
diferencia es que la region tipo II se define como R = {(x,y) E R%:c <y <d Ah(y) <x < gy},

Este tipo de solido se muestra en la figura 10 y el applet elaborado con los estudiantes se muestra en el

siguiente enlace:

https://www.geogebra.org/m/ycpm2ytv
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Figura 10: So6lido sobre una region tipo I1
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Por ejemplo, en el calculo del volumen del solido Q = {(x, y,z) € R*: . <y< S A J1—=y%2<

X<J1=-y2AN0<z<2—-—x-— y}, el estudiante una vez elaborado el ejercicio en papel y lapiz,

introdujo en el applet el valor de la funcion de dos variables y de la region tipo I1. Esto dio como resultado

el valor de su volumen, asi como la grafica, que se observa en la figura 11.

Figura 11: Representacion grafica y algebraica de la integral doble en el applet del solido tipo II
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2.3. Post Test

El post test consistié en una pregunta valorada con 10 puntos, en la que los estudiantes debian
representar graficamente el solido definido por la integral [f (3 - %x - % y) dA sobre la region R =

{(x,y) ER%:0 <x <2Ax%?<y<2x}. Ademas, dentro de la pregunta se les pedia parametrizar las
curvas y superficies que componen el solido, asi como el calculo del volumen. La evaluacion estuvo

disefiada para que el estudiante lo resolviera mediante un solido sobre una region tipo I o tipo II.

Los resultados del pre test y post test se analizaron mediante estadistica descriptiva. Para evaluar la
incidencia del uso de GeoGebra, se aplico estadistica inferencial a los resultados del post test utilizando
la prueba paramétrica de t de Student. Luego, se examinaron diversas reflexiones de los estudiantes sobre

el uso de GeoGebra en sus clases.

En la siguiente seccion se presentan los resultados obtenidos, asi como los hallazgos encontrados
de las pruebas y de las reflexiones de los estudiantes. Asimismo, se destaca la importancia de herramientas
tecnologicas de visualizacion dinamica como GeoGebra en la comprension y resolucion de problemas

relacionados con las integrales dobles.

3. Resultados

En este capitulo se presentaran los resultados del pre test y post test, los talleres realizados por los
estudiantes y sus percepciones sobre el uso del software GeoGebra en el aprendizaje de parametrizacion
de curvas, superficies y de las integrales dobles para el calculo de volimenes.

Tabla 7: Estadistica descriptiva de los resultados de la evaluacion
Media Mediana Moda Desv. Est.

Pre Test Grupo 6,91 7,00 7,00 1,70
Control
Pre Test Grupo 7,05 7,00 7,50 1,42
Experimental
Post Test Grupo 7,65 7,89 8,08 1,36
Control
Post Test Grupo 8,73 8,74 10,00 0,88
Experimental

Como se muestra en la tabla 7, las calificaciones obtenidas indican que la intervencion aplicada al
grupo experimental, en el que se aplico el software GeoGebra, ha tenido un impacto positivo en el
rendimiento académico de los estudiantes. En el pre test, el grupo experimental obtuvo una media mas
alta que el grupo de control y una distribucién mas baja de las calificaciones. Tras la intervencion, el
grupo experimental aument6 significativamente su media a 8,73, frente al 7,65 del grupo de control. Estos
resultados indican que la intervencion no solo mejoro el rendimiento promedio, sino que también redujo

la variabilidad en las puntuaciones del grupo experimental.
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3.1. Resultados del Pre Test

Tabla 8: Resultados del Pre Test
Puntos Grupo Control Grupo Experimental

Pregunta  qoiales 400 300 200 100 000 400 3.00 200 100 0,00
Reconocer,

dibujar y
parametrizar las

curvas que 4 30,0% 50,0% 20,0% 0,0% 0,0% 25,0% 60,0% 150% 0,0% 0,0%

delimitan la
region ya de
seatipol oIl

Parametrizar la
superficie de la 2 60,0% 40,0% 0,0% 87,5% 7,5% 5,0%
region

Calcular el area

de laregion a
través de 4 7,5% 32,5% 42,5% 15,0% 2,5% 7,5% 35,0% 37,5% 15,0% 5,0%
integrales
dobles

La tabla 8 muestra que el 30% de los estudiantes en el pre test del grupo de control fueron capaces
de identificar y dibujar correctamente las curvas, cerca del 25% de los estudiantes del grupo experimental.
La conversion de un registro grafico a uno algebraico se comprobo mas a fondo en la pregunta numero 2,
donde tuvieron problemas algunos de los estudiantes, ya que el 60% de los estudiantes fueron capaces de
escribir la region parametrizada de la grafica en el grupo de control y en el experimental el 87,5% de los
estudiantes respondieron esta pregunta de forma correcta. Esto indica que el 40% de los estudiantes tienen
mas dificultades en la conversion de un registro grafico a un algebraico en el grupo control, frente a un

12,5% del grupo experimental.

En la pregunta 3, que evalta la capacidad de calcular el area de la region mediante integrales dobles,
el 7,5% de los estudiantes del grupo de control y el 7,5% del grupo experimental, obtuvieron puntuaciones
completas. Estos resultados indican que, aunque los estudiantes tienen una comprension basica de las

integrales dobles, atin enfrentan desafios significativos en su aplicacion practica.

Los resultados del pre test muestran que los estudiantes tienen un buen desempefio en el
reconocimiento de la region y en el dibujo de las curvas que la componen, sin embargo, presentan
dificultades en la conversion del registro grafico al algebraico de la parametrizacion de la superficie de la
region y, por ende, en el planteo de la integral doble y su posterior resolucion. Esto pone de manifiesto la
necesidad de un enfoque educativo orientado al fortalecimiento de la conversion de registros para una

mejor comprension del objeto matematico.
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3.2. Talleres de los estudiantes

A continuacion, se presenta el uso de GeoGebra de uno de los estudiantes del grupo experimental
que empled este software en la mejora de sus destrezas en el dibujo de las parametrizaciones de las curvas
y superficies que componen un so6lido, asi como el calculo de su volumen con integrales dobles.

Tabla 9: Taller en GeoGebra
En el cuaderno En GeoGebra

Sk + Vista Grafica 2 % |» Vista Grifica 30

.3 Volumen sobre una regién de tipo I
X 3 Ymax™

-2 B BoRe

e (] Mostrar funcion

1y 4 3 [=96-8y _ 2517
\ Xy ; vm.‘.yle.l_LL( 5 Ddyde =230

La tabla 9 muestra un taller realizado por un estudiante de la carrera de Ingenieria Civil de la
Universidad Técnica Particular de Loja. Esta figura muestra la parametrizacion tanto de la region en 2D
como del sdlido en 3D, asi como su dibujo a mano en una hoja y su comparacion con GeoGebra. GeoGebra
permite una manipulacion dindmica del grafico y sus proyecciones. Ademas, esta metodologia permitio
visualizar y comprender mejor las propiedades geométricas y espaciales del s6lido estudiado, facilitando
el andlisis y la interpretacion de los resultados obtenidos. Este enfoque no so6lo mejora la habilidad de
dibujar y manipular graficos, sino que también fomenta una mayor interaccion y experimentacion con los

conceptos matematicos.
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3.3. Reflexiones y actividades de los estudiantes

Tabla 10: Percepcion de los estudiantes

Descripcion TD ED N DA TA
Utilizar GeoGebra mejoro tu capacidad para
dibujar regionesJ2D y soligos 3D b 0% 0% 15% 25%  60%
Estas de acuerdo con que GeoGebra es util para
mejorar habilidades de visualizacion
GeoGebra ayuda a identificar las curvas
paramétricas
GeoGebra facilita la comprension de la region y
limites de integracion
GeoGebra mejora la comprension de integrales
dobles
Se aprendi¢ a utilizar GeoGebra de manera 0% 0% 6% 2% 0%
efectiva

GeoGebra permite la manipulacion de graficos 0% 0% 13% 15% 72%
GeoGebra fac.lhta la conversion eqt,re diferentes 0% 0% 12% 25% 63%
registros de representacion
Recomendacion del uso de GeoGebra: 0% 0% 0% 15% 85%

0% 0% 15%  25%  60%

0% 0% 23%  22%  55%

0% 0% 13%  25%  62%

0% 0% 5% 37%  58%

Nota: TD: Totalmente en desacuerdo; ED: En desacuerdo; N: Neutro; DA: De acuerdo; TA: Totalmente en acuerdo
La tabla 10 presenta las reflexiones de los estudiantes sobre el uso de GeoGebra en el aprendizaje
del célculo de volimenes por medio de integrales dobles, empleando la TRSR. En la cual, la mayoria de
los estudiantes estan de acuerdo o muy de acuerdo en que GeoGebra mejora significativamente sus

habilidades en diversas areas.

El 85% afirmo utilizar GeoGebra para mejorar la visualizacion y el dibujo de figuras 2D y 3D.
Ademas, el 77% afirma que el sofiware ayuda a identificar las curvas paramétricas que forman el objeto.
Algunos estudiantes mencionaron que GeoGebra les facilito la comprension de las regiones de
integracion. Un porcentaje similar de estudiantes sefialo que GeoGebra mejord su comprension general
de las integrales dobles. Algunos estudiantes consideraron que GeoGebra facilité la conversion entre
diferentes registros de representacion (grafico, algebraico, numérico, etc.). Finalmente, el 100% de los

encuestados recomendaria el uso de GeoGebra.

34. Resultados del Post Test

Tabla 11: Resultados de las pruebas posteriores

Preguntas Puntos Grupo control Grupo experimental
Totales 4,00 3,00 200 1,00 0,00 4,00 3,00 200 1,00 0,00

Dibujo del

solido y sus 3 80% 15% 5% 0% 93% 8% 0% 0%

proyecciones

Parametrizacion

de las curvas y 3 53% 48% 0% 0% 8% 15% 0% 0%

superficies

Calculo del

volumen del 4 10% 35% 45% 10% 0% 23% 50% 28% 0% 0%

solido
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En la tabla 11 se observa que el uso de la herramienta GeoGebra ha tenido una influencia
significativa en el grupo experimental en comparaciéon con el grupo de control. El porcentaje de
estudiantes que obtuvieron la maxima nota al dibujar sélidos aument6 del 80% en el grupo de control al
92.5% en el grupo experimental. Ademas, se observa que GeoGebra ayudé a mejorar la comprension
entre diferentes registros semidticos, como se muestra en la pregunta 2, donde el grupo de control obtuvo
un 52,5% de la puntuacién maxima, frente al 85% del grupo experimental. En la pregunta 3, GeoGebra
también contribuye a una mejor comprension de la integral doble para el calculo de volumenes,
aumentando el porcentaje de puntuacion maxima y logrando una distribucion mas equilibrada de las

puntuaciones.

Figura 12: Diagrama de barras de las notas de los estudiantes del post test.
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La figura 12 muestra que las calificaciones obtenidas por el grupo experimental son superiores a las
del grupo de control. Solo el 2,5% de los alumnos obtuvo notas inferiores a 7 en el grupo experimental,
frente al 35% del grupo de control. Ademas, el grupo experimental tiene un mayor nimero de alumnos

con calificaciones de 9 a 10, lo que representa el 40%, frente al 17,5% del grupo de control.

Para comprobar que el uso de GeoGebra tuvo un impacto positivo en el rendimiento académico en
el grupo experimental con respecto al grupo de control, se realizo diferentes pruebas estadisticas como
como se indica a continuacion.

Tabla 12: Prueba de normalidad resultados post test

Shapiro - Wilk

Estadistico Estudiantes Significancia (p)
Resultados sin
GeoGebra (Grupo de 0,953 40 0,095
control)
Resultados con
GeoGebra (Grupo 0,966 40 0,271
experimental)
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En primer lugar, se realizo la prueba de normalidad mediante el criterio de Shapiro Wilk debido a
la cantidad de datos es menor a 50. Se considerd un valor de significacion de 0,05, que al compararlo con
los valores de la tabla 12, se observd que los valores 0,095 en el grupo de control y 0,271 en el grupo
experimental son superiores al valor de referencia. Por lo tanto, se determina que las puntuaciones de

ambos grupos tienen una distribucion normal.

Tabla 13: Prueba paramétrica t de Student para grupos independientes

gl Significancia
(bilateral)
Se asumen varianzas 78 0.00
. ., iguales
Calificacion No se asumen 66,752 0.00

varianzas iguales

Dado que los datos superaron la prueba de normalidad y debido a que el tamafio de la muestra es
mayor a 29, se utilizoé la prueba paramétrica t de Student para determinar la influencia del software
GeoGebra. La tabla 13 muestra un valor de significancia bilateral de 0, inferior a 0,05; por tanto, se
determina estadisticamente que el uso de GeoGebra influye positivamente en la comprension de las

parametrizaciones y de las integrales dobles para el calculo del volumen de so6lidos.

4. Discusion

El uso de GeoGebra como recurso semiotico para la parametrizacion y el calculo de volumenes de
solidos ha demostrado no solo mejorar el rendimiento académico, sino también facilitar la transicion entre
registros algebraicos y graficos. La evidencia recolectada en las evaluaciones pre y post test muestra que
los estudiantes del grupo experimental, que emplearon esta herramienta, lograron superar a sus
contrapartes que no la utilizaron. Esto se vincula con la TRSR, que subraya la importancia de manejar
multiples representaciones de un mismo concepto para profundizar la comprension matematica. La
interactividad y la visualizacion que ofrece GeoGebra potenciaron la capacidad de los estudiantes para
comprender conceptos abstractos y aplicarlos en situaciones practicas. Este hallazgo es consistente con
estudios previos como el de Ayala Chauvin y Luna Romero (2024), los cuales indican que la interactividad
y la visualizacién dinamica mejora la comprension de los objetos matematicos, en este caso de la integral

doble, al permitir a los estudiantes experimentar con conceptos abstractos de manera tangible.

Ademas, muchos de los estudiantes expresaron una percepcion positiva sobre la efectividad de
GeoGebra en su aprendizaje. La incorporacion de esta herramienta no solo mejor6 la comprension de
integrales dobles, sino que también fomento6 habilidades de visualizacion y manipulacion grafica que son
criticas en los niveles avanzados de céalculo. Sin embargo, es fundamental reconocer que, a pesar de las
mejoras observadas, atn existen desafios en términos de la conversion entre registros, lo que sugiere que
se debe seguir investigando y ajustando las metodologias didacticas asociadas al uso de herramientas

tecnologicas.
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Conclusiones

En conclusion, el estudio mostré que la implementacion del software GeoGebra en la ensefianza de
la parametrizacion de solidos y el calculo de volimenes a través de integrales dobles ha tenido un impacto
significativo en el rendimiento académico de los estudiantes de Ingenieria Civil en la Universidad Técnica
Particular de Loja. Los resultados de las evaluaciones indican una mejora sustancial en la comprension
conceptual y en la habilidad para realizar conversiones entre diferentes representaciones matematicas. Por
lo tanto, se reafirma la relevancia de integrar tecnologias educativas en el aula como medio para abordar

conceptos complejos y mejorar el aprendizaje en matematicas.

Asimismo, se concluye que la preparacion y capacitacion de tanto educadores como estudiantes en
el uso efectivo del software GeoGebra es crucial para maximizar su potencial en el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Esto no solo permite la mejora del rendimiento académico, sino que también contribuye al
desarrollo de habilidades criticas en el ambito de la educacién matematica, asegurando que los estudiantes

adquieran competencias mas profundas y adecuadas para enfrentar desafios en su formacién profesional

Recomendaciones

Se recomienda a las instituciones educativas que implementen el uso de GeoGebra en sus curriculos
de matematicas, particularmente en cursos avanzados de calculo y andlisis matematico. La formacion
continua de los docentes en el uso de esta herramienta es esencial para facilitar su integracion efectiva en
las précticas pedagdgicas. Ademas, se sugiere la creacion de materiales didacticos que acompafien el uso
de GeoGebra y que incluyan actividades orientadas al desarrollo de habilidades en la conversion entre

diferentes registros semioticos.

Finalmente, se sugiere que futuras investigaciones se enfoquen en el disefio de estrategias didacticas
combinadas que integren GeoGebra con otras tecnologias educativas. Esto permitira explorar de manera
holistica las interacciones entre diferentes plataformas y métodos de ensefianza, contribuyendo asi a la

creacion de entornos de aprendizaje mas dinamicos y efectivos en la educacion matematica.

Observacion
La redaccion de este articulo se ha extendido debido a la inclusion de un sustento matematico que
respalda el desarrollo del applet. Esto tiene como propoésito brindar a los lectores un punto de partida

solido que les permita personalizar sus propios applets en GeoGebra.
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