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RESUMO

O avango das tecnologias digitais e a intensificagcdo do seu uso no ambiente educacional tém
impulsionado novas formas de ensinar e aprender matemdtica, especialmente em contextos que
exigem alto nivel de abstracdo, como o Cdlculo Diferencial e Integral. Neste cendrio, o
software GeoGebra se destaca como uma ferramenta eficaz por permitir a construgdo,
visualizagdo e manipulagdo de objetos matematicos de forma dindmica e interativa. Este artigo
apresenta duas construgoes no GeoGebra voltadas a compreensdo do conceito de integral
dupla sobre regides retangulares. As construgdes ilustram graficamente a defini¢do formal da
integral por meio da soma dupla de Riemann, proporcionando uma experiéncia visual e
exploratoria do volume de solidos limitados por superficies em trés dimensaes.
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Construction of the Concept of Double Integral Using
GeoGebra Software

ABSTRACT

The advancement of digital technologies and the increasing use of these tools in educational
settings have driven new ways of teaching and learning mathematics, especially in contexts that
require a high level of abstraction, such as Differential and Integral Calculus. In this scenario,
GeoGebra software stands out as an effective tool by enabling the construction, visualization,
and manipulation of mathematical objects in a dynamic and interactive way. This article
presents two constructions in GeoGebra aimed at supporting the understanding of the concept
of the double integral over rectangular regions. The constructions graphically illustrate the
formal definition of the integral through the double Riemann sum, providing a visual and
exploratory experience of the volume of solids bounded by surfaces in three dimensions.

Keywords: GeoGebra; double integral; digital technologies.

Introducao

Vivemos em uma sociedade profundamente marcada pela cultura digital, na
qual a informacao circula com velocidade e a tecnologia ocupa um papel central na
vida cotidiana. Esses fatos impactam diretamente o processo educacional, exigindo
novas abordagens didaticas e metodoldgicas, especialmente no ensino de
disciplinas tradicionalmente desafiadoras como a Matematica. Nesse cenario, 0 uso
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de tecnologias digitais nas salas de aula passou a ser ndo apenas desejavel, mas
necessario para promover uma aprendizagem mais interativa e alinhada a realidade
dos estudantes.

Acreditamos que, com a introdugdo de tecnologias digitais, como
calculadoras graficas, computadores e internet, a propria natureza da
matematica pode ser alterada. Essa mudanga ocorre porque os modos de
representagdo e de comunicagdo da matematica se transformam, alterando,
assim, ndo s6 a maneira como os conceitos sdo apresentados, mas também
a forma como o conhecimento é construido, compartilhado e validado na
sala de aula e fora dela. (Borba & Villarreal, 2005, p. 31)

Para Valente (1999), a utilizacdo do computador na educagao pode facilitar o
processo de aprendizagem na constru¢do do conhecimento nos diversos niveis de
ensino. Diante dessas possibilidades, o educador tem a tarefa de examinar e adaptar
este recurso nas praticas pedagogicas para proporcionar aulas dindmicas e

interativas. Segundo Moran (2006, p. 23),

Um dos grandes desafios para o educador ¢ ajudar a tornar a informagéo
significativa, a escolher as informagdes verdadeiramente importantes entre
tantas possibilidades, a compreendé-las de forma cada vez mais abrangente
e profunda e a torna-las parte do nosso referencial.

Dentre os recursos tecnologicos disponiveis, o software GeoGebra tem se
destacado como uma ferramenta poderosa no ensino de Matematica. O GeoGebra ¢
um software gratuito e amplamente acessivel a todas as idades que combina
recursos de algebra, geometria, calculo e estatistica em uma plataforma dindmica
que permite tanto a exploracdo individual quanto a mediacdo docente. Sua
capacidade de gerar representacdes graficas em duas e trés dimensdes favorece a
visualizacdo, a manipulagdo de parametros, o que o torna especialmente eficaz no
ensino de topicos como derivadas, integrais e equagdes diferenciais. Além disso,
sua aplicagdo ¢ compativel com metodologias ativas de ensino, promovendo maior
autonomia, engajamento e participacao dos estudantes.

No contexto especifico do Calculo Diferencial e Integral, a visualizacdao
concreta dos conceitos desempenha um papel fundamental para a constru¢do do
conhecimento. Muitos topicos, como a defini¢do de integral, o volume de sélidos e
as somas de Riemann, envolvem abstragdes complexas que se tornam mais
compreensiveis quando representadas graficamente. A possibilidade de observar
superficies, regides de integracdo e aproximagdes sucessivas por meio de
construgdes digitais contribui significativamente para o desenvolvimento da
intuicdo geométrica e para a compreensdo dos significados envolvidos nos
processos de integragao.

A compreensdo do calculo ndo deve ser construida exclusivamente sobre
manipulagdes algébricas formais, mas apoiada em imagens mentais e
representagdes visuais que permitam ao estudante estabelecer conexdes
significativas entre o conceito de integral e a ideia de area, acumulagio ou
volume. Tais imagens proporcionam um alicerce cognitivo que antecede e
sustenta a formalizacdo simbolica. (Tall, 1991, p. 9, [tradugdo nossa])

Entretanto, apesar de sua importancia, o ensino do Célculo nos cursos de
graduacdo nas areas de Exatas enfrenta desafios persistentes. Muitos estudantes
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apresentam dificuldades relacionadas a abstracdo dos conceitos, a transi¢cao do
ensino médio para o universitario, a fragmentagdo entre teoria e pratica e a
auséncia de conexdes visuais e aplicadas, como salienta Tall (2013), ao destacar
que a formalizacdo precoce pode dificultar a construcdo de significados
matematicos mais profundos. Nesse contexto, a incorporacao de recursos digitais,
como o GeoGebra, atua como um elo entre o contetido tedrico e sua aplicagdo
concreta, facilitando o entendimento dos conceitos fundamentais do Calculo.

O presente artigo tem como objetivo explorar constru¢des interativas no
ambiente GeoGebra para auxiliar no desenvolvimento do conceito de integral dupla
em regides retangulares. Por meio dessas construgdes, busca-se ndo apenas ilustrar
geometricamente a defini¢do formal da integral dupla e a soma dupla de Riemann,
mas também oferecer aos estudantes e professores uma ferramenta que potencialize
o aprendizado, promovendo um ambiente visual, investigativo e dindmico para o
estudo do Calculo em duas varidveis.

Sendo assim, foram desenvolvidas duas construgdes interativas, ambas tém
como objetivo ilustrar o processo de aproximagao do volume de um so6lido limitado
superiormente por uma funcio de duas varidveis e inferiormente por um retdngulo
no plano xy, conforme descrito na defini¢ao formal da integral dupla. A primeira
constru¢do visa proporcionar uma compreensdo intuitiva do volume por meio de
prismas verticais, baseados nos valores da funcdo f(x,y) avaliados em pontos
especificos da malha. A segunda construcdo segue mais fielmente a defini¢do
formal da integral dupla via soma dupla de Riemann, oferecendo uma visualizagdo
técnica e detalhada dos subretdngulos e pontos amostrais presentes na defini¢do,
além de permitir maior aproximag¢do com o valor exato da integral.

1. Defini¢ao da Integral Dupla

A defini¢do formal de integral dupla sobre regides retangulares, conforme
apresentada por Stewart (2013, p. 874—877), parte da ideia de estimar o volume de
um soélido delimitado superiormente pelo grafico de uma fungao de duas variaveis e
inferiormente por uma regido retangular no plano xy. Dessa forma, considere uma
funcdo real f de duas varidveis reais definida sobre um retdngulo fechado
R=[a,b]x[c,d] e suponha que f{x,y)>0 para todo ponto (x,y) em R.

O objetivo ¢ determinar o volume do sélido S compreendido entre o plano xy,
a superficie definida pelo grafico da funcdo f e a regido R. Para isso, divide-se o
intervalo /a,b] em m subintervalos de mesmo comprimento 4x e o intervalo /c,d/
em 7 subintervalos de mesmo comprimento A4y, formando, assim, uma malha que
particiona R em mn subretangulos Rij, todos com area igual a 44= AxAy.

Escolhe-se um ponto amostral Pij em cada subretangulos Rij e constrdi-se,
sobre cada um, um paralelepipedo cuja base coincide com Rij e cuja altura ¢ dada
por f(Pij). O volume aproximado do sélido S pode, entdo, ser estimado pela soma
dos volumes desses paralelepipedos:
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V=~ izn:f(aj) AA.

i=1j=1

Esta soma ¢ conhecida como soma dupla de Riemann. A medida que se
aumenta os valores de m e n obtém-se uma melhor aproximagdo do volume
verdadeiro do solido. Quando m e n tendem ao infinito, essa soma converge,
quando o limite existe, para o valor da integral dupla de f'sobre R, definida por:

ﬂR fxy)dd = ml,il@mizn:f(l’ij) AA.

i=1 j=1

Mesmo quando f(x,)) assume valores negativos em R, a defini¢do da integral
dupla permanece valida, interpretando-se geometricamente os volumes abaixo do
plano xy como negativos. Esse processo de particionamento, amostragem € soma
fornece o fundamento conceitual para a definicdo formal de integrais duplas em
regides retangulares e ¢ essencial para a compreensdao de diversas aplicagdes na
fisica, engenharia e outras areas das ciéncias exatas.

Embora essa defini¢cdo seja fundamental para o Calculo de vérias variaveis,
seu entendimento nem sempre ¢ imediato para os estudantes. Como destaca
Fernandes (2007), ao tratar das dificuldades na aprendizagem da integral definida:

A maior parte dos alunos lida com a integral como uma férmula a ser
memorizada, sem compreender sua origem no processo de partigdo da area
ou volume por meio das somas de Riemann” (p. 79).

Essa dificuldade conceitual pode se intensificar no caso das integrais duplas,
devido ao aumento da complexidade e a necessidade de visualizar o volume em um
espaco tridimensional. Por isso, o uso de representacdes visuais € recursos
tecnologicos torna-se essencial para auxiliar na construcdo dos significados
subjacentes a defini¢do formal da integral.

2. O comando sequéncia no GeoGebra

O comando sequéncia do GeoGebra ¢ uma ferramenta essencial para gerar
conjuntos ordenados de objetos matematicos, como pontos, segmentos, poligonos e
prismas a partir de uma expressao recursiva ou parametrizada. Sua sintaxe basica
permite a criagdo de listas com base em variaveis de controle, otimizando a
construcdo de estruturas repetitivas e dindmicas. Sua sintaxe basica ¢é:

Sequénciafexpressdo,variavel,valor_inicial,valor final,incremento(opcional)].

A expressdo ¢ o que sera repetidamente gerado com base nos valores da
variavel de controle, a varidvel ¢ o indice de repeticdo que assume valores de
acordo com os limites estabelecidos (valor inicial e final) e o incremento define de
quanto em quanto a varidvel ird variar a cada passo.

Nas construgdes apresentadas neste artigo, o comando sequéncia foi utilizado
de maneira estratégica para subdividir a regido retangular R em subretangulos
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menores, distribuir pontos amostrais e gerar, de forma automatizada, os
paralelepipedos que representam a soma dupla de Riemann na defini¢do da integral
dupla. Por exemplo, a expressao

Sequéncia((a+i(b-a)/m,0),i,0,m)

gera uma lista de pontos igualmente espagados no intervalo [a,b/, enquanto
comando aninhados, como

Sequéncia(Sequéncia((x(Elemento(l1,i)),y(Elemento(12,j))),i,1,m+1),j,1,n+1)

permitem formar uma malha bidimensional de pontos no plano xy, essencial para a
construgdo dos subretangulos.

O uso desse tipo de comando permite ao GeoGebra construir representagdes
visuais detalhadas, precisas e manipulaveis de processos matematicos complexos,
como a definicdo de integral dupla. Ao automatizar a geracao de listas de pontos e
retangulos, o comando possibilita a modelagem eficiente de estruturas repetitivas
que seriam extremamente trabalhosas, ou impossiveis, de construir manualmente.
Assim, o comando sequéncia se revela ndo apenas uma ferramenta técnica, mas
também um recurso didatico indispensavel quando se pretende explorar a0 maximo
o carater exploratorio e investigativo do software.

3. Primeira Construcao: Visualizacao Intuitiva do Volume

Inicialmente, definem-se controles deslizantes (com incremento 1) para os
limites do retangulo R: a e ¢ variando de -5 a 0, e b e d variando de a+/ a 5 e de
c+1 a 5, respectivamente. Em seguida, adotou-se a funcdo f(x,y)=3—x"2-y"2, pois
seu dominio inclui o retangulo R, e criou-se dois controles deslizantes m e n,
variando de 1 a 20 com incremento 1 representando o numero de vezes que
dividimos o intervalo /a,b] e [c,d], respectivamente. Para visualizar a regidao R,
construa as sequéncias //, [2 e [3, descritas abaixo, nesta ordem.

l1=Sequéncia((a+i*(b-a)/m,0),i,0,m)
12=Sequéncia((0,c+i*(d-c)/n),i,0,n)
[3=Sequéncia(Sequéncia((x(Elemento(l1,i)),y(Elemento(12,j))),i,1,m+1),j,1,n+1)

O comando // gera os pontos que subdividem o eixo x, enquanto /2 faz o
mesmo no eixo y. J4 o comando /3 combina essas duas listas para formar uma
matriz de pontos no plano, representando os vértices dos subretangulos da parti¢ao
mn de R. Esses pontos servem de base para a construgdo grafica dos prismas que
ilustram a soma dupla de Riemann. Para prosseguir na construgdo, ¢ aconselhdvel
omitir os pontos das sequéncias // e /2, pois essas sequéncias sdo construgdes
auxiliares. Também, diminua o tamanho dos pontos de /3 para 1.
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Figura 1: Possivel representacdo do retangulo R
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Para construir um conjunto de segmentos no espago que, quando se aumenta
os valores de m e de n obtém-se uma aproximagao do sélido S, informe a sequéncia
abaixo.

14=Sequéncia(Sequéncia(Segmento((x(Elemento(Elemento(13,i),j)),y(Elemento(Ele
mento(13,i),j)),0), (x(Elemento(Elemento(13,i),j)),y(Elemento(Elemento(13,i),j)) f(x(E
lemento(Elemento(13,i),j)),y(Elemento(Elemento(13,i),j))))).i,1,n+1),j,1,m+1)

Ao final do passo anterior, na aba opcdes, altere a espessura da linha dos
segmentos da lista /4 para 10 para uma melhor visualizacdo do so6lido S. Observe
que quando altera-se os valores de a,b,c e d, € possivel visualizar uma série de
solidos que representam a integral dupla de f'sob o retangulo R.

Figura 2: Esboco de possivel solido S

Fonte: Acervo da Pesquisa
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Finalmente, para obter o volume aproximado do so6lido S, informe a
sequéncia e a soma, respectivamente, descritas em seguida.

15=14%*((b-a)/m)*((d-c)/n)
intapr=Soma(Soma(l5))

Nesse passo, vale ressaltar que /5 ¢ composta pelos volumes dos
paralelepipedos de altura f(x(Elemento(Elemento(13,i),j))) cuja base tem medidas
(b-a)/m e (d-c)/n. Logo, o resultado obtido em intapr ¢ uma aproximacgdo do
volume de S. Note que, dependendo das escolhar dos parametros contruidos e da
funcdo adotada, pode-se obter valores negativos em /5 que representam volumes de
paralelepipedos que estdo localizados abaixo do plano xy. Além disso, quanto
maior os valores de m € n € menor o retingulo R, o valor de intapr estara mais
proximo do valor exato da integral dupla de f'sobre a regidao R.

A primeira constru¢do foi pensada como uma etapa inicial de familiariza¢ao
dos estudantes com a ideia de volume sob uma superficie, proporcionando uma
experiéncia de carater intuitivo e acessivel. Nessa fase, recomenda-se que o aluno
assuma um papel ativo no processo de aprendizagem, tendo a oportunidade de
construir ¢ manipular os parametros da construgao (como os limites de integragdo e
o niumero de subdivisdes) em tempo real.

Para garantir uma articulagdo adequada com a teoria, ¢ fundamental que essa
atividade ndo seja iniciada diretamente com a manipulacdo dos elementos no
GeoGebra, mas sim antecedida por uma discussdo conceitual. Essa discussdo deve
abordar o significado geométrico da integral dupla, contextualizando-a como um
processo de aproximacgdo de volumes sob superficies em trés dimensdes, por meio
da soma de volumes de paralelepipedos definidos sobre sub-regides de uma
particdo retangular.

Durante a execu¢do da atividade no GeoGebra, a mediagdo docente assume
papel central, sendo orientada por perguntas investigativas e tarefas exploratorias
que provoquem reflexdo e promovam conexdes conceituais, como: “O que
acontece com a aparéncia do sélido quando aumentamos os valores de m e n?”,
“Como a forma dos prismas se relaciona com a funcao f(x,y) utilizada?”’ e “Se
aumentarmos a subdivisdo, o valor calculado da integral muda?”. Essas perguntas
incentivam a exploracdo ativa, o levantamento de hipdteses e a validagdo empirica.

O objetivo final € permitir que os alunos estabelecam, de forma autonoma e
progressiva, a conexao entre a representagdo visual gerada no software e a
definicdo formal da integral dupla via soma de Riemann. Essa conexdo da
sustentacdo a formalizagdo simbdlica, permitindo que a expressao matematica da
integral ndo seja entendida como algo arbitrario ou desconectado, mas como uma
generalizacdo sistematizada de um processo empirico previamente compreendido.
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4. Segunda Construcido: Representacio da Soma dupla de
Riemann

A segunda constru¢do foi planejada para apresentar, da forma mais fiel
possivel, a definicdo formal da integral dupla via soma dupla de Riemann. Para
1sso, construa dois controles deslizantes m e n variando de 1 a 6 com incremento 1
que possuirdo as mesmas fungdes da construgdo anterior. Observe que o valor
maximo é 6 e ndo 20 como definimos anteriormente. Além disso, como a
construgdo segue fielmente a defini¢do formal da integral dupla por meio da soma
de Riemann, o volume do s6lido S obtido é bastante préximo do valor exato,
mesmo com um numero reduzido de subdivisdes da regido retangular R.

O passo seguinte consiste em definir a fun¢do cujos valores serdo utilizados
para o calculo do volume do sélido S, assegurando que o retdngulo R esteja contido
em seu dominio. Para fins de exemplificacdo, utiliza-se a mesma func¢do adotada na
construgdo anterior, porém agora com seu dominio limitado a regido retangular R,
por meio do seguinte comando inserido na caixa de entrada.

f=Fun¢do(3-x"2-y"2,x,0,1,y,0,1)

Agora, € necessario construir os paralelepipedos que compdem a soma dupla
de Riemann, os quais representardo a aproximac¢ao do volume do so6lido S. Para
1SS0, 0 primeiro passo consiste em estabelecer os mn subretangulos que servirdo de
base para essas caixas tridimensionais. Essa malha de subdivisao ¢ gerada por meio
da sequéncia apresentada a seguir, o qual cria os poligonos que delimitam cada
subregido da particdo retangular no plano xy.

l1=Sequéncia(Sequéncia(Poligono((i/m,(j+1)/n),((i+1)/m,(+1)/n),((i+1)/m,j
/n),(i/m,j/m)),i,0,m-1),j,0,n-1)

Em seguida, informe a sequéncia seguinte para selecionar os pontos
amostrais em cada um dos subretangulos construidos.

12=Sequéncia(Sequéncia(PontoAleatorioEm(Elemento(Elemento(l1,i),j)),i, 1,
n)j,1,m)

Para facilitar a visualizagdo dos objetos construidos no plano, recomenda-se
ajustar o tamanho dos pontos da sequéncia /2. Para isso, clique com o botdo direito
sobre qualquer ponto da sequéncia, selecione Propriedades, va até a aba Estilo e
defina o tamanho como 1. Esse ajuste torna a visualizagdo mais limpa e evita a
sobreposic¢io grafica entre os elementos. E importante observar que, ao modificar
os valores de m e n, 0s pontos amostrais sdo automaticamente redefinidos, uma vez
que o comando PontoAleatorioEm considera que qualquer alteragdo mnos
parametros configura uma nova constru¢do. Dessa forma, o software recalcula os
pontos aleatdrios, gerando diferentes amostras para cada nova configuracdo da
malha, o que reforga o carater dindmico e exploratério da atividade.
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Figura 3: Divisdo de R em subretangulos para m=n=6
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Fonte: Acervo da Pesquisa

Para gerar as mn caixas retangulares, informa-se a sequéncia abaixo. Além
disso, altere a espessura das arestas dos prismas gerados clicando em Propriedades,
Estilo e selecione a espessura da linha para 1.

[3=Sequéncia(Sequéncia(Prisma(Elemento(Elemento(l1,i),j).f(Elemento(Elemento(
12,5),i)).i,1,n),j,1,m)

Figura 4: Caixas retangulares para m=n=6

Fonte: Acervo da Pesquisa
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Em seguida, insira o comando abaixo na caixa de entrada do GeoGebra. Esse
comando calcula o valor aproximado do volume do so6lido S por meio da soma
dupla de Riemann, com base nas subdivisdes € nos pontos amostrais definidos
anteriormente. O resultado obtido representa uma boa estimativa da integral dupla
nas condig¢oes estabelecidas.

int=Soma(Soma(Elemento(13,i),i,1,m))

A segunda construgdo, de carater mais formal, foi cuidadosamente elaborada
com o proposito de aproximar o estudante da defini¢do rigorosa da integral dupla
por meio da soma dupla de Riemann, tal como apresentada nos livros de Calculo
Integral em vérias varidveis. Ao contrario da primeira atividade, que enfatiza a
intuicdo visual, esta demanda um envolvimento técnico mais aprofundado,
exigindo que o aluno compreenda ndo apenas a ideia geométrica do volume, mas
também os mecanismos formais de sua construcao a partir de parti¢des da regido de
integracao.

Essa abordagem permite ao estudante vivenciar o processo de construgdo da
integral desde suas bases conceituais, favorecendo a compreensdo do papel
desempenhado por cada elemento da soma de Riemann: a subdivisdo do retangulo,
a escolha dos pontos amostrais € a soma dos volumes parciais. O professor, por sua
vez, atuara como mediador e organizador do ambiente de aprendizagem,
estruturando sequéncias didaticas progressivas, que conduzam o aluno por meio de
questionamentos, como: “Se usarmos o centro de cada subretdngulo em vez de um
ponto aleatério, o valor mudaria?’ ou “Como a ideia de limite aparece
implicitamente nessa construgdo?”, ¢ orientagdes técnicas. E aconselhavel que, ao
final da atividade, os alunos sejam convidados a comparar os valores obtidos com o
valor exato da integral.

Dessa forma, a constru¢do assume um papel formativo essencial ao permitir
que os estudantes transitem do concreto ao formal, conectando as manipulagdes
visuais no GeoGebra a formulacdo matematica precisa do conceito. Ao fazer isso,
promove-se a apropriagdo conceitual fundamentada ndo apenas na execugdo de
procedimentos, mas na compreensao de seus significados subjacentes.

Consideracoes Finais

O uso de tecnologias digitais no ensino de Calculo, como o GeoGebra, tem
se mostrado uma estratégia eficaz para enfrentar os desafios associados a abstragao
dos conceitos matematicos. As construgdes apresentadas neste trabalho evidenciam
como a visualizagdo dindmica e a manipulacdo de elementos graficos podem
favorecer a compreensdo da integral dupla, aproximando os estudantes dos
significados geométricos e conceituais envolvidos no célculo de volumes em trés
dimensoes.

Ao integrar teoria e pratica por meio de representagcdes interativas, as
abordagens apresentadas contribuem para uma aprendizagem mais efetiva, ao
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mesmo tempo em que ampliam as possibilidades de intervengdo pedagodgica por
parte do docente. Conclui-se que a incorporacdo de recursos digitais como o
GeoGebra ndo apenas moderniza as praticas pedagogicas, mas fortalece
metodologias que valorizam a experimentacdo, a intui¢ao visual e o protagonismo
discente no ensino da matematica.
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