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Resumo: Introduzimos, neste trabalho, uma ldgica proposicional para tratar da nog¢do de ‘quase
sempre’. Fazemos isso através da inclusdao de um novo operador na légica proposicional classica.
Este novo operador captura as mesmas nog¢des do quantificador introduzido na légica do ultrafiltro de
Sette, Carnielli e Veloso (1999).

Palavras-chave: Légica do ultrafiltro. Ldgica proposicional do ‘quase sempre’. Algebra do ‘quase
sempre’.

THE PROPOSITIONAL LOGIC FOR ‘ALMOST ALWAYS’

Abstract: We introduce, in this paper, a propositional logic to deal with de notion of ‘almost always’'.

We do this by adding a new operator in classical propositional logic. This new operator captures the
same notions of the quantifier introduced in the Ultrafilter logic by Sette, Carnielli and Veloso (1999).

Keywords: Ultrafilter logic. ‘Almost always’ propositional logic. ‘Almost always’ algebra.

Introducéo

R. Reiter, em 1980, introduziu a Logica do Padrédo. A preocupacéo de Reiter
(1980) foi com argumentos padrdes do tipo “na auséncia de alguma informagéo
contraria, assume-se que...”, Oou Sseja, argumentos que ‘quase sempre’ Sao
verdadeiros, com algumas excecgoes.

Uma critica relevante sobre a Logica do Padrdo de Reiter é que este sistema
ndo é monotdnico. Em todas as deducbes feitas num sistema nao-monotdnico,
precisamos analisar todas as regras que formalizam as crencas existentes, as
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suposicdes iniciais e o0s teoremas ja deduzidos para que ndo surja alguma
inconsisténcia no sistema.

Por esta e outras desvantagens dos sistemas n&o-monotonicos, Sette,
Carnielli e Veloso (1999) desenvolveram um sistema monotonico, baseado no
conceito de ultrafiltro, a fim de oferecer uma alternativa a Légica do Padréo.

A Logica do Ultrafiltro é formalizada numa linguagem L(V) que é uma
extensdo da linguagem cléssica de primeira ordem L, obtida através da inclusdo do
quantificador generalizado V. Denotamos a Légica do Ultrafiltro por £(V).

Os axiomas de L(V) sdo formados por todos os axiomas da logica cléassica de
primeira ordem £ mais 0s seguintes axiomas:

(V1) VX (¢(X) = w(X)) = (VX o(X) = VX y(X))
(V2) (VX @(X) A VX (X)) = VX (9(X) A y(X))
(V3) VX o(X) v VX —0(X)

(Va) VX ¢(X) — 3x ¢(X).

As regras de inferéncia do sistema séo:

Modus Ponens (MP): ¢, ¢ — v F v
Generalizacao (Gen): ¢ F VX ¢(X).

Neste trabalho, assim como feito na Légica do Ultrafiltro, introduziremos uma
|6gica para tratar do conceito de ‘quase sempre’. Porém, ao invés de trabalharmos
num ambiente quantificacional, faremos isto num ambiente proposicional.

1. Alégica proposicional do ‘quase sempre’

A légica proposicional do ‘quase sempre’, denotada por L£(3t), € uma extenséo
da légica proposicional classica. Assim, todos os resultados da légica proposicional
classica, ou célculo proposicional classico (CPC), sdo também resultados de L(3¥).
Além destes resultados, teremos outros dados pelo novo operador l6gico, que
captura a nocao de ‘quase sempre’.

Indicaremos o conjunto de variaveis proposicionais de L(3¥) e o conjunto de
formulas de L(XX), respectivamente, por VarL(3X) e ForL(%x).

A légica proposicional do ‘quase sempre’ é construida sobre a linguagem L(A,
v, —, =, £f), em que A, v, — € — sd0o 0s conectivos légicos usuais e £t € um novo
operador. A légica L(xt) fica determinada por meio dos seguintes axiomas e regras
de deducéo:

Axiomas:
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(Axo) Axiomas do célculo proposicional classico (CPC)
(Ax1) (3t A Tty) — 3¢ A y)

(AX2) 3t v =@

(Axz) ¥XL — L.

Regras de deducgéao:

MP)o — vy, 0/y
(R ko — v/ Hto — Sy.

Observacdes: Denotamos que a férmula ¢ € deduzida a partir do conjunto I" por I -
o. Quando o conjunto I' é vazio, a expressdo + o denota que a formula ¢ é um
teorema de L(3¥). Além disso, nossos axiomas e regras de dedugdo sdo esquemas,
ou seja, ¢ e y representam formulas quaisquer.

Os novos axiomas e regra de dedugdo podem ser entendidos da seguinte
maneira:

(Ax;) Se ¢ ocorre ‘quase sempre’ e y ocorre ‘guase sempre’, entdo eAy ocorre
‘quase sempre’;

(Ax2) @ ocorre ‘quase sempre’ ou —¢ ocorre ‘guase sempre’;
(Axsz) Se uma contradi¢c&o ocorre ‘quase sempre’, entéo a contradi¢cdo ocorre;

(R¥X) Se y ocorre quando ¢ ocorre, entdo y ocorre ‘quase sempre’ quando ¢ ocorre
‘quase sempre’.

Proposicédo 1.1: + —3X1.

Demonstragao:

1.F3L -1 (AXs)

2.+ (Bt — 1) > (=L — =%tl) (CPC)

3. F =l — —3tL (MP)em1le?2
4. F -1 (CPC)

5. F —%tL (MP)em3e4. m

Na proposigéo anterior, temos que a contradicdo ndo ocorre ‘quase sempre’.
Este é um resultado intuitivo para a nogdo de ‘quase sempre’ e desejavel em nosso
sistema. Na proposigéo a seguir, demonstraremos que uma tautologia ocorre ‘quase
sempre’, resultado este também desejavel.

Proposicdo 1.2: + 3XT.
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Demonstragao:

1. -3t v =L

2. F (L v =) — (3L — $t—1)
e d I o=

el

R ec i

Fal > T

Rl > 3T

SR T

0 N o 01 b~ W

Proposicdo 1.3: + ¢ = + 1to.
Demonstragao:

1.Fo

2.FT >0

3. F T — $to

4. 3XT

5. o

Proposicéo 1.4: + 3X{(pAr—¢) — L.
Demonstragao:

1. - (pAr—0) — L

2. F THpA—p) — TXL

XL > 1

.+ (Hor—g) = LEL) A (L — 1)

(9220 € 2 B N

. I oA—0) — L

Proposicéo 1.5: F 3t—¢ — —ite.

Demonstragao:

1.+ GHer—=09) — 1) — (=L — =3X{pA—0))

2. F (pA—p) — L
4.+ —1
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. F ((Hor—0) — TXL) A (XL — 1)) — FHea—e) — 1)

(Ax2)

(CPC)
(MP)em1le?2
Proposicéo 1.1
(MP)em3e4
(CPC)

(RX)
(MP)em5e7.m

premissa
(CPC)em 1
(R¥t) em 2

Proposicéo 1.2
(MP)em3e4d. m

(CPC)

(R)

(AX3)
(CPC)em2e3
(CPC)
(MP)em4e5. m

(CPC)
Proposicéao 1.4
(MP)em1le?2
(CPC)
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5. F —3HpA—0) (MP)em3e4

6. - (Xt A $t=0) — Lo A —¢) (Axy)

7. F (Eonkt=0) — XH(eA—0)) — (—3H(eA—¢) — —~(tpAkt—9))(CPC)

8. F —IH(PA—0) — —(LOALE—0) (MP)em6e 7

9. k ~(XXoALE—0) (MP)em5e 8

10. F =(XeA3t—=0) — (=0 — —310) (CPC)

11. F 3= — —1to (MP)em9e 10. m

Proposicao 1.6: + 3X(pAy) — (3o A Tty).

Demonstragao:

1. - (pAy) — o (CPC)

2. F I (pAy) — Lo (R¥t) em 1

3. F (pry) > v (CPC)

4. F I oAy) — Lty (R¥t)em 3

5. F ((HeAy) =X t)AGH Ay )= 3y)) > (EX(eAy)—(XenLlty)) (CPC)

6. - (oay) — Ltp) A (XoAy) — Sty) (CPC)em2e 4
7. B 3 (pAy)—(FteAaLty) (MP)em5e6. =

Proposicado 1.7: + $Xe — It (owvy).

Demonstragao:
1. Fo— (pwvy) (CPC)
2. F Lo — IHovy) (Ri¥)em1. m

Proposicao 1.8: + (Xt v Lty) — H(ewvy).

Demonstragao:

1. + XX — ILHovy) Proposicdo 1.7
2.y — (pvy) (CPC)

3. F Lty — IX(ovy) (R3X) em 2

4. F (to—=THeovy))AGty =3t (ovy))) —((Ktovity)—3evy)) (CPC)

5. F (o — $X(ovy)) A Bty — THewvy)) (CPC)em2e3
6. - (Xt v $ty) — LX(evy) (MP)em4e5. n

Proposicdo 1.9: + ¢ <> y = F Lte < Lhy.
Demonstragao:

Loy premissa
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2. F(@—>w)A(v—0) (CPC)em 1
B Fop—ovy (CPC) em 2

4 Fy—o (CPC) em 2

5. - Lt — Lty (Rxt)em 3

6. - Ly — to (R¥t) em4

7. F (o — Lty) A Bty — Sto) (CPC)em5e 6
8. F Ltp <« Lty (CPC)em7.m

Estes s&o alguns resultados formais do sistema proposto. A seguir,
mostramos algumas concepgdes semanticas envolvidas.

2. A dlgebra do ‘quase sempre’

As algebras do ‘quase sempre’ sdo modelos algébricos da ldgica
proposicional do ‘quase sempre’.

Definicdo 2.1: Uma éalgebra do ‘quase sempre’ € uma sétupla Q = (Q, A, v, ~, 0, 1,
V), emque (Q, A, v, ~, 0, 1) é uma éalgebra de Boole, 0 # 1 e ¥ é o operador que
interpreta a nogéo de ‘quase sempre’ e satisfaz as seguintes condigbes, para todos
a,beqQ:

() YarV¥b < ¥(anb)
(il)1<Vav V~a
(i) v0=<0

(iv) Ya< ¥ (avb).

Proposicdo 2.1: Y0 =0.
Demonstracdo: Como 0 < YO0 e, pela Definicdo 2.1, Y0 <0, entdo, YO =0. m

Proposicdo 2.2:a<b= Va< V¥bh.

Demonstracdo: Por hipétese, a < b. Como avb = b, entdo ¥ (avb) = ¥b. Pelo item
(iv) da Definicdo 2.1, Ya< V¥ (avb) = ¥b. Logo, Ya< Vb. =

Proposicdo 2.3: ~¥0 = 1.
Demonstracdo: Pela Proposigéo 2.1, ¥0 =0, entdo, ~¥0=~0=1. =

Proposicédo 2.4: ¥1=1.
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Demonstracdo: A condigéo (ii) da Definicdo 2.1 nos garante que: 1 < V1 v V~1
¥1 v V0. Logo, pela Proposigdo 2.1, 1< ¥1v0=V¥1.Como ¥1<1, entdo V1
1=

Proposicdo 2.5: Yav ¥~a=1.

Demonstracdo: Como Ya v ¥~a < 1 e, pelo item (ii) da Definicédo 2.1, 1 £ Va v
V~a,entdo Yav ¥Y~a=1.m

Proposicdo 2.6: ~¥~av ~Va=1.

Demonstracdo: Pela Definicdo 2.1 (i), Y~a A Ya< V(~ara) = (¥~a A Va)v
V(~ana)=V(~rana)=(¥~an ¥a)v ¥0= V0 = (Pela Proposi¢do 2.1) (V~a A
Va)v0=0=>V~aAnVa=0=~(¥~anVa)=~0=>~V¥~av~Va=1m

Proposicdo 2.7: Y~a=~Va.

Demonstracdo: Pela Proposicdo 2.5, Vav ¥~a=1=~Vaan(Yav ¥~a)=~Van
l1=>(-~VYaanVav(~-YanV¥~a)=~YVa=0v(~-YanV¥~a)=~YVa=~Vana ¥~a
=~Va=~Vas V~a.()

Por outro lado, pela Proposi¢cdo 2.6, ~¥V~av ~YVa=1= ¥V~aa (~-¥V~av
~Va)=V~anrl=(Y~arn~¥~a)v(V~arn~¥Ya)=V¥~a=0v (¥Y~arn~Va) =
V~a= V~anr~Va=V~a= V~as<~Va. (ll)

Portanto, de (I) e (Il), V~a=~Va. =

Proposicéo 2.8: ¥ (anb) < Va.

Demonstracdo: Como anb < a, entdo, pela Proposi¢édo 2.2, Y(arb)< Va. m

Proposicdo 2.9: Y(anb) = Ya A ¥bh.

Demonstracao: Pela proposicédo anterior, ¥(anb) < Ya e ¥ (aab) £ ¥b. Portanto,
V(anb) = Ya A V¥b. Por outro lado, pela condi¢do (i) da Definicdo 2.1, Ya A ¥b <
V (anb). Assim, ¥(arb)=VaA ¥Vbh. m

Proposicdo 2.10: ¥(avb) = Yav V¥bh.

Demonstracao: Pela Proposigdo 2.7 e pela Proposicdo 2.9, ~(¥(avb)) = ¥~(avb) =
V(~an~b)=V¥~aAn ¥~b=~VaAr~¥b=~(Vav ¥bh). Logo, Y(avb) = Yav V¥bh.
]

Exemplo: Seja A = {x, y, z} e (P (A), n, U, ¢, &, A) uma &lgebra de Boole de
conjuntos. Definimos um operador do ‘quase sempre’, v, sobre (P (A), N, U, €, &, A)
da seguinte maneira: v = &; v{x} ={z}; {y, z} = {X, y}; *{y} ={x, v}, "{x, z} = {z}; ~{z}
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=g; v {x y}={XYy, z} *{x, ¥, Z} = {X, y, z}. Facilmente podemos verificar que (P (A),
N U, S, @, A v) é uma algebra do ‘quase sempre’. Tomando a = {y, zZ} e b = {y}
temos que, v{y, z} = {x, y} < {x, y} = *{y}, mas {y, z} £ {y}. Tomando, agora, a = {x} e
b = {y} temos que, ~{x} = {z} £ G =~ = ~({x}~{y}), ademais, ~({x}A{y}) = ~{x, y} =
x v,z £{z} = ~{x}.

Nesse exemplo verificamos que as condi¢des (i), (ii) e (iii) abaixo nem sempre
valem numa &lgebras do ‘quase sempre’:

() Yas Vb= ac<hbh;
(i) Ya< V¥ (anb);
(iii) Y(avb) = Va.

Portanto, ndo podemos trocar as desigualdades por igualdades na Definicdo
2.1 (iv) e na Proposicao 2.8 e a implicagéo pela equivaléncia na Proposigéo 2.2.

Definicdo 2.2: Sejam Q= (Q, A, v,~ 0,1, ¥)e Q' =(Q’, A", vV, ~, 0, 1", v) algebras
do ‘quase sempre’ e h: Q — Q' uma fun¢éo. Dizemos que h € um homomorfismo de
algebras do ‘gquase sempre’ se para todo a, b € Q temos h(asnb) = h(a) A" h(b),

h(avb) = h(a) v’ h(b), h(~a) = ~'h(a) e h(V¥a) = vh(a).

Definicdo 2.3: Um isomorfismo de algebras do ‘quase sempre’ € um homomorfismo
bijetivo de &algebras do ‘quase sempre’.

Definicdo 2.4: Um monomorfismo de 4&lgebras do ‘quase sempre’ & um
homomorfismo injetivo de &lgebras do ‘quase sempre’.

Teorema 2.1: Para toda algebra do ‘quase sempre’ Q = (Q, A, v, ~, 0, 1, ¥) existe
um isomorfismo h de Q em uma algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos.

Demonstracdo: Pelo Isomorfismo de Stone, para toda éalgebra de Boole (Q, A, v, ~,
0, 1) existe um monomorfismo de (Q, A, v, ~, 0, 1) em P (P (Q)). Seja h um
isomorfismo (homomorfismo bijetivo) de (Q, A, v, ~, 0, 1) em (Q’, N, U, €, @), de

forma que Q' = h(Q) < P (P (Q)).
O isomorfismo h se estende a um isomorfismo entre Q = (Q, A, v, ~, 0,1, V)

eQ =(Q, N, U, S & ) quando definimos, para cada a € Q, vh(a) = h(¥a). A
funcao h € bijetiva e, desse modo, preserva também a nova operagéo.

A algebra de conjuntos Q' € uma algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos,
pois:
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(i) Se a, b € Q, pela Proposicédo 2.9, YanV¥b = ¥ (anb), entdo h(YaaV¥b) =
h(V¥ (aab)) = h(¥a) n h(¥b) = vh(aab) = vh(a) » vh(b) = ~(h(a) » h(b)). Logo,
vh(a) n vh(b) < ~(h(a) N h(b)).

(i) Se a € Q, pela Proposigéo 2.5, YVav ¥~a =1, entdo h(YVav ¥~a) = h(1)
= h(¥a) U h(¥~a) = Q' = vh(a) U vh(~a) = Q' = ~h(a) U vh(a)® = Q'. Portanto, Q’
c vh(a) U vh(a)°.

(iii) Pela Proposigéo 2.1, ¥0 =0, logo, h(¥0) = h(0) = vh(0) =h(0) = v&J =J
=>vJdcd.

(iv) Se a, b € Q, pela condigéo (iv) da Definicdo 2.1, Ya < V¥ (avb), entdo Ya
A Y(avb) = Ya = h(¥a) n h(¥Y(avb)) = h(Ya A ¥(avb)) = h(Ya) = h(V¥a)
h(¥ (avb)). Portanto, vh(a) = h(V¥a) < h(V¥(avb)) = vh(avb) = v (h(a) U h(b)). =

Apresentamos, na sequéncia, a correcéo e completude de ForL(3¥) relativo as
algebras do quase sempre.

3. Adequacédo da logica proposicional do ‘quase sempre’

Em geral, os sistemas formais possuem um modelo ou uma semantica
adequada a ele. O sistema é adequado quando ele é correto e completo. A correcdo
fraca determina que todo teorema é uma férmula valida; e a completude fraca que
toda férmula valida € um teorema. Enquanto a correcdo forte e a completude forte
envolvem ndo s6 teoremas e férmulas vdlidas, mas também consequéncias
semantica e sintatica (formal).

Nessa secdo, faremos a demonstracdo da adequacdo forte entre a légica
proposicional do ‘quase sempre’ e as algebras do ‘quase sempre’.

Denotaremos uma algebra do ‘quase sempre’ genérica por A.

Definigdo 3.1: Uma férmula ¢ e ForL(3t) é refutdvel em I quando I' + —¢, caso
contrério, ¢ é irrefutavel.

Definicdo 3.2: Uma valoragdo restrita € uma fungdo u" : VarL (3t) — A, que
interpreta cada variavel de £ (3¥) em um elemento de A.

Definicdo 3.3: Uma valoragdo é uma fungéo u : ForL (¥¥) — A. Considerando p uma
formula atbmica e ¢ e y férmulas quaisquer, a valoragdo estende natural e
unicamente a valoragao restrita do seguinte modo:

u(p) = v'(p)
U (=) =~ u(e)
U(e v ) = u(e) v u(y)
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U(e A y) = u(e) A u(y)
u(Ete) = Yu(e).

Observacdes: Os simbolos de operadores do lado esquerdo das igualdades
representam os operadores logicos, enquanto os simbolos de operadores do lado
direito das igualdades representam os operadores algébricos. O simbolo — é
definido da seguinte maneira: @ — y =4 —QVV.

Definicdo 3.4: Uma valoragdo u : ForL (3f¥) — A é um modelo para um conjunto I'
ForL (&%) quando u(g) = 1, para toda formula ¢ € T.

Em particular, uma valoragdo u : ForL (3¥) — A é um modelo para ¢ €
ForL(3¥) quando u(p) = 1.

Definicdo 3.5: Uma férmula ¢ é valida em uma algebra do ‘quase sempre’ A quando
toda valoragdo u : ForL (¥¥) — A é um modelo para ¢.

Definicdo 3.6: Uma formula ¢ € gs-valida quando ela é valida em toda élgebra do
‘quase sempre’.

Denotamos que uma formula ¢ € gs-valida por .

Definigdo 3.7: Seja ' < ForL(3¥), Ax o conjunto de axiomas de L(3¥) e C(I') = {y :
MUAX + y}. Dizemos que vy é derivavel em L(3t) ou € um teorema de L(3¥) quando y
e C(), ou de outro modo, quando ' = .

Se I' =, temos os teoremas de L(Xt), e assim y € C(&) < + y.

Definigdo 3.8: Uma teoria de £(¥¥) € um conjunto A < For£(3t), tal que C(A) = A.

Definicdo 3.9: Seja 'U/{gp} < ForL(¥¥). O conjunto de férmulas T é inconsistente
quando conseguimos deduzir T - ¢ e ' - —¢, para alguma férmula ¢. Caso
contrério, T" é consistente.

Definicdo 3.10: Um sistema, constituido por uma linguagem formal e regras de
deducéo, € consistente quando o seu conjunto de teoremas é consistente. Caso
contrério, ele é inconsistente.

COGNITIO-ESTUDOS: Revista Eletronicade Filosofia, ISSN 1809-8428, Sdo Paulo: CEP/PUC-SP, vol. 9, n°. 2, julho-dezembro, 2012, p. 227-242

236



Angela Pereira Rodrigues e Hércules de Arauljo Feitosa

Definicdo 3.11: A algebra de férmulas de L£(3¥) é dada por (ForL(Xt), A, v, —, —, LX),
em que A, v, —, — e £t sdo os operadores de L(¥¥).

Uma élgebra de Lindenbaum é um conjunto de classes de equivaléncia
obtidas a partir de uma relagdo de equivaléncia, ou ainda uma congruéncia, definida
sobre o conjunto de formulas de uma determinada l6gica. Definiremos a seguir a
relacdo de equivaléncia que nos dara a algebra de Lindenbaum de L£(¥).

Definicdo 3.12: Dado ' S ForL(¥X), a relagéo = r é definida por:
o=ryelreo—-vyel Fy—o.
A partir daqui omitiremos o indice I' da relacgéo.

Proposicdo 3.1: A relac@o = € uma relagédo de congruéncia.

Demonstracdo: Primeiro, demonstraremos que = é uma relagcédo de equivaléncia. A
relagdo é reflexiva: para toda férmula ¢ € ' < ForL(X), I - ¢ — ¢ e, entdo, ¢ = ¢. A
relagdo € simétrica: se o =y, entdolN o >y el Fy — ¢. Logo, y = 9. Arelagéo é
transitva:sep =y ey =oc,entdolN+o -y, Ny -, Ny >cel o —y.
Logo, '@ > cel o0 — ¢ © ¢ = c. Assim, a relacdo = € uma relagdo de
equivaléncia.

Para concluir a demonstracéo de que a relagdo = € uma congruéncia, basta
mostrar que ela preserva o operador ¥f, pois, claramente, preserva os operadores
booleanos. Pela Proposigédo 1.9, temos: o Sy M+ ¢ &y = T F Lo o Lty © Lo
= Lty. Assim, a relacdo = é uma congruéncia. m

Definicdo 3.13: A classe de equivaléncia de ¢ médulo = e ' é dada por: [¢]r = {v €
ForL(3%) : vy = o).

Definigdo 3.14: A algebra de Lindenbaum de L(3¥), denotada por Ar(L(%)), € a
algebra quociente dada por:

AF(L({:})) = (FOI’L({:})l s, A5, Vs, 15, {:}E, Oz, 15), tal que:
[o] A= [v] = [pay];

(o] v=[v] = [ovy];
—= [¢] = [—o];
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1= [9] = X0l
O==[pr—0] =[L] €
1== [pv—e] = [T].

Observacao: Nao escreveremos o indice = daqui para frente.

Quando ' = & denotamos a algebra de Lindenbaum de L(3%) relativa a ' por
A(L(3Y)), a qual chamaremos simplesmente de algebra de Lindenbaum de L(XX).

Proposicdo 3.2: Em Ar(L(XX)) temos [p] S [v] © T F ¢ — y.
Demonstragao:

plslvleblalvl=lpl e oryv]=[p] T Fory <o T e —y. =

Proposicéo 3.3: A algebra A r(£(¥¥)) € uma algebra do ‘quase sempre’.

Demonstracdo: Utilizaremos, nesta demonstracdo, a Proposi¢cédo 3.2 e a Definicado
3.12.

(i) Pelo (Axy), = (e A 3ty) — 3Ho A y) = Ko A Thy] < B A y)] = [l A
Byl < BHe A w)] = 3] A SXy] < 3o Ayl

(i) Pelo (Axy), F 3te v 3= = + (pv—0) — (3t Vv I1=09) = [pv—0] < [{to v
1t=0] = 1 < [{X] v (=] = 1 < 3f[o] v $X{—0].

(iii) Pelo (Axs), F Tl — 1 = [¥1] < [L] = 1] < 0 = X0 < 0.

(iv) A Proposicdo 1.7 nos garante que: + $fo — IHowvy) = [3te] S [ (evy)]
= 1Ho] < SHoww].

Assim, a algebra A (£ (%)) € uma algebra do ‘quase sempre’. m

Definicdo 3.15: A valoragdo u : ForL (3¥) — A r(£ (X)) € o modelo candnico de ' <
For L (3X).

Proposicao 3.4: Seja Nu {¢p} < ForL(3%):

(i) T + ¢ se, e somente se, [p] =1 em A r(L(XY));

(i) T + —o (¢ é refutdvel em ) se, e somente se, [¢] = 0 em A r(L(3X)).
Demonstragao:

() (<) Se [¢] =1, entéo [¢ — ¢] < [¢], pela Proposi¢cédo 3.2, T + (¢ — ¢) — o.
Como Tl + ¢ — ¢, entdo, pela regra MP, temos " - .
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(=) SeTl F ¢, entdo, como ¢ — ((p — ¢) — @) € um resultado do CPC, pela
regra MP, T + (¢ — @) — ¢. A algebra A (£(Xt)) sempre tem o elemento 1. Logo,
pela Definicdo 3.12 e pela Proposi¢do 3.2, 1 = [ov—¢] = [¢ — @] < [¢] e, portanto, [¢]
=1.

(i) Pelo item anterior e pela Definicdo 3.12, temos: I - —¢ © [-0] = 1 © —[g]
=lo[p]=0.=

Teorema 3.1: (Corregdo) As algebras do ‘quase sempre’ sdo modelos corretos para
a légica L(3).

Demonstracdo: Seja A = (A, A, v, ~, 0, 1, ¥) uma algebra do ‘quase sempre’. Resta
demonstrar que os axiomas (Ax;), (Axz) e (Axz) sdo validos e a regra (R%t) preserva
a validade. Utilizaremos a Definigao 3.3.

(Ax1) (XX A Thy) — o A W) = U(=(te A Xty)) v BXeay)) = U(=(te A
ty)) v uBHeay)) = u(=3te v =Xty) v uEHeay)) = (u(—3te) v U (=Xty)) v
UHpAw)) = (=Y u(e) v ~Vu(y)) v Yu(eay) = (=Y u(e) v =~V u(y)) v ¥ (u(¢) A u(y))
= (Pela Proposicdo 2.9) (~Yu(p) v ~Yu(y)) v (Yu(e) A Yu(y)) = ((-Yu(e) v
~Vu(y)) v YU(9)) A (=YU(p) v~V u(y)) v Yu(y)) = (=Y Uu(o) v YUu(p)) v ~VU(y))
A (=YU(O) v (=Y u(y) v Yu(y)) = (v ~VYu(y)) A (=Y U(p) v1) = 1Al = 1.

(Axz) UKt v 1E=0) = UBXe) v URE=) = Y U(p) v Yu(—=e) = Yu(p) v ¥ ~U(p)
=1 (Proposic¢éo 2.5).

(AX3) UL — L) = u(—=(tL) v L) = u(—=(EXL)) v u(L) = ~u(EXL) v O =~Vu(Ll) v
0=~V¥0=~0=1 (Proposicéo 2.1).

(RLX) u(p — y) = 1 = u(e) < u(y) = (Pela Proposicéo 2.2) Yu(e) < Yu(y) =
u(te) S u(ty) = uBte > Xty) = 1. =

Proposicéo 3.5: A l6gica proposicional L(3¥) é consistente.

Demonstracdo: Suponhamos que £ () ndo seja consistente. Entdo, pela Definicdo
3.10, existe ¢ € For L (3¥) tal que +¢ e F—¢. Pelo Teorema da Correcéo, ¢ e —¢ sdo
férmulas vélidas. Seja u uma valoragcdo em uma algebra do ‘quase sempre’ com dois
elementos 2 = {0, 1}. Como ¢ e —¢ sao validas, entdo u(—¢) = 1 e u(p) = 1 = u(—p)
= ~u(p) = 0, 0 que é uma contradicdo. Logo, £ (Xt) é consistente. m

Lema 3.1: As seguintes condi¢cdes sédo equivalentes para toda formula ¢ € For L(3¥):
(i) Fo;
(ii) Fo;
(ii) @ é vélida em toda algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos;
(iv) Uo(p) = 1, em que up é a valoragdo do modelo candnico A(L(XY)).
Demonstragao:

(i) = (ii): Segue do Teorema da Corregéo.
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(i) = (iii): Se a formula ¢ é gs-vélida, =@, entdo ela é vélida em toda &lgebra
do ‘quase sempre’, em particular, ¢ € valida em toda &lgebra do ‘quase sempre’ de
conjuntos.

(i) = (iv): Pela Proposicdo 3.3, A(L(3t)) € uma algebra do ‘quase sempre’.
Logo, pelo Teorema 2.1, A(L(3X)) é isomorfa a uma algebra do ‘quase sempre’ de
conjuntos Q' = (Q’, N, U, ¢, &, v). Assim, se ¢ é valida em Q’, entdo ¢ é valida em
A(L(XY)), ou seja, Uo(p) = 1.

(iv) = (i): Se ¢ e ForL(xt) e ¢ em L(3¥), entdo, pela Proposigcdo 3.4, [¢] ndo
coincide com a unidade de A(L(XX)) e, assim, Up(p) # 1. m

Teorema 3.2: (Completude) Para toda férmula ¢ € ForL(t), se ¢ € uma féormula
vélida, entdo ¢ é derivavel em L(3%).

Demonstracdo: Segue pelo Lema 3.1. m

Foram demonstrados os Teoremas da Corre¢céo e da Completude fraca. A
seguir demonstraremos a Adequacéo (Corregcdo e Completude) forte.

Denotaremos por I' & ¢ todo modelo para I' que também é modelo para o.

Lema 3.2: Sejal’ c ForL(3t). Se T + ¢, entdo I & ¢.

Demonstracgéo: Seja u : ForL(%t) — B um modelo para I'. Como T + ¢, ¢ pode ser
um axioma de L(3¥), ou uma formula obtida por meio de regras de dedugédo de L(3¥),
ou uma férmula de T'. Pelo Teorema da Corregao, os axiomas de L(3¥) sdo validos e
as regras de L(¥¥) preservam a validade. Além disso, como ug(y) = 1, para toda
formula v € T, entdo ug(p) = 1. Logo, ug € um modelo para ¢. m

Proposicdo 3.6: Seja I'  ForL(3t) e B uma algebra do ‘quase sempre’. Se existe um
modelo u : For£(Xt) — B paraT, entdo I' é consistente.

Demonstracdo: Suponhamos que I' ndo é consistente. Entdo, existe ¢ tal que: T - ¢
el - —o, além disso, ug(p) = 1 e ug(—9) = 1 = ~ug(p) = 1 = ug(p) = 0, temos uma
contradicdo. Portanto, I' é consistente. m

Definicdo 3.16: Um modelo u : For£(xt) — B é fortemente adequado para I quando:
I' - ¢ se, e somente se, I £z 0.

Lema 3.3: Se I' c ForL(t) é consistente, entdo a valoragdo candnica é um modelo
fortemente adequado para I
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Demonstracdo: Considerando a valoracdo candnica uo : ForL(Xt) — A r(L(3¥)), Uo(o)
= [¢]. Pela Proposigéo 3.4 (i), uo(p) = 1 se, e somente se, I'  ¢. Consequentemente,
a valoragéo candnica up € um modelo adequado paraT. m

Lema 3.4: As seguintes condi¢des sdo equivalentes para todo conjunto de férmulas
I’ < ForL(%x):

() T é consistente;
(ii) existe um modelo fortemente adequado para I

(iii) existe um modelo fortemente adequado para I' em uma algebra do ‘quase
sempre’ B que é uma algebra de conjuntos Q' = (Q’, N, U, €, &, v);

(iv) existe um modelo paraT.
Demonstragao:
(i) = (ii): Segue pela Lema 3.3.

(i) = (iii): Como, pela Proposicédo 3.3, A r(£(Xf)) é uma algebra do ‘quase
sempre’ e, pelo Teorema 2.1, toda algebra do ‘quase sempre’ é isomorfa a uma
algebra de conjuntos Q' = (Q’, N, U, ¢ @, v), entdo o resultado € imediato.

(iii) = (iv) O resultado é imediato.

(iv) = (i) Segue pela Proposi¢céao 3.6. m

Teorema 3.3: (Adequagdo forte) Seja I' < ForL(Xt). Se I' é consistente, as
afirmacdes seguintes sdo equivalentes:

T Fo;

()T Eo;

(iii) todo modelo de I" na algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos Q' = (Q’, N,
U, ©, @, v) € um modelo para .

(iv) Uo() = 1 para toda valoragéo candénica up no modelo candnico A r(L(XX)).
Demonstragao:
(i) = (ii): Segue do Lema 3.2.

(i) = (iii): Se I E @, entdo todo modelo para I" também é modelo para ¢, em
particular, todo modelo de T" na algebra do ‘quase sempre’ de conjuntos Q' = (Q’, N,

U, €, @, v) é um modelo para o.

(i) = (iv): Por hipétese, T" é consistente. Logo, pelo Lema 3.4, existe um
modelo fortemente adequado para I' em uma algebra do ‘quase sempre’ B que é
uma algebra de conjuntos Q' = (Q’, N, U, €, &, ¥). Como A r(£(3)) é uma algebra do
‘quase sempre’ (Proposicao 3.3) e toda algebra do ‘quase sempre’ € isomorfa a uma
algebra de conjuntos Q' = (Q’, N, U, € @, v) (Teorema 2.1), entdo, para uma
valoragdo candnica up no modelo candnico A r(L£(%Y)), Uo(e) = 1.
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(iv) = (i): Como, por hipétese, T" é consistente, segue pelo Lema 3.3 que a
valoragdo candnica U : ForL(xt) — A (L(X¥)) é um modelo fortemente adequado
paral, ouseja, I' - ¢ se, e somente se, I' =arey) ¢. Pelo item (iv) deste teorema, I'
EAreEy) - Logo, ' o@. m

Consideragdes Finais

Baseados no quantificador introduzido na Légica do Ultrafiltro, construimos
uma logica proposicional, de carater modal, associada ao conceito de ‘quase
sempre’. Acreditamos que, da mesma forma que fizemos neste trabalho, podemos
tratar outras légicas que introduzem novos quantificadores na linguagem
quantificacional cldssica num ambiente proposicional.
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