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Resumo: Neste artigo, damos prosseguimento a andlise do conceito de cdlcu-
lo l6gico, cuja primeira parte foi apresentada no ndmero anterior desta
revista. Apresentamos, também, uma versao do Teorema de Lindenbaum
para teorias consistentes completas.
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Abstract: In this article, we continue our analysis on the concept of logical
calculus, the first part of which was published in the previous issue of this
magazine. We also offer a version of Lidenbaum’s theorem for whole
consistent theories.
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1. Introdugdio

Este trabalho, que constitui o segundo de uma série de trés, tem por objetivo
continuar o estudo sobre as diversas versdes do Teorema de Lindenbaum e suas
aplicacdes. Nessa parte, aprofundaremos o conceito de cdlculo logico ja apre-
sentado na parte 1, estudando uma nova versao do resultado de Lindenbaum
para teorias consistentes completas (lembramos o leitor que na primeira parte
tratamos da extensdo saturada de Lindenbaum). Para a presente parte, utiliza-
mos como base os trabalhos inaugurais de A. Tarski sobre l6gica abstrata (ver
Tarski (1983a, 1983b)).

2. Cdlculos logicos

Em “Lindenbaumologia I: a teoria geral” (ver De Souza (2001)), definimos a no¢ao
de calculo légico que € reproduzida aqui com uma pequena modifica¢do cujo mo-
tivo ficard claro no primeiro resultado a ser demonstrado.
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Um calculo l6gico L ¢ um par L = (For,Cn)) tal que For € um conjunto nao
vazio e enumeravel cujos elementos sio denominados formulas de L e Cn, € uma
operac¢ido, denominada operador de conseqii€ncia, definida no conjunto dos
subconjuntos de For, ou seja, Cn,: @ (For) — @ (For), tal que as seguintes condi¢des
sdo satisfeitas:

(1) Autodedutibilidade: B ¢ Cn (B);
(2) Idempoténcia: Cn (B) = Cn,(Cn (B));
(3) Compacidade: Cn,(B) = U Cn (B’) para todo B’ € B finito.

Vamos utilizar a, b, ¢, ... para elementos de For e A, B, C, ... para subconjuntos
de For. No que segue, consideraremos um calculo 16gico fixo L = (For,Cn).

Proposicao 1. (Monotonicidade) Se B c C, entio Cn(B) < Cn(C).

Demonstracdo. Suponha que B € C e a € Cn(B). Assim, pela condicio (3), a
€ U Cn(B) para todo B’ ¢ B finito. Logo, existe B’ B finito tal que a € Cn(B").
Assim, existe B’ c C finito tal que a € Cn(B’). Portanto, usando novamente a condi-
¢ao (3), obtemos a € Cn(C). QED

Corolario. Se B ¢ Cn(C), entio Cn(B) < Cn(C).

Demonstracdo. Seja B < Cn(C). Pela proposicio 1, temos Cn(B) < Cn(Cn(O)).
Logo, pela condi¢ao (2), obtemos Cn(B) < Cn(C). QED

Fica claro entao que no texto anterior niao precisariamos postular a
monotonicidade. Cabe aqui lembrar que em estudos posteriores de logica abstrata a
monotonicidade é postulada ao invés da compacidade. No entanto, o cdlculo assim
definido € mais fraco que o cdlculo do presente texto, pois a compacidade niao é
dedutivel da monotonicidade com as outras condicdes postuladas.

Proposicio 2. Cn(B u C) = Cn(B U Cn(C)) = Cn(Cn(B) U Cn(CO)).

Demonstraciio. A idéia é mostrar, utilizando o teorema 1, que: Cn(B U C) <
Cn(B U Cn(C)) ¢ Cn(Cn(B) U Cn(C)) < Cn(B U C). Para a primeira inclusio temos
que se C < Cn(C) entio B U C < B L Cn(O) e, portanto, Cn(B L C) < Cn(B L Cn(C)).
Para a segunda inclusao temos que se B € Cn(B) entio B U Cn(C) < Cn(B) U Cn(C)
e, portanto, Cn(B U Cn(C)) < Cn(Cn(B) U Cn(C)). Para a terceira inclusdo temos que
se BCcBuCentio Cn(B) c Cn(Bu C) e se C < Bu C entio Cn(C) < Cn(B U O).
Logo, Cn(B) U Cn(C) < Cn(B U C) e, assim, Cn(Cn(B) U Cn(C)) < Cn(Cn(B U C)) =
Cn(B U C). QED

Vejamos alguns resultados tteis que serdo mais tarde utilizados no estudo de
certas classes de formulas.

Proposicao 3. Se C ¢ finito e C < Cn(A), entdo existe um conjunto B finito tal
que Bc A e Cc Cn(B).
Demonstragdo. Seja C = {c, c,,..., ¢ | e, por hipdtese, C < Cn(A). Entdo ¢ €

Cn(A). Assim, pela condicio (3), ex1ste um conjunto A, € A finito tal que c € Cn(A)

Seja, agora, U | _._ A = B. Portanto, temos que:
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(1) B é finito, pois B € (por definicio) unido de finitos;

(i) B A, pois A c A(1<i<m)

(iii) C € Cn(B). Isso porque temos que ¢, € C, e por conseguinte, ¢,€ Cn(A).
Como A, € B, pela proposi¢ao 1, Cn(A) < Cn(B) e assim, c,e Cn(B), V ¢, Portanto
segue o resultddo QED

Proposicio 4. Seja R C g (For) uma classe que satisfaca a seguinte condicio:
(o) Para toda subclasse finita Z de R existe um conjunto Y € Rtal que U, , X Y.
Entao, Cn(u ,_,X) = U ., Cn(X).

Demonstragﬁo. Considere x € Cn(U ,_,X). Definimos A =u  _, X. Entdo, X €
Cn(A) = U 4 finio Cn(A”). Logo, existe A’ C A finito tal que x € Cn(A’). Assim, A’ C

U ., X finito. Seja L = X € R X N A’ # @} Como A’ ¢ finito, existe L < R finito tal
que A’ cuv _, X. Como L ¢ finito, por hipotese, existe Y € Rtal que U  _ X C Y.
Logo, A’ C Y e, entao, Cn(A’) < Cn(Y). Portanto, x € Cn(Y) e como Y € R, temoa que
XeU Cn(X) Considere agora x € U ., Cn(X). Entao, existe X’ € Rtal que x €

Cn(X"). Como X' cu X, entdo Cn(X) € Cn(u _,X). Logo, x € Cn(U ,_, X). QED

Corolario. Seja R ¢ g (For) uma classe que satisfaga a seguinte condic¢ao: (o)
R # O e para quaisquer dois conjuntos X e Y pertencentes a R, ouXcYouY c X.
Entao Cn(u,_,X) =uU __ Cn(X).

XeR XeR

Demonstracao. Suponha (o). Logo, para toda subclasse finita L de R existe
um conjunto Z € Rtalqueu _ X c Z Como Rc @(For), entdo, pela proposicao 4,
Cn(L _X) = _ Cn(X). QED

3. Teorias

Seja X < For. Dizemos que X ¢ teoria se e somente se Cn(X) c X (e, nesse caso, X
= Cn(X), em virtude da autodedutibilidade). Vamos utilizar a abreviacio TEO para a
familia das teorias.

Proposicio 5. Seja A ¢ For. Cn(A) € teoria e € a menor teoria que inclui A.

Demonstracdo. Seja B = Cn(A). Entio, Cn(B) = Cn(Cn(A)) = Cn(A) =
portanto, B é teoria. Como A < Cn(B), A < B. Suponha que exista uma teoria B’ tal
que A c B’ < B. Logo, por monotonicidade, Cn(A) < Cn(B’) < Cn(B). Mas Cn(B) =
Cn(A). Assim, Cn(B’) = Cn(B). Como B e B’ sao teorias, Cn(B) = B e Cn(B’) = B'.
Entao B = B’ e segue o resultado. QED

Proposicio 6. Se F TEO entao N Fe TEQ, isto &, a intersec¢do de qualquer
familia de teorias € teoria.

Demonstracao. Sabemos que N Fc F para todo F € F. Por monotonicidade,
Cn(N F)c Cn(F). Como F e TEO, Cn(n F) c F (para todo F € F). Logo, Cn(N F) C
N Fe, portanto, N Fe TEO. QED

Embora a intersecclo de teorias seja uma teoria, 0 mesmo nao ocorre com a
unido. Nesse caso, temos que impor condicoes adicionais.
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Proposicio 7. Se R  TEO satisfaz a condicio (o0 da proposicio 4, entio U
wr X € TEO.

Demonstracdo. Da hipétese R € TEO segue-se que R C (For). Assim, pela
proposicao 4, Cn(u ,_, X) =uU  _, Cn(X). Como X € Re Rc TEO, X e TEO, ou seja,
X = Cn(X). Logo, Cn(u ,_, X) =uU _, Xe, por conseguinte, U ., X € TEO. QED

XeR XeR

4. Conjuntos consistentes

Seja X ¢ For. Dizemos que X é consistente se ¢ somente se Cn(X) # S. Em outras
palavras, um conjunto de férmulas ¢ dito consistente se e somente o conjunto de
suas conseqiiéncias nio contém como elementos todas as sentenc¢as. Em caso con-
trdrio, o conjunto € dito inconsistente.

Vejamos uma interessante relagcao entre compacidade e consisténcia.

Proposicio 8. O conjunto A ¢ inconsistente se e somente se todo subconjunto
finito de A ¢ inconsistente.

Demonstrac¢ao. Seja A ¢ For inconsistente. Logo, Cn(A) = For. Por
compacidade, escrevemos For = U Cn(A’) para todo A’ < A finito. Considere a
condicio de trivializagcao: existe a € For tal que Cn({a}) = For. Assim, existe A’ C A
finito tal que a € Cn(A"). Temos entio {a} I Cn(A") e, portanto, For = Cn({a}) <
Cn(Cn(A")) = Cn(A"). Logo, Cn(A’) = For e A’ C A finito. Considere agora A’ inconsis-
tente tal que A> < A. Assim, Cn(A”) = For e Cn(A") < Cn(A). Obtemos entao For =
Cn(A”) < Cn(A) c For. Logo, Cn(A) = For, ou seja, A é inconsistente. QED

Como no caso das teorias, ¢ obvio que a unido de conjuntos consistentes
nao pode ser um conjunto consistente. Para que isso ocorra temos que novamente
impor condi¢oes.

Proposicdo 9. Se R ¢ uma familia de conjuntos consistentes e satisfaz a condi-
cao (o) da proposicao 4, entao U _, X € consistente.

Demonstragdo. Por absurdo, suponha que U | _, X € inconsistente. Pela pro-
posicao 8, existe Acu X finito e inconsistente. Como A € finito, existe uma
subclasse L c R finita tal que A c U X Pela condicao (o), existe Y € R consistente
tal que U ., X C Y. Logo, A € Y e novamente pela proposi¢ao 8, Y € inconsistente
(contradicao!). QED.

5. Conjuntos completos

Dizemos que X ¢ completo se e somente se para todo Y consistente que inclui X,
Cn(X) = Cn(Y).

Vejamos uma caracterizacao de conjuntos completos que nos serd Util a seguir.
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Proposic¢io 10. X ¢ completo se e somente se para todo x ¢ Cn(X), Cn(X U
{x}) = For.

Demonstracfio. Seja X c For. Se X € inconsistente, nao hd nada a demonstrar,
visto que os dois lados da equivaléncia sao satisfeitos. Seja, entao, X consistente, ou
seja, Cn(X) # For. Suponha que X ¢ completo e x ¢ Cn(X). Por absurdo, suponha
que Cn(X U {x}) # For. Temos entdo que X U {x} é consistente e X ¢ X U {x}. Como
X € completo, Cn(X) = Cn(X U {x}). Mas x € Cn(X U {x}) e, assim, x € Cn(X)
(contradicao!). Agora, suponha que para todo x ¢ Cn(X), Cn(X U {x}) = For. Consi-
dere Y consistente tal que X < Y. Por absurdo, suponha que Cn(X) # Cn(Y). Por
monotonicidade, Cn(X) € Cn(Y). Assim, existe x € Cn(Y) tal que x ¢ Cn(X) e, por
hipétese, Cn(X U {x}) = For. Mas X U {x} € Cn(Y) e, portanto, Cn(X U {x}) € Cn(Cn(Y))
= Cn(Y). Logo, For ¢ Cn(Y) e, assim, Cn(Y) = For (contradi¢ao!). QED

Proposic¢io 11. X ¢ teoria consistente e completa se e somente se X é consis-
tente e para toda x € For, ou x € X ou Cn(X U {x}) = For.

Demonstracdo. Seja X uma teoria consistente e completa. Em particular, X é
consistente. Se x € X, entdo segue o resultado. Se x ¢ X, como X € teoria, x ¢ C(X).
Como X é completo, pela proposicio 10, Cn(X U {x}) = For. Suponha, agora, X
consistente tal que para toda x € For, ou x € X ou Cn(X U {x}) = For. Por hipotese,
X € consistente. Por absurdo, suponha que X nio € teoria, ou seja, X # Cn(X). Assim,
existe x € Cn(X) tal que x ¢ X. Portanto, Cn(X U {x}) = For. Sabemos, pela proposi-
¢ao 2, que Cn(X U {xp) = Cn(Cn(X) U {x}). Logo, Cn(Cn(X) U {x}) = Cn(Cn(X)) =
Cn(X) e, assim, Cn(X) = For (contradicao!). Portanto, X ¢é teoria. Por fim, mostremos
que X é completo. A proposicao 10 afirma que X €é completo se e somente se para
todo x ¢ Cn(X), Cn(X U {x}) = For. Suponha que x ¢ Cn(X). Como X € teoria, x ¢ X
e, por hipdtese, Cn(X U {x}) = For. Logo, X é completo. QED

Enfim, obtemos a partir dos resultados anteriores, a versao do teorema de
Lindenbaum, principal objeto de estudo desse trabalho.

Teorema de Lindenbaum. Se X ¢é consistente, entdo existe um conjunto Y
que inclui X que € teoria consistente e completa.

Demonstracao. Lembrando que For € enumeravel, fixemos uma enumera¢ao
dos seus elementos, ou seja, For = f{a,,a,,...,a ,..}. Construiremos, a partir de um
conjunto consistente X, uma seqiiéncia infinita de conjuntos X, com i € w, o conjun-
to dos ndmeros naturais. Definimos:

XO =X

X, =X ,ufa} seX U la} ¢ consistente

X, =X, em caso contrario
X =X  uUfa} seX U fa}é consistente
X =X em caso contrario

n n-1
Definimos, assim, R={X, X,..}e Y =U X, comie .
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Vejamos alguns resultados imediatos que decorrem da constru¢ao acima:

@ XcX, paratodoie o

(b) Xl cX para todo i,j € ®, com i < j;

(© X c Y para todo i € ®; em particular, X C Y;

(d) Se L € um subconjunto finito de R, entao existe k € o tal que UL X.
(e) X € consistente para todo i € ;

Portanto, R € consistente. Por (d), (e) e a proposicao 9, UR = U X o))

1 (para todo i

=Y é consistente. Suponha agora, por absurdo, que x ¢ Y e Cn(YU {x}) # For. Logo,
x ¢ X e por constru¢do, Cn(X | U {x}) = For. Mas X | U Ix}c Y U {x} e portanto, Cn(X_

U {xh) C Cn(Y v {x)). Assim, For = Cn(X_ | U {x}) [ Cn(Y U {x)) # For (COI’ltrddlng')
Logo, x € Y ou Cn(Y U {x}) = For. Usando a proposicao 11, obtemos que Y € uma
teoria consistente e completa. QED

6. Observagdes finais

Um estudo bastante completo dos trabalhos de Tarski citados na introducao
pode ser encontrado em Velasco (2000). Também podem ser consultados alguns
textos sobre logica abstrata, ver Béziau (1995, 1998) e Wojcicki (1988). Na proxi-
ma parte dessa série vamos aplicar todas as ferramentas até aqui construidas na
demonstracao de completude de dois calculos logicos particulares: o calculo
proposicional cldssico e o calculo proposicional paraconsistente C, de da Costa
(ver Béziau (1990), Da Costa (1963, 1974)). Esperamos que com essa parte final
o leitor possa ter um panorama de certas técnicas para a demonstracao de teoremas
de completude.
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