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Resumo: Apresentamos uma abordagem geral da demonstracao de completude
de cilculos 16gicos abstratos por meio da no¢io de valoracio e de um
resultado devido a A. Lindenbaum.

Abstract: We present a general approach to the proof the completeness of
abstract logical calculi through the notion of valuation and of a result due
to A. Lindenbaum.

1. INTRODUCAO

O objetivo desse trabalho é apresentar uma técnica geral para a demonstragio
de completude de cilculos logicos por meio de um importante teorema devido a A.
Lindenbaum. Aqui, o leitor ndo encontrard nenhum resultado novo, mas apenas um
modo particular de apresentar técnicas e métodos presentes na literatura. O conceito
central é o de valoragdo devido a Newton C. A. da Costa que desenvolveu uma
série de trabalhos sobre seminticas de cdlculos paraconsistentes visando a
demonstracio de completude dos mesmos. Nessa primeira parte, apresentamos a
teoria geral e deixamos para um préximo artigo o tratamento de algumas aplicac¢oes.
Essa presente parte foi parcialmente inspirada na Tese de Doutoramento de Jean-
Yves Béziau, Recherches sur la Logique Universelle: excessivité, négation, sequents,
defendida na Universidade de Paris VII. E claro que possiveis enganos sio de nossa
prépria responsabilidade.

2. K-VALORACOES

Seja A um conjunto e K uma familia de subconjuntos de A, i.e., K € g (A). Um
elemento de K é denominado uma K-valoraciio para A. Utilizamos letras latinas
minudsculas para denotar elementos de A e maidsculas para subconjuntos de A.
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Considere, agora, um subconjunto B de A. Definimos o conjunto dos K-modelos
de B, denotado por Mod,(B), por:

Mod, (B) = {V € K: BC VI

De modo andlogo, define-se o conjunto dos K-modelos de um elemento a de
A por:
Mod, (@) = Mod, (fah ={Ve K: falc VI ={Ve K:a e VL

Com a nog¢io de K-modelo, define-se, dado um subconjunto B de A, o conjunto
das K-conseqii€ncias de B, denotado por Cn,(B), por:

Cn,(B) = {a € A: Mod,(B) € Mod,(a)}.

Assim, um elemento a de A € uma K-conseqiiencia de B se e somente se todo
K-modelo de B é K-modelo de a.

Vamos destacar trés propriedades da no¢io de K-conseqiiéncia enunciadas na:

Proposi¢do 1. Sejam A um conjunto e K uma familia de K-valoragdes para A.
Entdo, valem os seguintes resultados, para todo B,C subconjuntos de A:

@@ B ¢ Cn,(B);
(i) Se B C C, entdo Cn, (B) C Cn (C);
(i)  Cn(B) = Cn(Cn (B)).

Demonstracao. (i) e (i) sao imediatas. Para (iii), repare que de (i) e (ii) tem-
se que Cn,(B) c Cn (Cn,(B)). Suponha que a € Cn,(Cn (B)). E preciso mostrar que
a € Cn,(B), i.e., Mod (B) C Mod,(a). Considere, entio, V € Mod,(B), vamos mostrar
que V € Mod, (). Seja D = Cn (B). Assim, Mod, (B) € Mod,(d), para todo d € D.
Logo, como V € Mod,(B), temos que V € Mod,(d) para todo d € D, ou seja, d€ V
para todo d € D, i.e,, D C V. Entdo, V € Mod, (D). Mas, como a € Cn,(Cn(B)) =
Cn, (D), entio Mod, (D) € Mod, (a). Como V € Mod, (D), tem-se que V € Mod,(a),
que € o que queriamos demonstrar. QED

Passemos, agora, ao conceito de cilculo l6gico que sera relacionado a seguir
com a no¢ao aqui desenvolvida de valoracio.

3. CALCULOS LOGICOS

Um célculo 16gico L é um par L = (For,Cn,) tal que For € um conjunto nio
vazio e enumeravel cujos elementos sio denominados férmulas de L e Cn, é uma
operag¢iao, denominada operador de conseqiiéncia, definida no conjunto dos
subconjuntos de For, ou seja, Cn,: @ (For) — g (For), tal que as seguintes condi¢cdes
sao satisfeitas:
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(1) Autodedutibilidade: B C Cn,(B);

(2) Monotonicidade: Se B c C, entio CnL(B) = CnL(C);

(3) Idempoténcia: Cn,(B) = Cn (Cn, (B));

(4 Compacidade: Cn (B) = U Cn (B’) para todo B’ C B finito.

Observe que, com excecio da condig¢io (4), as propriedades de Cn,_e de Cn,,
definidas na secdo anterior para uma dada K-valoracio, sio as mesmas; o que
parece indicar que, sob certas condi¢des, eles definem o mesmo conjunto. O objetivo
é determinar que classes interessantes de férmulas, tomadas como K-valoracgdes,
sdo tais que Cn,(A) = Cn,(A) para todo subconjunto A de For. Para isso, necessitamos
definir mais alguns conceitos.

Seja T ¢ For. Dizemos que T é consistente se e somente se CnL(T) # For, em
caso contririo T é dito inconsistente. Dizemos que T € uma teoria se e somente
seT= CnL(T). Se a € For, dizemos que T € a-saturado se e somente se as seguintes
condicdes sio satisfeitas:

(€)) a g Cn (D
(iD a€ Cn(TubD paratodab g T.

T é dito saturado se e somente se existe a € For tal que T é a-saturado.

Vamos utilizar as seguintes abreviacoes:

TEO para a familia das teorias;

SAT para a familia dos conjuntos saturados;

CON para a familia dos conjuntos consistentes e

TEO* = TEO n CON para a familia das teorias consistentes.
Mostremos que todo conjunto saturado € teoria consistente, ou seja:

Proposicao 2. SAT c TEO*.
Lema. Se B € Cn,(A) e a € Cn/(B), entdo a € Cn, (A).

Demonstragdo. Suponha que B € Cn (A) e a € Cn(B). Como B C Cn,(A),
por monotonicidade, temos que Cn,(B) C Cn,(Cn, (A)). Dai, por idempoténcia, temos
que Cn,(B) ¢ Cn,(A). Mas, como a € Cn,(B), obtemos que a € Cn,(A). QED

Demonstragdo da proposi¢io 2. Seja T € SAT. Entio, existe a € For tal que
T € a-saturado. Assim, temos que: (i) a ¢ Cn (T) e (iD) a € Cn (T U {b}) para toda b
¢ T. De (i) segue que T € CON. Suponha por absurdo que T nio € teoria, i.e., existe
b€ Fortalqueb & Teb e Cn(T). Como b ¢ T, por (ii), temos que a € Cn (T U
{bD. Por outro lado, por autodedutibilidade, T € Cn/(T) e, como b € Cn,(T), temos
que T U {b} € Cn,(T). Segue, entdo, que T U (b} € Cn (T) e a € Cn (T U {bD). Assim,
pelo lema, a € Cn (T) (contradicio!). Logo, T € teoria, i.e., T € TEO. Como vimos
que T € CON, temos que T € TEO n CON = TEO*. Portanto, SAT ¢ TEO*. QED
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Passemos, agora, ao conceito de completude. Para as préximas se¢des fixaremos
um cilculo légico L = (For,Cn ) dado.

4. SAT-VALORACOES

Seja L = (For,Cn ) um cilculo l6gico e K uma familia de K-valora¢des para For.
Dizemos que K é correto para L se e somente se CnL(A) = CnK(A) para todo A C
For. Dizemos que K é completo para L se e somente se Cn,(A) C Cn,(A) para todo
A C For.

Nosso problema consiste em estudar a correc¢io e completude de L quando K
¢é a classe dos conjuntos saturados, i.e., quando K = SAT. Nesse caso, lembremos
que:

Cn,,(A) = {a € For: Mod,, (A) € Mod,, (a)};

SAT SAT

Mod,., (A) = (Ve SAT: AcC Vle

SAT

Mod,_, . (a) = {V € SAT:a € V}.

SAT
A correc¢io é um resultado ficil.

Teorema 1. (Corregdo de SAT). Seja L = (For,Cn,) um cilculo 16gico e considere
as SAT-valoragdes para For. Entdo, Cn (A) € Cn,, (A) para todo A C For.

Demonstra¢io. Seja a € Cn, (A). Precisamos mostrar que a € Cn
Mod,, (A) € Mod,, (a). Considere, entio V € Mod,, (A), e mostremos que V €
Mod,,.(a), i.e.,, a € V. Como V € Mod,, (A), entdo temos que V€ SATe A C V.
Como A C V, por monotonicidade, segue que Cn,(A) € Cn,(V). Como V € SAT,
entdo, pela proposi¢do 2, V € teoria, ou seja, V = Cn, (V). Logo, Cn (A) C V. Mas, a
€ Cn,(A) e, portanto, a € V, i.e.,, V€ Mod,, (a). Logo, Cn (A) c Cn,, (A). QED

SAT(A), ie.,

SAT SAT

Para a completude de SAT, a demonstracio é mais complicada, de modo que
faremos uso de um resultado devido a A. Lindenbaum que seri estudado na préxima
secao.

5. LINDENBAUMOLOGIA

Sejam T C For e a € For tais que a € Cn (T). Vamos construir a partirde a e T
um conjunto A (T) denominado uma extensao de Lindenbaum de T com respeito
a férmula a. '

Lembrando que For é enumerivel, fixemos uma enumeracio dos seus
elementos, ou seja, For = {a ,a,,...}.

Vamos construir uma seqiiéncia de conjuntos T, com i € w (o conjunto do
nimeros naturais). Definimos:
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T,=T

" T, =T,ula}l seag Cn(T U fah
T, =T, sea € Cn(T, U fa b
T =T ,ufa} seag Cn(T  Ulab
=T sea€ Cn(T  viab

Definimos, assim, A (T) = U T, com i € .
Vejamos algumas propriedades imediatas dos T;'s e de A (T) que decorrem da
construgcao acima:

W TCT, para todo i € w;
() T,cA(D) paratodoi€ ®; em particular, T € A (T);
&) TCT para todo i,j € ®, com i < j;

(d ag¢ Cn(T) paratodoi€ w;
(e) Se U é um subconjunto finito de A (T), entio existe k€ wtal que UCT,.
Mostremos que A (T) € saturado.

Proposi¢ao 3. Sejam T C For e a € For tais que a ¢ Cn,(T). Entdo, A (T) € SAT.

Demonstrac¢io. Considere T C For e a € For tais que a ¢ Cn (T). Para mostrar
que A (T) € SAT, é preciso mostrar que : (i) a € Cn, (A (T)); e (i) a € Cn (A (T) L
{b}) para toda b ¢ A (T) Para (i), suponha, por absurdo, que a € Cn, (A (T)). Assim,
por compacidade, existe um subconjunto finito U de A (T) tal que a € Cn (U). Pela
propriedade (e) acima, existe k € w tal que U C T,. Por monotonicidade, temos que
Cn (V) ¢ Cn(T). Como a € Cn(U), tem-se que a € Cn(T) contradizendo a
propriedade (d) acima. Logo, a € Cn, (A (T)), estabelecendo (i). Para (ii), considere
b¢ A (D). Sejab =a, na enumeragio fixada. Como a,_¢ A (T), entdo, pela construgio
acima, a € Cn/(T,, U {a,}). Como, pela propriedade (b), T, , € A (T), temos que T, ,
U la) c A (D U fal e, por monotonicidade, obtemos Cn (T, ;, U {a,h) € Cn, (A (T) U
{a,D. Assim, como a € Cn/(T,, U fa}), segue que a € Cn(A(T) U fa D), ie., a €
Cn, (A (T) U {b), estabelecendo (ii). Portanto, A (T) € SAT. QED

Corolirio. (O lema de Lindenbaum). Para todo conjunto consistente, existe
um conjunto saturado que o contém.

Demonstrac¢ido. Seja T C For consistente, i.e., existe a € For tal que a ¢
Cn,(T). Considere A (T), a extensdo de Lindenbaum de T com respeito 2 férmula a.

Pela propriedade (b), T ¢ A (T) e pela proposicio 3, A (T) € SAT. QED

Temos, agora, todas as ferramentas para a demonstragio da completude de
SAT.
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Teorema 2. (Completude de SAT). Seja L = (For,Cn) um cilculo légico e
considere as SAT-valora¢des para For. Entdo, Cn,, (A) C Cn,(A) para todo A C For.

Demonstragdo. Seja a € Cn,, (A), i.e., Mod,, (A) C Mod,, (). Suponha, por
absurdo, que a  Cn, (A). Assim, pelo lema de Lindenbaum, A (T) € SAT e T C A ().
Entdo, A(T) € Mod,, (A). Mas, pela proposi¢do 3, a € Cn (A (T)) e como A (T) é
teoria (proposi¢do 2), temos que a ¢ A (T). Assim, A (T) € Mod,, (a), o que mostra
que Mod,, (A) ndo € um subconjunto de Mod, (a), contradizendo nossa hipétese.

Logo, segue o resultado. QED

6. OBSERVACOES FINAIS

A nocio de valoragiao aqui apresentada € devida a N. C. A. da Costa e pode
ser consultada nos trabalhos de Da Costa e colaboradores que constam nas referéncias
bibliogrificas. Para um apanhado geral do conceito de valoragdo, bem como uma
aplicag¢do na demonstracio de completude do cilculo proposicional clssico, ver
Da Silva (2000).

Sobre cilculos légicos, o leitor pode consultar os trabalhos clissicos de A.
Tarski em Tarski (1983a,b). Para um estudo extensivo de Tarski (1983a) o leitor
pode recorrer 2 dissertacio de mestrado de Patricia Velasco defendida na PUC-SP
(ver Velasco (2000)).

O teorema de Lindenbaum aparece em Tarski (1983b), teorema 56, os trabalhos
de Jean-Yves Béziau consultados podem ser encontrados nas referéncias biblio-
grificas.

Esse trabalho foi redigido com base em uma série de semindrios que ministramos
no Grupo de Légica e Teoria da Ciéncia do Departamento de Filosofia da Universidade
de Sao Paulo. As notas desses semindrios foram redigidas pelo Alexandre Luis de
Mello, a quem desejamos nossos agradecimentos. Agradecemos também a Juliano
Maranhio e Patricia Velasco por criticas e sugestoes a versdo preliminar do artigo.
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