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Resumo: Apresentamos conceitos algébricos bdsicos e fundamentais
como conjuntos ordenados, reticulados, dlgebra de Boole e as TK-
algebras. Destacamos os espacos de Tarski, associados ao conceito de
sistema dedutivo (de Tarski) e sua apresentacao quase topologica. Entao,
apresentamos a Logica da Dedutibilidade, vinda da formalizacao l6gica dos
espacos de Tarski. A seguir, trazemos os pares de funcoes de Galois, que
surgem em muitos topicos da Matematica. Como resultado original, além
de alguns desenvolvimentos tedricos, destacamos uma conexao de Galois
com os espacos de Tarski.

Palavras-chave: Conexoes de Galois. Espacos de Tarski. Operador de
consequéncia. Pares de Galois.

Abstract: We present basic and key algebraic concepts such as ordered
sets, lattice, Boolean algebra, and TK-algebras. We point out the Tarski
spaces, associated with the concept of deductive (Tarski) system and its
almost topological presentation. Then we present the Logic of Deductibility,
coming from the logical formalization of Tarski spaces. Next, we bring the
Galois pairs of functions, which arise on many topics in Mathematics. As an
original result, in addition to some theoretical developments, we point out a
connection of Galois with Tarski spaces.
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1 Introduciio

Iniciamos este trabalho com alguns conceitos algébricos basicos e fundamentais para
o suporte dos resultados essenciais. Tratamos dos conjuntos ordenados, reticulados,
algebra de Boole a as TK-dlgebras. Apesar de virem do ambiente matemadtico, estes
conceitos ajudam a explicar nocdes essenciais da Logica. O conceito de deducio
vincula um conjunto de premissas, dados conhecidos, com uma conclusiao, um dado
inferido. Ha naturalmente uma relacio de ordem ou precedéncia, das premissas
primeiro e da conclusdo a posterior. Esta relacio de ordem aparece essencialmente
nestes conceitos tratados.

Entdo, apresentamos os espacos de Tarski, associados ao conceito de sistema
dedutivo (de Tarski) e algum desenvolvimento tedrico destes espacos. Veremos que
todo espaco topologico € um espaco de Tarski, mas nao vale a reciproca. Enquanto os
espacos topologicos procuram destacar aspectos de espaco e vizinhangas, os espacos
de Tarski caracterizam a noc¢ao de consequéncia légica. Assim, temos uma proposta
de fundacio da nocao de consequéncia dedutiva ou deducio. Entre outro aspectos
relevantes, esti que outras nocdes de inferéncia, como as indutiva e abdutiva,
poderiam em algum momento serem cotejadas com esta apresentacao da deducio.

A seguir, apresentamos a Logica da Dedutibilidade, que surge como uma
formalizacdo logica dos espacos de Tarski. Modelos algébricos desta Logica sao as TK-
algebras, que trazem para o contexto algébrico as nocoes dos operadores de Tarski.

Pares de funcdes de Galois surgem em muitos topicos da Matemadtica.
Apresentamos uma definicao bastante usual de conexdes de Galois, definida sobre
estruturas de ordem e importantes resultados que envolvem estas conexdes, para
destacarmos os resultados sobre os pares de Galois. Mais uma vez, o conceito de
ordem se faz presente e, como mencionado, estes pares de Galois tém enorme
comparecimento.

Conexodes de Galois caracterizam apenas um tipo de par de funcdes de
Galois. Na se¢ao seguinte, apresentamos variacdes de pares de Galois e destacamos,
apenas, em acordo com a secao anterior, quais propriedades partilham cada um
destes pares.

Como resultado original, destacamos uma conexao de Galois sobre os espacos
de Tarski. O tratamento para as composicoes de pares de Galois da Tabela 2 também
sao obtidos neste trabalho.

2 Nogoes algébricas basicas

Nesta secao apresentamos algumas nogdes basicas sobre reticulados, que serdo
importantes para fundar os resultados das outras secoes. Sao boas referéncias sobre
estas nocoes (DUNN, 2001) e (MIRAGLIA, 1987).

Iniciamos com o conceito de ordem sobre um conjunto.

Definicdao 2.1: Uma relacao bindria < sobre um conjunto A é uma ordem parcial
se a relacdo < é:

(D) reflexiva: para todo x € A, tem-se X < X.

(i) antissimétrica: para todos X, y € A, se x <y ey <X, entdo X = y.

(iii) transitiva: para todos X, y,z€ A, se X<y ey <z entdo X < z.

Cognitio, Sao Paulo, v. 19, n. 1, p. 110-132, jan./jun. 2018 m



Cogpnitio: Revista de Filosofia

Definicdo 2.2: Um conjunto parcialmente ordenado (poset) € um par (A, <) em
que A €é um conjunto ndo vazio e < € uma ordem parcial sobre A.

Definicdo 2.3: Sejam (A, <) um poset e X, y € A. O supremo do par {x, y}, caso
exista, € o elemento z € A tal que:

MDx<zey<z

(iDx<wey<w=z<w.
Definicao 2.4: Sejam (A, <) um poset e x, y € A. O infimo do par {x, y}, caso exista,
¢ o elemento z € A tal que:

(MDz<xez<y.

Hwxews<y=>w<sz

Usualmente, denotamos o supremo de {x, y} por suplx, y} ou xvy e o infimo
de {x, y} por inflx, y} ou xAy. O supremo de {x, y} é o menor limitante superior de
{x, y} e o infimo de {x, y} é o maior limitante inferior de {x, y}.

Definicdo 2.5: Se (R, <) ¢ um poset para o qual dados quaisquer x, y € R existe
o inflx, y} e o supix, y}, entio denominamos de reticulado a estrutura algébrica
determinada por (R, A, Y) em que:

XAy = inflx, y} e xVy = suplx, y}.

Proposicido 2.6: Se (R, <) é um reticulado, entdo para todos X, y, z € R valem as
seguintes leis:

R, XA(yAz) = (xXAy)Az e xY(yYz) = (xYy)Vz [associatividade]
R, XAy = yAXx e XYy = yYx [comutatividade]
R, (xAy)Yy =y e (XYy)Ay =y [absor¢ao].

Definimos reticulado como uma estrutura de ordem parcial em que duas
operacoes de juncao e disjunciao estio definidas para todos os elementos do
reticulado, o que naturalmente gera uma estrutura algébrica particular. Contudo,
podemos definir, de modo equivalente, o conceito de reticulado como uma
estrutura algébrica.

Definicao 2.7: Um reticulado é uma estrutura algébrica R = (R, A, Y), em que R é
um conjunto nio vazio e A e Y sio operacdes bindrias sobre R tais que para todos
a, b, CER:

R, aA (bho) = (ahkb) A ¢ e aY (byeo) = (ayb) Y ¢
R, akb= bAa e avb = bva
R, (a\b)Y b=1D e (ayb) A b= b.
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Proposicdo 2.8: Se R = (R, A, V) é um reticulado e a, b € R, entdo valem:
R, ara=a e ava = a [idempoténcial
R, arb=a< avb = blordem].

A condi¢ao R, nos da a ordem parcial fundamental para qualquer reticulado
R=(R, A, V).

Definicao 2.9: a < b < alkb =a < avb = b.

Proposicio 2.10: Se R = (R, A, Y) é um reticulado e a, b, ¢, d€ R, entdo:
R, a<avb e b<avb
R, akb< a e akb< b
R, a<ceb<c=avb<c
R, csaec<b=c<akb
R a<ceb<d= avb<cvd

10

R, a<ce b< d= alb< cAd.

Lema 2.11: Se R = (R, <, A, Y) é um reticulado, entao:
R, (@Ab) Y (aho) a A (bYO)
R, aY (bho) < (avb) A (avo.

Demonstragdo: Estes resultados seguem de R, R e R,. =

Definicao 2.12: Um reticulado R = (R, <, A, Y) é distributivo quando valem as
seguintes leis distributivas para todos a, b, ¢ € R:

R, (@aAb) Y ¢ = (avo) A (bYo) e (avb) A ¢ = (aro) Y (bAo).

Estas sao as leis distributivas a direita. Devido as propriedades comutativas,
também valem as distributivas a esquerda. Mais do que isto, basta uma das duas leis
distributivas acima, pois a outra pode ser demonstrada a partir daquela assumida
(MIRAGLIA, 1987).

Definicaio 2.13: Seja R = (R, <, A, Y) um reticulado. Se R tem um elemento minimo
dado pela ordem <, entdo este elemento € o zero de R e é denotado por 0. Se o
reticulado R tem o maior elemento segundo a ordem <, entdo este elemento é o um
de R e é denotado por 1.

Se o reticulado R tem os elementos 0 e 1, entdo para todo a € R valem:

R al0 =0 e av0 = a
Ry all = a e avyl = 1.
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Denotamos um reticulado com 0 e 1 por R = (R, <, A, V, 0, 1).

Definicao 2.14: Seja R = (R, <, A, V, 0, 1) um reticulado com 0 e 1. Para cada a €
R, se existe o elemento -a = maxly € R: aAy = 0} em R, dizemos que -a é o pseudo-
complement de a.

Definicao 2.15: Um reticulado R = (R, <, A, Y, 0, 1) € pseudo-complementado se
para todo a € R existe um pseudo-complemento -a € R.

Definicao 2.16: Seja R = (R, <, A, Y, 0, 1) um reticulado com 0 e 1. Se ¢ € R, entdo
um elemento & € R é um complemento de a em R se:

R, ard =0e

R, avad =1.

Cada complemento & € um pseudo-complemento. Mas, por exemplo, o pseudo-
complemento da Légica Intuicionista nao é um complemento (MIRAGLIA, 1987).

Definicao 2.17: O reticulado R = (R, <, A, Y, 0, 1) é complementado se todo
elemento de R tem um complemento em R. Se cada elemento de R tem exatamente
um complemento, entdo o reticulado R é unicamente complementado.

Se o complemento de a € unico, entdo denotaremos o seu complemento por
~a. Neste caso, indicamos o reticulado por R = (R, <, ~, A, V, 0, 1).

Lema 2.18: Seja R = (R, <, ~, A, V, 0, 1) um reticulado distributivo com 0 e 1. Se
existe um complemento de a, entao ele € Gnico.

Demonstracdo: Sejam y e z dois complementos do elemento a. Assim, aAy = 0, avy
=l,ahz=0eavz=1.Comoz=0Yz=(aAy) Y z=(avz) A (yYz) =1 A (yYz) =
yYz, entdo y < z. Analogamente, z <y. Portanto, z=y. =

Defini¢ao 2.19: Algebra de Boole B é todo reticulado distributivo e complementado.

3 Espacos de Tarski

Os espacos de Tarski surgem da busca por uma caracterizacao bastante geral do
que um sistema formal deveria contemplar para ser considerado como uma logica.
Ver (FEITOSA, GRACIO e NASCIMENTO, 2010) e (FEITOSA e NASCIMENTO, 2015).

Definicio 3.1: Operador de consequéncia sobre E é uma funcio : P(E) — P(E)
tal que, para todos A, B E temos:

MDAC A

(iD)AcB= Ac B

(i) Ac A.
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Segue, de (i) e (iii), que vale a igualdade A= A, para todo A c E.

Definicao 3.2: Espaco de Tarski (sistema dedutivo de Tarski ou espaco de fecho)
(E, ) éum par de modo que E é um conjunto e ~ é um operador de consequéncia
sobre E.

Definicdo 3.3: Se (E, ) ¢ um espaco de Tarski, entdo o conjunto A é fechado em
(E, )se A=A, e A é aberto quando o seu complemento relativo a E, denotado por
AC é fechado em (E, ).

Proposicao 3.4: Em cada espaco de Tarski, toda interseccio de conjuntos fechados
¢ ainda um conjunto fechado.

Segue das definicoes acima que & e E correspondem ao menor e ao maior
conjuntos fechados, respectivamente, associados ao operador .

Espacos quase topolégicos sao generalizacoes das estruturas topologicas dadas pela
eliminacio de algumas propriedades.

Definicdo 3.5: Espaco quase topoldgico é um par (E, Q) em que E € um conjunto,
Q < P(B) e dada uma colecio qualquer de indices I:

(i) se paracadai €1, A € Q, entdo U_A, €Q .

Definicao 3.6: A colecio Q é denominada quase topologia e cada membro de
Q ¢é um aberto do espaco (E, Q). Um conjunto A c E é fechado quando o seu
complemento relativo a E, denotado por A€, é aberto em (E, Q).

Segue destas definicoes que uma uniao qualquer de abertos de (E, Q) € um

aberto de (E, Q).

Proposicao 3.7: Em todo espaco quase topoldgico (E, Q) o conjunto & € aberto e
E ¢é fechado.

Proposicido 3.8: Em todo espaco quase topologico (E, Q), qualquer interseccao de
fechados € ainda um fechado.

Definicdo 3.9: Se (E, Q) ¢ um espaco quase topoldgico, entao o fecho de A é o
conjunto:

A= ﬁ{X cE:AcXeXCe Q} e o interior de A €é o conjunto:

A=U{XcE:XcAeXeQ}.
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Proposi¢ao 3.10: Se (E, Q) é um espaco quase topologico e A C E, entio A ¢

fechado e A é aberto.

Naturalmente, poderiamos definir espaco quase topologico a partir dos
fechados, como no contexto topolégico.

Proposicio 3.11: Seja (E, ) um espaco quase topolégico. Para todos A, B ¢ E,

valem:
) AgAgK
i A=A
i) A=A
iviv AcB= A c ]§
W) AgB:KgE

Também poderfamos definir o espaco quase topoldgico a partir da operacao
de interior e dela definirmos o fecho de Tarski.

Definicao 3.12: Operador de interior sobre E é uma funcao T LPE) - PE) tl
que, para todos A, B € E, valem:

O AczA
(i) AcB=>AcB
GiD AcA

Agora, mostramos a relacio entre espacos de Tarski e espacos quase topologicos.

Proposicio 3.13: Se (E, Q) é um espaco quase topoldgico e ~ € a operacio de
fecho em (E, Q), entao o par (E, ) é um espaco de Tarski.

Por outro lado, se (E, ) é um espaco de Tarski, ao considerarmos
Y= {X cE:X= X} , 0 conjunto dos fechado de (E, ), entdo segue a proposicao

seguinte.

Proposicio 3.14: Se (E, ) é um espaco de Tarski, entdo (E, Q) é um espaco quase
topolégico em que X e Q<> X e .

Segue das duas proposicoes anteriores que, para cada espaco de Tarski,
podemos definir, de modo natural, um espaco quase topoldgico e, para cada espaco

quase topologico, podemos definir um espaco de Tarski.
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Definicdo 3.15: Um espaco quase topologico (E, Q) € 0-fechado quando:
) D=0

Defini¢io 3.16: Um espaco topoldgico (E, Q) é um espaco quase topoldgico
0-fechado tal que:

v AUB=AUB.

Defini¢ao 3.17: Um espaco de Tarski (E, ) é vicuo quando D=0 .

Deste modo, os espagos topologicos sio exemplos de espacos quase
topologicos O-fechados. Como o conceito de consequéncia interessa a Logica e
naquele contexto sio relevantes os conjuntos de consequéncias, os quais nio
devem ser, em geral, vazios, do ponto de vista l6gico interessam os espacos de
Tarski ndao vacuos.

4 As TK-algebras e a logica TK

Nesta secao apresentamos as TK-dlgebras e a logica proposicional TK. Detalhes sobre
os dois sistemas podem ser encontrados em (FEITOSA, GRACIO e NASCIMENTO,
2010).

A definicao de TK-algebra introduz as no¢des de operador de consequéncia

no ambiente algébrico e a logica TK da a formalizacio no contexto logico.

Definicdao 4.1: Uma TK-ilgebra é uma séxtupla A = (A, 0, 1, V, ~, ¢) de modo
que (A, 0, 1, V, ~) € uma algebra de Boole e ® ¢ um novo operador, chamado de
operador de Tarski, para o qual valem:

() avea=ea

(ii) ea V e(aVb) = e(aV b)

(i) o(er) = o
Exemplo 4.2: O espaco de conjuntos P(A), quando A # & com o operador e
definido por ea = a, para tal que para todo a € A, é uma TK-dlgebra.

Os conjuntos dos nimeros inteiros e reais serdo denotados respectivamente
por Z e R.

Exemplo 4.3: O espaco de conjuntos P(R) com eX = X U0} é uma TK-algebra.

Exemplo 4.4: O espaco de conjuntos P(R) com eX = NI : I € um intervalo e X ¢
I} € uma TK-algebra.
Como as TK-dlgebras estao no contexto das algebras de Boole, o item (i) da
definicao acima afirma que, para cada a € A, a < ea.
Em uma TK-algebra qualquer podemos definir os seguintes operadores:
a~b=~avb

a-b=an~b.
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Proposicido 4.5: Para toda TK-dlgebra valem as seguintes condicoes:
() ~ea< ~a< e~q
(iDa<sb=>ea<eh
(iii) e(anb) < ea N eb
(iv) eaV eb < o(avh).

Seja S um sistema axiomadtico qualquer. As definicdes seguintes sao usais.

Definicao 4.6: Se TU{p} € um conjunto de férmulas do sistema S, entio I' deduz
@, o que € denotado por I k-, @, se existe uma sequéncia finita de formulas ¢, @,,
©» @ _de maneira que @ = @ e, para cada ¢, 1 <i < n, vale uma das seguintes
condicoes:
¢, € um axioma;
¢, € I;

¢, € obtida de férmulas que ocorrem anteriormente na sequéncia através de
alguma regra de deducao do sistema S.

Quando I' = @, escrevemos simplesmente +, @ no lugar de I' -, @, e dizemos
que ¢ € um teorema do sistema axiomdtico S. Deixamos de escrever o subscrito de
F, sempre que ndo hd possibilidade de confusao.

Denotamos a negacao da férmula @ por ~@.

Definicao 4.7: Um conjunto I" de férmulas do sistema S € consistente se nao existe

formula @ deStalque '@ e T F ~@.

A seguir, apresentamos o sistema formal ou l6gica TK, que formaliza as no¢oes
essenciais de um operador de consequéncia no ambiente 16gico.

A logica proposicional TK € o sistema logico construido sobre a linguagem

proposicional de TK que ¢é L:(_,,V’_),Q’pl,pz,py...) com os seguintes
axiomas e regras:

(CPO) @, se @ € uma tautologia
(TKD @ — ¢

(TK) ¢ 60 — 0
MP) Q> vy, 0/ ¢

RMH Q> vy /- ¢ > ey

Proposicio 4.8: - ¢ ¢ (QVy).

Demonstragdo:
1. ¢ - (pvy) Tautologia2. ¢ — ¢(@Vy) RM*em 1 =m
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Proposicio 4.9: - ¢ = F¢.

Demonstracdo:
1.o Premissa
2.0 > ¢0 Axioma TK|
3. 60 MPemle2 m

Proposicio 4.10: I Fepvey — ¢ (pvy)

Demonstracdo:
1. ¢9 —> ¢(ovy) Prop. 4.8
2. ¢y > ¢(ovy) Prop. 4.8

3.60Vv ¢y > ¢(pvy) CPCemle2. =
Em (FEITOSA e NASCIMENTO, 2010) esta uma demonstracao da adequacio

(correcao e completude) de TK relativo as TK-algebras.
Podemos definir o operador dual de ¢ da seguinte maneira:

O0p =, —¢—0.
Proposicio 4.11: - ¢ > y = F 0p — Oy.
Corolario 4.12: - ¢ & y = F 0¢ <> Oy.
Proposicao 4.13: - 0¢p — 0.
Proposicao 4.14: - 0¢p — 00.
Proposicdo 4.15: - O(pAY) — 0.
Corolario 4.16: = O(pAY) — (PAOY).

Poderiamos, alternativamente, ter tomado o operador ¢ como o operador
primitivo e substituir os axiomas TK, e TK, pelos seguintes axiomas e regra de deducao:

(TK,) 0p — ¢
(TK,) 09 — 009
RMY =@ >y /=09 > Oy.

Como veremos na proxima secio, dado um espaco quase topolégico (E, ),
o operador estd associado ao fecho naquele espaco, enquanto o operador ¢ estd
associado ao interior.
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5 Conexdes de Galois

Apresentamos as conexdes de Galois. Seguimos a apresentacao e denominacdo
de (DUNN e HARDEGREE, 2001). H4 muitas variacOes sobre estas definicoes.
Sugerimos também como fontes (ORE, 1944) e (SMITH, 2010).

Daremos alguns nomes para fungcdes que ocorrem nas teorias sobre os pares
de Galois, o que nos fard algumas apresentacoes um pouco mais breves. Estes
nomes tém muitas variacoes na literatura e escolheremos alguns que julgamos
convenientes.

Definicdo 5.1: Seja f: (A, <) — (P, <) uma funcao entre dois conjuntos parcialmente
ordenados. Entao:

(1) a funcao f preserva as ordens se a < b = f(a) < f(b)

(i) a funcao f inverte as ordens se a < b f(b) < f(a).

E claro que em (A, <) em (P, <), as ordens nio sio necessariamente as mesmas,
embora sejam representadas pelo mesmo simbolo <, pois A e P sdo conjuntos
quaisquer.

No contexto da andlise, usualmente estas funcoes sio chamadas de crescente
e decrescente, respectivamente, mas € menos usual esta denominaciao nos contextos
das Conexoes de Galois. Outras vezes sio chamadas de is6tonas e antitonas. A
primeira também ocorre com o nome de mondtona.

Definicdo 5.2: Se f: (A, ©) — (A, ) é uma funciao sobre o mesmo conjunto
parcialmente ordenado, entao:

() a funcio f € idempotente se fof = f
(i) a funcao f € extensiva ou inflacionaria se para todo a € A, a < f(a)

(iid) a func¢ao f € deflaciondria se para todo a € A, f(a) < a.

Definicdo 5.3: Se f: (A, ©) — (A, ) é uma funciao sobre o mesmo conjunto
parcialmente ordenado, entao:

() a funcao f € um operador de Tarski (operador do fecho dedutivo) se f é
inflaciondria, preserva ordens e ¢ idempotente;

(i) a fungao f € um operador de interior se f € deflacionaria, preserva ordens
e € idempotente.

Definicao 5.4: Dados dois conjuntos parcialmente ordenados (A, <) e (P, <) e as
fungdes f: A > Pe g P — A, opar (f, g é uma conexdao de Galois se, para todo a
€ A e todo p € P, temos:

a<gp) < p<fla).

Segue desta definicao que se (f, g) € uma conexao de Galois, entao o par (g,
f) é também uma conexido de Galois.
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Exemplo 5.5: Para A = P = Z, com a ordem natural dos inteiros, tomando-se a
funcao f: Z — Z, definida por f(x) = -x e g = f, entdo (f, g) ¢ uma conexido de Galois
para (Z, <), pois:

algpeoal-popl-aspfla.

Exemplo 5.6: Para A = P = P(M), o conjunto das partes de um conjunto M, com
a ordem dada pela inclusio de conjuntos, e f = g a funcio complementar, isto &,
fX) = X© = g(X), temos que (f, g) ¢ uma conexao de Galois.

Os exemplos acima siao casos particulares da proposicao seguinte.

Proposicdo 5.7: Sejam (A, <) e (P, <) conjuntos parcialmente ordenados e f : A —
P uma funcao bijetiva que inverte as ordens. Entao:

(1) f  inverte as ordens;

(i) (f, f 1) é uma conexao de Galois.
Demonstracdo: (1) Sejam p, g € P de maneira que p < g. Suponhamos que f "'(p) <
f -'(g). Como f inverte as ordens e € injetiva, entao f(f () < f(f "'(p)), ou seja, g <

b, o que contradiz a suposicao de que p < g. Assim, f (@) < f(p) e, portanto, f !
inverte as ordens.

(ii) Para a € A e p € P, como f e f ! invertem as ordens, temos a f'(p) = f(f
p) <fla) = p<fla) = (@) <f(p) = a<f(p) Assim, o par (f, f ) é uma
conexao de Galois. m

A proposicao seguinte nos da condicdes para termos uma conexao de Galois.

Proposicdo 5.8: Sejam (A, <) e (P, <) duas ordens parciais, f: A > P e g P -
A funcgdes, a,b€ A e p, g€ P. Entdo, o par (f, g) é uma conexao de Galois se, e
somente se, valem as condicoes:

() a< b=1b <f(a)
(D p< g= gl < gp)
(i) a < g(f(a)
(iv) p < f(g(p)).
Demonstracdo. O (1) Seja a < b. Se p = f(b), entao p < f(h). Como (f, g) € uma

conexao de Galois, entao p<f(b) < b< g(p) e, dai, a< b< g(p). Como a < g(p) <
p = f(a), segue que f(b) < f(a), pois p = {(b).

(iD) Seja p < g e tomemos b = g(g). Assim, b < g(@) e da definicao de conexao
segue que g < f(b). Dai, p < f(b) <= b < g(p) e, portanto, g(q) < g(p), pois b= g(.

(iil) Dado a € A, seja f(a) = p. Dai, p < f(a) < a < g(p) = g(f(a).
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(iv) Dado p€ P, seja g(p) = a. Dai, a < g(p) < p < f(a) = f(g(p).

(=) a<gp = f(gp) < (@) = (por (iv) p < fla) = gf(a) < g(p) = (por (D)
a < g(p). Assim, (f, g) determina uma conexao de Galois. =

Temos, deste modo, uma forma alternativa de definirmos uma conexao de
Galois. O par (f, g) € uma conexao de Galois se as funcoes f e g invertem as ordens
e as compostas fog e gof sao inflacionarias.

Proposicao 5.9: Se (f, g) € uma conexao de Galois para as ordens parciais (A, <) e
(P, <), entdo segue que: f(a) = f(g(f(a)) e g(p) = gfl(g(P)).
Demonstracdo: Da Proposicao 5.8 (iii), temos que a < g(f(a)) e, dai, pelo item (1),
f(g(f(@)) < f(a). Mas, ainda por (iii), f(a) < f(g(f(a))). Assim, f(a) = f(g(f(a)).

A outra igualdade ¢é verificada de modo semelhante. [

Corolario 5.10: Se (f, g) ¢ uma conexdo de Galois para as ordens parciais (A, <) e
(P, <) e a funcao f € injetiva, entao:

(1) para cada a € A, tem-se a = g(f(a)
(iD) se p = f(a), entao a = g(p).

Demonstracdo: (i) Pela Proposiciao anterior, f(a) = f(g(f(a)) e como f € injetiva,
entio a = g(f(a)).

(iD) Se p = f(a), entdo f(g(p)) = f(g(f(a)) = f(a). Agora, como f & injetiva, entdo
gp=am

Corolario 5.11: Se (f, g) € uma conexido de Galois para as ordens parciais (A, <) e
(P, ), entdo para cada p € f(A) existe a € A tal que p = f(a) e a = g(p).
Demonstracdo: Se p € f(A), entdo para algum b€ A, tem-se que p = f(b). Agora, seja
g(p) = a. Dai, f(a) = f(g(p) = f(g(f(h))) = f(b) = p. Portanto, p=f(a) e a=g(p). m

Corolario 5.12: Se (f, g) ¢ uma conexao de Galois para as ordens parciais(A, <) e
(P, ), entdo para cada a € g(P) existe p€ P tal que p = f(a) e a = g(p).
Demonstracdo: E imediato, pois (g, f) é uma conexdo de Galois para as ordens
parciais (A, e (P, ). m

Proposicao 5.13: Se (f, g) é uma conexio de Galois para (A, <) e (P, ), entdo as
duas composicoes gof e fog sio operadores de Tarski sobre A e P, respectivamente.
Demonstracdo: De acordo com a Proposicao 5.8 (iii), para todo a € A, a < g(f(a)).
Agora, se a < b, entao f(b) < f(a) e, dai, g(f(a) < g(f(h). Como, da proposiciao
anterior, f(g(f(a)) = f(a), entao g(f(g(f(a))) = g(f(w)).

Logo, gef é um operador de Tarski sobre A.

Como fog é também uma conexao de Galois, entdo ¢ também um operador
de Tarski. m
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Exemplo 5.14: Dados dois conjuntos E e F, seja R uma relacio de E em F, isto
é, R € ExF e consideremos entio os conjuntos parcialmente ordenados (P(E),)
e (P(B), ©.

Agora, definamos as seguintes funcoes: f: P(E) — P(F) dada por AT ={b e F:
(VxeA)(xRD)} e g: P(F) — P(E) dada por B8 = {a € E : (Vy € B)(aRy)}.

Mostraremos que (f, g) ¢ uma conexdo de Galois. Para tanto, devemos
observar que () A| A,=A'cAf; (ih) B,cB,= B B (ii) B < (B®)'; (iv) A < (A")
8, conforme Proposicao 5.8.

(i) Consideremos que A, c A,. Se b € A, entao (VxeA)(xRb). Da hipotese,
temos que (VxeA )(xRb) e, portanto, b € A" Logo A A

(i) € similar.

(iii) B# € o conjunto de todos os elementos de E que se relacionam com todos
os elementos de B. Assim, para todo b€ B, se a € B8, entao aRb.

(B8 € o conjunto de todos os elementos de F que se relacionam com todos
os elementos de B#. Assim, para todo x € B? se y € (B®)!, entdo xRy.

Como todos os elementos de B se relacionam com todos os elementos de B,
entdo B < (B®)!. (iv) € similar.

Além disso, @' ={b e F: (Vxe@ERD)} =F e &* ={a E: (VyeD)(aRy)} = E.

Da proposicdo 5.9, segue que A'= ((AD®) e Bt = (B9)"Hs.

Da proposicio 5.13, temos que gef é um operador de Tarski sobre E e fog ¢é
um operador de Tarski sobre F.

Exemplo 5.15: Tomando E ={a, b}, F={1,2}eR={(a, D), (b, 1), (a, 2)} no exemplo
anterior, temos:

f(@) =11, 2; fdah) = {1, 2}; () = {1}; fda, b)) = {1}.

g(@) = {a, bl; g1 = {a, b}; g2D) = {a}; g1, 2D = {al.

Neste caso, temos f(@) = {1, 2} e g1, 2D) = {a} # I, mostrando que nio
podemos retirar a hipotese que f € injetiva, no Corolario 5.10.

Proposicao 5.16: Se o par (f, g) é uma conexdo de Galois para os reticulados (A,
A, V) e (P, A, V), entdo valem:

@ fxvy) = fOA(y)
(i) g(xVy) = g(x)Ag(y).

Demonstracdo: (i) Como x £ xVy e y < XVy, entdo f(xvy) < {(x) e f(xvy) < f(y),
donde segue que f(xVvy) < fGOAL(y).
Por outro lado, f(x)Af(y) < () e fCON(y) < f(y) = x<g(f(x)) < gfOAL(y)) e
y < g(f(y)) < gfOA(y) = xVy < g(f(Af(y)) = FCOA(y) < f(g(fOA(y))) < f(xVy).
Portanto, f(xVy) = fCOA(y).

(ii) Similar. m
Na proposic¢ao anterior nao podemos trocar V por A, como podemos observar
no exemplo a seguir.
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Exemplo 5.17: No Exemplo 5.14, sejam E = F = P(R) o conjunto das partes de R e
consideremos a relacao ARB< ANB = . Se A = {(1, 2)} e B = {(3, 4)}, entao:

f(A) = XcR: 1, 2)nX = Q)
f(B)={XcR: @3, 49X =)
f(AnB) = (&) = P(R)

flAHUB) =X cR : (1, 2)X = ou (3, HX = &} = P(R), pois (1, 2)U(3, 4)
& f(AUf(B).

Assim, f(ANB) # f(A)Uf(B).

Proposicdo 5.18: Se (f, g) e (f, g)) sao conexoes de Galois para as ordens (A, <)
e (P, 9, entdo: g = g,. Se (f, @ e (f,, g sdo conexodes de Galois para (A, <) e (P,
<), entdo: f, =1,
Demonstracdo: Dado p€P, como g, e g , sdo fungdes, entdo estao definidos g (p) e
g,(p). Pela Proposicao 5.8, segue que para todo p€ P tem-se: p f(g (p) e p<f(g,(p)).
Logo, g,(p) < g,(f(g,(p)) < g (p) e g,(p) < g (f(g(p)) < g (p). Assim, g = g,.

A demonstracao da segunda parte é andloga. m

Proposicio 5.19: Se o par (f, g) € uma conexdo de Galois para (A, 2) e (P, ),
entdo valem:

() a gP) = gf(a) = a

(i) pe f(A) < f(gp) = p

(iiD) f(A) = f(g(P))

(iv) g(P) = g(f(A)).

Demonstracdo: (1) (=) Se a € g(P), entao existe p € P tal que g(p) = a. Dai, g(f(a))
= g(f(g(p)) = g(p) = a. (<) Se g(f(a)) = a, entdo para b = f(a) temos que g(b) = a
e, portanto, a € g(P).

(i) Similar.

(iii) Se p € f(A), por (ii), p = f(g(p)) e, portanto, p € f(g(P)). Logo f(A) < f(g(P)).
Agora, como g(P) c A, entao f(g(P)) c f(A).

(iv) Similar.

Assim, cada ponto a € g(P) é ponto fixo da funcio gef e cada ponto p € f(A)
¢ ponto fixo da funcio fog. m
Proposicio 5.20: Se o par (f, g) ¢ uma conexio de Galois para (A, <) e (P, ),
entao:

D f(a) = max{p€P : a< g(p)}

(D g(p) = max{a€ A : p < f(a)l.
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Demonstracdo: (i) Dado a € A, como a < g(f(a), entao f(a) e {pe P : a < gp)l.
Agora, se ce{pe P : a< g} entdo a < g(o) e, portanto, ¢ < f(a). Logo, f(a) =
max{pe P : a< g(ph.

(ii) Dado p € P, como p < f(g(p)), entio g(p) e fae A : p < f(a)}. Agora, se ¢
ela€eA: p<fla)l, entio p < f(o) e, portanto, ¢ < g(p). Logo, g(p) = max{a€A : p
<fla)l m

Podemos também fazer produto cartesiano para conexdes de Galois. Nao
colocaremos indices nas ordens, para nao carregar as notacoes.

Se (f,, g,) € uma conexao para (A, <) e (P, <) e (f,, g) € uma conexao para
(A, 9 e (P, ), entdo definimos uma conexio de Galois para (A xA) e (P, xP)) do
seguinte modo.

A ordem do produto cartesiano da forma usual:

(a,)<(c,d)ascebsd
As fungoes f: A xA,— P xP, e g: P xP, = A xA sao dadas por:
fla,, a) = (f(a), f(a)) e gp, p,) = (g p), g,p).

Assim, (p,, p) <f(a,, a) = E(a), f(a)) < p <fla)ep <fla)a <g(p)
ea,<g(p)(a,a)<gp,p).

Portanto, o par (f, g) é uma conexio de Galois para os conjuntos ordenados
(A XA, S e (P xP, <.

27 20 =

6 Pares de Galois

Como vimos na secao anterior, conexao de Galois ¢ um par de fungdes definidas
entre duas estruturas de ordem, com sentidos inversos, motivadas pelas funcoes da
Teoria de Galois.

Na Teoria de Galois, as duas func¢des (f, g) conectam a estrutura dada pelos
corpos intermedidrios de uma extensao de corpos K < L com a dos subgrupos do
grupo de automorfismos de L que fixam o subcorpo K.

Quando olhamos para a definicio de conexdao de Galois, podemos fazer
quatro permutacoes simples, o que nos geram outros pares de fun¢des, que mantém
alguma semelhanca com a definicao de conexio.

Agora, apresentamos cada uma destas variacdes que dio origem a distintos
pares de funcoes, as quais chamamos no coletivo de pares de Galois.

Definicaio 6.1: Se (A, ) e (P, <) sdo conjuntos parcialmente ordenados, f: A — P e
g: P — Asido funcoes e a € A e p € P sdo elementos quaisquer, entao:

(i) o par (f, @ € uma conexao de Galois se: a < g(p) < p < fla)

(i) o par (f, @)* é uma conexao dual de Galois se: g(p) < a < f(a) < p

(iii) o par [f, gl € uma adjuncao se: a < g(p) < f(a) < p

(iv) o par [f, gl* ¢ uma adjunc¢ao dual se: g(p) < a < p < f(a).
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O nome adjuncio vem da teria das categorias. Em muitos textos sobre o tema,
o par [f,; gl também ¢é chamado de residuado.

Como no caso de conexodes de Galois, a seguir enunciamos uma proposicao
que nos da condi¢oes para termos uma adjuncio.

Proposicio 6.2: Sejam (A, <) e (P, <) duas ordens parciais, : A >Peg:P —> A
funcoes, a,b€ A e p,q €P. Entao, o par [f, g] € uma adjuncao se, e somente se, valem
as condicoes:

(D) a<g b=fla) L (b
(D) p< g= gp) < gl
(i) a < g(f(@)

(iv) f(g(p) < p.

Demonstracdo: O () Seja a < b. Tomando p = f(b), entao f(b) < p. Como [f, gl ¢ uma
adjuncio, entao b < g(p) e dai a < g(p). Como como [f, gl € uma adjuncao, f(a) < p
= f(b), donde segue que f(a) < (D).

(i) Seja p < g e tomemos a = g(p). Assim, a < g(p) e da definicao de adjuncio
segue que f(a) < p. Dai, f(a) < g e, portanto, g(p) = a < g(g).

(iii) Dado a € A, seja f(a) = p. Dai, f(a) < p e como [f, gl € uma adjuncio, entao

a < gp) = gf(a).

(iv) Dado p€P, seja a = g(p). Dai, a< g(p) e como [f, gl € uma adjuncio, entao
f(a) < p. Portanto, f(g(p) < p.

(<) Consideremos que valem as condi¢coes () - (iv): a < g(p) = f(a) < f(g(p)
<pefla)<p= gfla) <gp=a<gp. u

Temos, entdo, uma forma alternativa para definirmos uma adjuncao. O par
[f, gl € uma adjunciao se as funcoes f e g preservam as ordens, a composta gof é
inflaciondria e a composta fog ¢ deflacionaria.

Se (A, ) € um conjunto parcialmente ordenado, entio denotaremos a ordem
inversa de < por > e, desse modo, a < b b> a.

Desta definicio decorre o que segue.

Sejam (A, <) e (P, ) conjuntos parcialmente ordenados e f: A >Peg:P >
A funcoes:

(i) Se (f, g@) € uma conexio de Galois, entao (g, f) também é uma conexido de
Galois.

(i) Se (f, g é uma conexdao dual de Galois, entao (g, )¢ também é uma
conexao dual de Galois.

(iii) Se [f, g] é uma adjuncao, entdo [g, fl* é uma adjuncao dual.

(iv) Se [f, gl* € uma adjuncio dual, entdo [g, f] é uma adjuncio.
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Se é uma conexido de Galois para (A, <) e (P, <), entio:

1 (f, @* é uma conexao dual de Galois para (A, >) e (P, ).

(D [f, gl € uma adjuncao para (A, <) e (P, ).

(iid) [f, g]* € uma adjuncido dual para (A, >) e (P, ).

Cada par de Galois tem resultados semelhantes aos da secao anterior, quando
nos detemos as conexdes de Galois. No quadro seguinte, faremos uma sintese dos
resultados principais para cada par.

Sejam (A, <) e (P, <) conjuntos parcialmente ordenados, f: A > Peg:P —>
A funcgoes, a € A e p € P elementos quaisquer.

Tabela 1:
Conexao de Galois Conexao dual de Galois
9, A De @, £, 94 (A, De @ 2
a<g(p) < p<fla) gpLasfalp
f e g invertem as ordens f e g invertem as ordens
fog e gof sao inflacionarias fog e gof sao deflacionarias
fog e gof sdo operadores de Tarski fog e gof sao operadores de interior
fogof = f e gofog =g fogof = f e gofog =g
fla) = max{p€P : a< g(p)} fla) = min{p€P : g(p) < a
2(p) = max{a€ A : p < f(a) a(p) = minfa € A : f(a) < p}
Adjuncio Adjuncio dual
[f, gl, (A, D) e (P, ) [f, gl, (A, ) e (P, <)
agp) = fla)lp gpLaspsfla
f e g preservam as ordens f e g preservam as ordens
fog & deflaciondria e gof ¢ inflacionaria || fog ¢ inflaciondria e gof é deflaciondria
fog e gof sao interior e Tarski fog e gof sao Tarski e interior
fogof = f e gofog = ¢ fogof = f e gofog = ¢
fla) = min{p € P : a < g(p)} fla) = max{peP : g(p) < a)
g(» = max{a €A : f(a) < pl g(p» = min{fa € A : p < f(w)

Agora, alguns resultados sobre a composicao de pares de Galois.

Proposic¢io 6.3: Se (f,, g ) ¢ uma conexao de Galois para (A, ) e (B, e (f,, g)! é
uma conexao dual de Galois para (B, <) e (C, <), entdo € uma [f of , g og ] adjuncao
para (A, S e (C, ).

Demonstracdo: Se a € A e ¢ € C sao elementos quaisquer destes dois conjuntos,
considerando que f, e g, sao funcoes, entao f (a), g,(c) € B. Como temos entdo a
g,(g,(0) & g0 <f(a) = £ () < c Logo, [f,of, g og,] € uma adjunciao. m

2D
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Proposic¢ao 6.4: Se (f, g ) ¢ uma conexio de Galois para (A, e (B, elf, gl'é
uma adjunc¢do dual para (B, <) e (C, ), entdo € uma [fof , g og,] conexdo de Galois
para (A, ) e (C, ).

Demonstracdo: Se a € A e ¢ € C sao elementos quaisquer destes dois conjuntos,
considerando que f, e g, sao fungdes, entio f (a), g,(c) € B. Como (f, g) € uma
conexao e [f,, g ' € uma adjun¢io dual, entio a < g (g,(0) < g0 f(a) < c<
f.(f,(a@). Assim, [f of , g,0g,] € uma conexao de Galois para (A, <) e (C, <). m

21

Proposicio 6.5: Se [f, g] ¢ uma adjuncao para (A, <) e (B, <) e (f, g) ¢ uma
conexio de Galois para (B, <) e (C, <), entdo (fof , g og ) € uma conexao de Galois
para (A, ) e (C, ).

Demonstracdo: Se a € A e ¢ € C sao elementos quaisquer destes dois conjuntos,
considerando que f, e g, sao fungdes, entao f (a), g(c) € B. Como temos [f, gl e
(f,, g, entao a g (g,(0) < f(a) < g (o) < c <ff (). Logo, (f,of , gog,) ¢ uma
conexao de Galois. m

Proposi¢ao 6.6: Se [f, g | ¢ uma adjuncao para (A, <) e (B, 9 e [f, g] ¢ uma
adjungio para (B, <) e (C, ), entdo [f,of , g og ] € uma adjungio para (A, <) e (C, ).
Demonstracdo: Se a € A e ¢ € C sdo elementos quaisquer destes dois conjuntos,
considerando que f, e g, sdo fungdes, entao f(a), g,(c) € B. Como [f, glelf, g
sao adjuncoes, entao a<g(glo) e fila)<gloe ffla)<c logo, lfef, go gz]
¢ uma adjuncio. m

A seguir, indicaremos um par qualquer de Galois por {f, g}. Esta notacio entre
chaves generaliza para qualquer uma das notacdes anteriores.

Para {f, g} par de Galois para (A, <) e (B, <) e {f,, g} par de Galois para (B,
<) e (C, ), em alguns casos, {fof , geg} é par de Galom para (A, 2) e (C, ). As
demonstracoes sao andlogas as das proposicoes anteriores.

Tabela 2
£, g, (£, 8, (£,of,, 8,08}
Conexao Conexao dual Adjun¢ao
Conexao Adjuncao dual Conexao
Conexao dual Conexao Adjuncao dual
Conexao dual Adjuncao Conexao dual
Adjun¢ao Conexao Conexao
Adjuncao Adjuncao Adjuncao

Adjuncao dual

Conexao dual

Conexao dual

Adjuncao dual

Adjuncao dual

Adjuncao dual
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6.1 Uma simples adjunciio

Dado o espaco de Tarski (E, ), consideremos a estrutura de ordem (P(E), <), sobre
a qual desejamos uma adjuncio [f, g]. Entao precisamos determinar f e g tal que para
todos A, BC E, A ¢ g(B) < f(A) ¢ B.

De modo muito simples, podemos tomar f(A) = & e g(B) = E e temos uma
adjuncio sobre (P(E), S).

Dada a relacao entre os espacos de Tarski, as TK-ilgebras e a Logica TK,
entdo para as TK-algebras, basta definirmos [f, gl tal que f(a) =0 e g(b) =1 e para a
Logica TK, If, gl tal que f(&) = L e gly) = T.

Esta adjuncio vale para as 16gicas em geral. E as relacdes entre os sistemas
conjuntistas, algébricos e logicos estio sempre presentes.

A seguir, introduziremos uma conexao de Galois que envolve os espacos de
Tarski.

7 Conexiio de Galois para uma logica e respectiva dasse de modelos

Consideremos uma légica de Tarski (E, C). Pode ser, por exemplo, a logica
proposicional classica, a logica cldssica de primeira ordem, uma logica intuicionista
ou modal, das bem conhecidas.

Esta logica tem um sistema dedutivo bem estabelecido, que pode ser
axiomdtico, por deducio natural, cdlculo de sequentes, tablds ou outro qualquer
dispositivo de deducido. Por ser um sistema de Tarski, C € um operador de Tarski,
sujeito a definicao de tal operador.

De um modo geral, uma logica fica bem estabelecida quando também admite
uma classe de modelos para qual hd uma relacao de consequéncia semantica bem
precisa.

Indiquemos esta consequéncia por C_. Se AUfy} € um conjunto de férmulas
desta logica, entdo a relacdo de consequéncia semintica A E y vale quando a
validade de todos os elementos de A forca a validade de .

Para esta consequéncia, interpretamos ou atribuimos valor aos elementos
de (E, ©) em especificas estruturas matematicas. Temos assim, uma funcio de
interpretacio, valoracio ou atribuicio, que leva cada elemento do contexto sinttico,
num elemento do contexto semantico.

Estas estruturas semanticas ou modelos podem estar em classes de modelos
bem conhecidas como por exemplo valoracoes, matrizes l6gicas, dlgebras, modelos
de Kripke, entre outros.

Colocaremos estas no¢odes num contexto bem geral.

Para cada 16gica (E, C), temos uma classe de estruturas, indicada por Est(E),
com o mesmo dominio E, o conjunto das férmulas da logica, para o qual esteja
definida uma relacio de satisfacao &= < Est(E)XE, com a caracterizacao seguinte: (C,
X) € E ou, como usual, C E x, se a estrutura C satisfaz o elemento x; e C ¥ X, se a
estrutura C ndo satisfaz o elemento x.

Com isto, existe uma fun¢dao de interpretacio de E em Est(E) que atribui
significado as expressoes sintiticas de E em aspectos das estruturas matematicas
de Est(E).
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Definicdo 7.1: Se A c E, entdo a classe dos modelos de A ¢ dada por:

Mod(A) =, {C € Est(E) : para todo x € A, C Ex}.

Definicdo 7.2: Dado M c Est(E), a teoria de M ¢é definida como:

Th(M) =, {y € E : paratodo C e M, C Fy}.

Segue destas definicoes que A < Th(Mod(A)) e que M € Mod(Th(M)).

Se M = {C}, entdao Th(M) = Th(O) = {y €E : CEyl}, é o conjunto dos elementos
vilidos segundo o modelo C.

Proposicdo 7.3: Para A € B C E, tem-se que Mod(B) < Mod(A).

Demonstracdo: Se C € Mod(B), entdo C Ey, para todo y € B. Como A < B, em
particular, C E x, para todo x € A. Logo, C € Mod(A). m

Proposicdo 7.4: Para M < N < Est(E), segue que Th(N) < Th(M).

Demonstragdo: Se x € Th(N), entdo, para toda C € N, vale que C Ex. Como M c N,
entdo, para todo CEM, C E x. Logo, x € Th(M). m

Consideremos as duas estruturas de ordem (P(E), <) e (PEst(E)), <) para
as quais tomamos as funcoes f : P(E) — P(Est(E)) definida por A" = Mod(A) e g :
P(Est(E)) — P(E) definida por M# = Th(M).

Como vimos, A < Th(Mod(A)) e que M € Mod(Th(M)). Das duas proposicoes
anteriores, segue que f e g invertem as ordens de (P(E), <) e (P(Est(E)), <). Portanto,
dos nossos desenvolvimentos anteriores, Proposicio 5.8, temos que (f, g) € um par
de Galois para estas estruturas de ordem.

Segue da Proposicio 5.13 que ThoeMod = gof ¢ um operador de consequéncia
sobre E.

Definicao 7.5: Dado A c E, as consequéncias de A, modulo a classe de estruturas
Est(E), ¢ definida por:

C_(A) =, Th(Mod(A)).

Mas também ModeTh = fog é um operador de Tarski sobre Est(E). A nossa
teoria aponta para este resultado, mas pouco cuidamos desta consequéncia.

Para cada A C E, o conjunto Th(Mod(A)) € fechado em (E, C_) e € uma teoria
desta estrutura.

Se (E, ©) ¢ uma logica e Aufx} C E, entlo a expressiao A k x denota que todo
modelo de A é também modelo de x. Assim, A F x ¢ outra forma de indicar que
x € C_(A). Além disso, A F x € equivalente a Mod(A) < Mod({x}).

Consideremos que dada uma légica (E, C) existe uma classe de estruturas
Est(E) a qual estd associada uma outra légica abstrata como acima, denotada por
(E, C).
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Definicao 7.6: O elemento x € E é um teorema se x € C(D) e x € vilido, o que é
denotado por F x, se x € C_(&). A logica (E, C) € correta segundo (E, C ), se CO <
C_(9), isto &, todo teorema de (E, C) € vilido em (E, C); ela é completa se C_(J)
C(@), isto €, todo membro vilido no modelo (E, C_) € um teorema de (E, C); ela
€ adequada se € correta e completa, ou seja, se C(J) = C_(J). A logica (E, C) €
fortemente adequada segundo (E, C_) se, para todo A C E, tem-se C(A) = C_(A).

8 Consideracdes finais

Neste artigo, apresentamos os espacos de Tarski ou sistemas dedutivos de Tarski e
vimos que as TK-dlgebras e a Logica TK sao formalizacoes do conceito de operador
de Tarski em contexto algébrico e logico proposicional. Os trés conceitos sao
conectados e formalizam a no¢ao de operador em contextos distintos.

Isto € usual no ambiente da Légica. Por exemplo a logica proposicional
classica tem como modelos algébricos toda e qualquer algebra de Boole, que pelo
Teorema do Isomorfismo de Stone € sempre isomorfa a uma algebra de Boole de
conjuntos.

Como um elemento adicional, tratamos dos pares de Galois, que sao funcodes
com sentidos contrarios entre duas estruturas de ordem. Certamente, o nome decorre
de uma generalizacio de pares de funcdes que ocorrem entre corpos intermedidrios
para uma extensao de corpos de dimensiao finita e o grupo determinado por
imersoes que fixam um dos corpos da extensio.

Em outro artigo, mostraremos como este desenvolvimento da Teoria de Galois
motivou o conceito de conexido de Galois e, assim, os demais pares de Galois.

Os pares de Galois sao dados pelas quatro combinacdes possiveis para a
equivaléncia a < g(p) < p < f(a@). Estas equivaléncias podem ser retratadas de
modo equivalente pela Proposicao 5.8. Contudo, ao olharmos para estas condi¢oes
equivalentes desta proposicio, naturalmente observamos que poderiamos ter outros
pares de funcdes com sentidos contrarios entre duas estruturas de ordem, mas
distintas dos quatro pares de Galois.

Posteriormente, mostraremos estes casos que fogem dos casos até entlo
tratados, mas merecem ser investigados.

Para fechar o artigo, procuramos algum exemplo de conexao de Galois que
sabidamente sao abundantes no contexto da Matematica, mas que envolvessem 0s
espacos de Tarski, os quais tém despertado a nossa curiosidade investigativa.

Esta conexao explicita relacdes importantes entre o contexto dedutivo
(consequéncia sintitica) e os modelos logicos (consequéncia semantica). Mais
uma vez, estes desenvolvimentos de cardter fundacional poem em evidéncia
propriedades essencias dos sistemas logicos. Assim, fazemos isto usando elementos
tedricos incialmente distintos, mas que realcam propriedades da ordenacao.
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