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Em artigos anteriores (CORCORAN, 1972, 1973), mostrou-se que o sistema dedutivo
desenvolvido por Aristételes em sua “segunda 16gica” (cf. BOCHENSKI, 1970, p.
43) é um sistema de deduc¢ido natural — e nao um sistema axiomdtico, como antes
se pensou (LUKASIEWICZ, 1951). Também se destacou que a légica de Aristoteles
¢ autossuficiente em dois sentidos: primeiro, porque ela nio pressupoe nenhum
outro conceito 16gico, nem mesmo os da légica proposicional; segundo, porque
ela ¢ (fortemente) completa, no sentido de que todo argumento valido concebivel
na linguagem do sistema ¢ demonstravel por meio de uma deducao formal no
sistema. O exame do sistema faz com que o primeiro ponto se torne 6bvio. O
objetivo deste artigo € provar o segundo ponto, demonstrando a completude forte
para o sistema aristotélico.

§1. A linguagem. A 16gica em questio foi desenvolvida por Aristételes como
uma logica subjacente (no sentido de Church [1956, p. 317]) para uma ciéncia
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axiomatizada. Sendo irrelevante o fato de Aristoteles ter ou nao reconhecido a
possibilidade de uma ciéncia com um vocabulirio infinito de constantes ndo
logicas, nds simplesmente assumimos um conjunto V, contendo pelo menos dois
caracteres para desempenhar o papel do vocabulério dos “termos categoricos”. Para
as constantes logicas, usaremos os quatro seguintes caracteres': A, E, I e O (que
nio fazem parte de V). A linguagem L contém todas as sequéncias compostas por
uma constante logica seguida de duas constantes nao logicas distintas em V. Os
membros de L sio chamados de sentengas. Se x e y estio em V—e Xe Y? 520 0s
termos categoricos “correspondentes” (por exemplo, “homem” e “animal”) —, as
seguintes expressoes resultam de uma correspondéncia heuristica: Axy (Todo X é
Y), Exy (Nenbum X € Y), Ixy (Algum X € Y) e Oxy (Algum X ndo é Y).

O fato de que cada sentenca contenha duas constantes niao légicas distintas
mostra que Aristoteles evitava sistematicamente “sentenc¢as” tais como Axx e
Ixx. A extensao da linguagem para acomodar tais sentencas teria consequéncias
matemadticas até que triviais, mas implicaria em um desvio muito maior em relacio
ao texto aristotélico do que requer o presente quadro tedrico.

Em termos da gramdtica de L, estabelecemos duas definicoes adicionais que
dizem respeito a terminologia tradicional e que sao tUteis na sequéncia deste trabalho.
Um argumento é um par ordenado (P, d) onde P é um conjunto de sentencas
(chamadas de “premissas”) e d ¢ uma unica senten¢a (chamada de “conclusao”).
Axy e Exy sio definidas como contraditorias de Oxy e Ixy, respectivamente (e vice-
versa), e Cld) indica a contraditéria de d.

§2. A semantica. O sistema semantico S ¢ definido da seguinte forma. Uma
interpretagdo i de L € uma func¢iao definida em Ve tendo como valores conjuntos
nao vazios (cf. abaixo §5). A fim de caracterizar a associacao dos valores de verdade
com as sentengas sob uma interpretacio i, estendemos o dominio da definicao de i
para incluir todos os elementos de L, de modo que as sentencas em L obtenham os
valores de verdade esperados. Explicitamente, iAxy = v, se ix estiver incluida em 7y,
e, caso contrario, iAxy = f; iExy = v, se ix for disjunta de iy, e, caso contrario, iExy
= /, de maneira similar, interpretamos ilxy e iOxy.

Como de costume, se, para alguma sentenca d, id = v, entao i ¢ dita ser uma
interpretacdo verdadeira de d e, se i for uma interpretacio verdadeira de todas
as sentencas em um conjunto P, entdo i € uma interpretacdo verdadeira de P. A
expressao “interpretacao falsa” nao serd utilizada. Uma sentenga d € dita ser uma

1 N. T.: No original, em vez de “4”, “E”, “I" e “O”, Corcoran usa os caracteres “A”, “N’, “§”

e “§ — respectivamente para “All ...”, “No ...”, “Some ... is” e “Some ... is not”. Ainda
que pudéssemos manter a notacdo original aqui — ou até fazer uma adaptaciao para o
portugués com “7” para “Todo ...”, “N’ para “Nenbum ...”, “A” para “Algum ... €” e “A”

para “Algum ... nao €” —, durante o trabalho de traduc¢ao, a notacio tradicional 4, E, Te O
nos pareceu a forma mnemonica mais eficiente e intuitiva, pelo menos para aqueles que
estao familiarizados com o quadrado das oposicoes. Além disso, também substituimos
“t (“true’) por “v" (“verdadeiro”) e preservamos “f* (“false” ou “falso”) para designar os
valores de verdade.

2 N. T.. Em linguagem simbdlica, x ¢ y sao equivalentes, respectivamente, a X ¢ Y, em
argumentos em linguagem natural.
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consequéncia logica de um conjunto Pde sentencas, se toda interpretacao verdadeira
de P for também uma interpretacio verdadeira de d. Para indicar que essa relacao
vale, escrevemos P E d. Também é conveniente fazer mais um contato com a
terminologia “tradicional” e definir um argumento (P, d) como vdlido, quando P &=
d e, caso contririo, como invdlido. P+ Q € a unido de Pe Q — e descartaremos o
uso de parénteses e chaves na notacao para conjuntos unitarios.

Os seguintes fatos 6bvios a respeito da semantica cumprirdo um papel nos
desenvolvimentos subsequentes.

2.1. Principios semdnticos. Sejam x, y e zmembros diferentes de V. Seja Pum
conjunto de sentencas e sejam d e e sentengas.

Lei de ndo contradigdo. Para toda i, id # iC(d).

Leis de conversdo. (C1) Exy & Eyx, (C2) Axy E Iyx, (C3) Ixy = [yx.

Leis de silogismos perfeitos. (SP1) Azy + Axz E Axy, (SP2) Ezy + Axz E Exy,
(SP3) Azy + Ixz & Ixy, (SP4) Ezy + Ixz = Ox)P.

Lei de reducdo. PE dse P+ Ad) E ee P+ Ad) = de).

§3. O sistema dedutivo de Aristoteles. O sistema de deducdes investigado na
segunda logica de Aristoteles parece ser um sistema de deducio natural (isto €,
tem varias regras, mas nenhum axioma), que consiste em duas classes distintas de
deducoes: deducoes diretas e deducdes indiretas. Grosso modo, uma deducio direta é
uma lista finita que comeca com as premissas, apos as quais cada linha nova é obtida
pela aplicacao de uma regra as linhas anteriores, e que, naturalmente, termina com a
conclusao. Por outro lado, uma deducao indireta nao contém sua conclusao, mas, em
vez disso, ¢ como uma deducio direta que contém a contraditéria da conclusao como
pressuposto adicional e possui um par de contraditérias nas Gltimas duas linhas. Para
Aristételes, a prova indireta de uma conclusao a partir de certas premissas seria obtida
pela deducao de sentencas contraditorias extraidas dessas premissas juntas com a
contraditoria da conclusdo (para uma apresentacao detalhada, cf. CORCORAN, 1973).

Passamos agora a uma definicao exata do sistema D de dedugdes. Primeiro,
tomamos as leis da conversao e dos silogismos perfeitos como regras de inferéncia.
Usamos a expressao “uma conversio-D de uma sentenca” para indicar o resultado
da aplicacado de uma das trés regras de conversio. Usamos a expressio “uma
inferéncia-D a partir de duas sentenc¢as” para indicar o resultado da aplicaciao de
uma das regras de silogismo perfeito as duas sentengas.

Uma deducdo direta em D de d a partir de P ¢ definida como uma lista finita
de sentengas que termina com d, comecando com todas ou algumas das sentencas
em P, tal que cada linha subsequente (depois daquelas em P) seja ou (a) uma
repeticio de uma linha anterior, ou (b) uma conversao-D de uma linha anterior, ou
(¢) uma inferéncia-D de duas linhas anteriores.

Uma deducdo indireta em D de d a partir de P é definida como uma lista finita
de sentengas que termina com um par de contraditorias [e e Cle)], comecando com

3 N. T.: Os silogismos perfeitos listados por Corcoran também sao conhecidos como
“Barbara’ (SP1), “Celarent’ (SP2), “Darii’ (SP3) e “Ferio” (SP4).

4 N.T. Ou seja, segundo a lei de redugdo, se o conjunto formado pela contraditéria de de
pelas premissas P implicar logicamente duas proposicoes contraditérias entre si — como
ee (e —, logo, Pimplica logicamente d.
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uma lista de todas ou algumas das sentencas em P seguida pela contraditoria de d,
tal que cada linha adicional subsequente (apds a contraditéria de d) seja ou (a) uma
repeticio de uma linha anterior, ou (b) uma conversao-D de uma linha anterior, ou
(¢) uma inferéncia-D de duas linhas anteriores.

Todos os exemplos de dedugdes tém uma notacio de acordo com o seguinte
esquema.

(1) As premissas serdo prefixadas por “+” para que “+Ax)” seja lido como
“assuma Axy como premissa’.

(2) Depois de as premissas terem sido colocadas, inserimos a conclusao
prefixada por “?” para que “?Ax)” seja lido como “queremos mostrar por que Axy
se segue”.

(3) A hipotese de uma deducio indireta (reducao) € prefixada por “h”, para
que “hAxy” seja lido como “suponha Axy para fins argumentativos”.

(4) Uma linha digitada por repeticio é prefixada por “a” para que “aAx)’ seja
lido como “ja aceitamos Ax)".

(5) As linhas inseridas por conversio e inferéncia silogistica sao prefixadas por
“c” e “s7, respectivamente.

(6) Por fim, a dltima linha de uma deducao indireta tem “M”> como prefixo
de sua outra anotacao para que “MaAx)y” seja lido como “mas ja aceitamos Ax)”
etc. Uma deducdo anotada em D é definida como uma deducao em D anotada de
acordo com o esquema acima.

Exemplos®
(D Seja M predicado de nenhum N
e de todo X.
(conclusdao omitida no texto)
Entdo, uma vez que a premissa negativa € convertivel, Nnao se atribui a nenhum
M.
Mas se supOs que M se atribui a todo X.
Portanto, N nao se atribuira a nenhum X.
+Enm
+Axm
(?Exn)
cEmn
aAxm
SExn

@) De novo, se M se atribui a todo N
e a nenhum X,
X ndo se atribuird a nenhum N,

5 N.T. No original, “B’ — “but”.

6 N. T.. Como Corcoran indica abaixo, os trés exemplos foram extraidos dos Primeiros
Analiticos. O exemplo (1) estd em I, 5, 27a5-8; (2) em I, 5, 27a9-12; e (3) em I, 6, 28b17-21.
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Pois se M nao se atribui a nenhum X,
X nao se atribui a nenhum .

Mas M se atribuia a todo N.

Portanto, X ndo se atribuird a nenhum .
+Anm

+Exm

?Enx

akExm

cEmx

aAnm

SEnx

Para exemplificar uma deducao indireta, fazemos o mesmo para (An. Pr., 28b18).

3 Pois se R se atribui a todo S,
mas Pndo se atribui a algum §,

¢ necessario que P nao se atribua a algum R.
Pois se P se atribui a todo R,

e R se atribui a todo S,

logo, P se atribui a todo S;

mas assumimos que nao.

+Asr

+0Osp

201D

hArp

aAsr

SASp

MaOsp

Apresentamos acima trés exemplos; dois de deducdes diretas e um de deducao
indireta. As demais nao apresentam problemas. Em primeiro lugar, reproduzimos
duas deducdes de Aristoteles (An. Pr., 27a5-15; ROSE, 1968, p. 34), seguidas por
suas correspondentes dedugoes anotadas em D.

Os leitores podem verificar (“traduzindo” as provas dos silogismos que
Aristételes provou e usando a engenhosidade nos outros casos) que todos os
argumentos validos — em qualquer uma das quatro figuras tradicionais — sao
dedutiveis em D.

3.1. O sistema dedutivo reduzido. O sistema D acima, devido a Aristoteles em
todos os seus aspectos essenciais, ¢ incomum do ponto de vista moderno porque
nao tem uma regra de reducio e, em vez disso, possui uma classe especial de
deducoes, que sao as deducgoes indiretas. Os pontos essenciais sao dois: primeiro, a
conclusao de uma deduciao indireta nao ocorre como uma linha subsequentemente
utilizavel na deducdo indireta; e (consequentemente) segundo, nio ha deducoes
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usando uma estratégia de reducio encaixada’ (ou mesmo iterada). Um ponto-
chave na prova de completude forte mostra, com efeito, que nao sio necessarias
multiplas estratégias de reducao. Este ¢ o Lema M2 abaixo. Devido a sua forma
logica, nao € surpreendente que seja mais facil provar o Lema M2 para um sistema
mais fraco do que para o proprio D. O sistema mais fraco RD € obtido a partir de
D, eliminando-se as regras correspondentes a C3, SP3 e SP4. O préprio Aristoteles
havia considerado um sistema muito proximo a RD e havia observado (mas nao
provado, evidentemente) que ele era equivalente a D (CORCORAN, 1973, §4.2.1).

P d significa que existe uma deduciao em RD de d a partir de P. O saldo do
presente trabalho prova que se P E d, entdo P+ d.

3.2. Algumas propriedades do sistema dedutivo RD. A primeira coisa a se
observar é que a propriedade de ser uma deducdo nao ¢é afetada pela permutacdo
de premissas. Em seguida, observe que os operandos de todas as regras (exceto
a repeticio) sao sentencgas “universais” (Axy ou Ex)), de modo que, uma vez que
uma sentencga “particular” (Ixy ou Ox)) € introduzida em uma deducao, depois ela
pode apenas ser repetida. Em particular, pode-se excluir de uma deducao direta
todas as ocorréncias de todas as sentencas particulares (exceto a conclusao, se
ela for particular) e assim obter outra deducio direta da mesma conclusao a partir
das mesmas premissas sempre (e, caso uma premissa seja particular, a partir de
um conjunto menor de premissas). A consideracao das implicacoes de se ter uma
sentenca particular como hipotese de uma prova indireta leva ao Lema M1.

Lema M1. Seja e universal e seja P uma deducdo indireta dee a partir de S +
&. Logo, ou existe uma deducdo indireta de (d) a partir de S ou entdo hd uma
deducdo direta dee a partir de S + d.

Assuma a hipotese. Sem nenhuma perda, assuma que em P as premissas a
partir de § vém primeiro, depois d, depois C(e), depois as linhas intermedidrias e,
finalmente, fe C(f). Uma vez que e € universal, C(e) é particular. Se C(e) nao ¢
nem fnem C(f), entdo toda ocorréncia de C(e) pode ser excluida produzindo uma
deducao direta a partir de S+ d que termina com fe C(f). Mas essa € uma deducao
indireta de C(d) a partir de S. Agora suponha que C(e) seja fou C(f). Nesse caso,
Ptermina com e e C(e), talvez nao nessa ordem. Em todo caso, toda ocorréncia de
C(e) pode ser excluida, produzindo uma deducio direta de ea partir de S+ d. Q.E.D.

LEMA M2. Se S+d e e S+ dF Cle), entao S+ C(d).

Assuma a hipotese. Sejam P e PC deducdes de, respectivamente, e e Cle),
ambas a partir de § + d. Sem perda de generalidade, assuma que d € a ultima
premissa em ambas e que ambas contém as mesmas sentencas de S. Ha trés casos
possiveis: ambas, apenas uma ou nenhuma dentre P e PC sao diretas. Os dois
primeiros casos sio 6bvios e o terceiro usa o Lema M1. Q.E.D.

Um conjunto de sentengas € inconsistente se existirem duas deducdes com
todas as premissas no conjunto e conclusoes contraditorias. Caso contrdrio, um

conjunto € consistente. Um conjunto consistente que nao tenha superconjuntos

7 N. T.: Uma reducio (ou deducio) “encaixada” ou “aninhada” — “nested”, em inglés — é
uma redu¢io que toma outra reducio como parte de si — aninhando-a ou encaixando-a
em si. Como destaca Corcoran, isso nao € possivel no sistema D.

8 N. T.. O destaque em negrito para “e” (sentenca) foi feito para distingui-lo da
conjuncdo “e’.
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consistentes é maximamente consistente. Essas definicoes levam ao Lema A, usando
o lema anterior.

Lema A. Seja S maximamente consistente. Entdo, vale o seguinte:

(0) de€ Ssse St d

(1) exatamente um dentre Axy e Oxy € S,

(2) exatamente um dentre Ixy e Exy € S,

(3) no minimo um dentre Ixy e Oxy € §;

(4) no mdximo um dentre Axy e Exy € S.

§4. A prova de completude. Pela variante de um argumento conhecido, a
completude € provada ao vermos como construir uma interpretacao verdadeira para
um conjunto arbitrario maximamente consistente.

Existe uma classe de interpretacdes um tanto “natural” e que pode ser
construida utilizando subconjuntos de V, como se segue. Seja Uuma classe qualquer
de subconjuntos de V. Para cada tal U, ha uma unica funcdo natural [ de V no
conjunto poténcia de Utal que, para cada x em V, fx é a classe de conjuntos em U
contendo x. A ideia, obviamente, é que U¢ o “universo do discurso” cujos “objetos”
sao subconjuntos de Ve que a propriedade associada ao “termo” x € a propriedade
de ter x como membro. Caso Ucontenha, para cada xem V, pelo menos um conjunto
contendo x, entdo a funcao natural /€ de fato uma interpretacio. Chamamos tais
interpretacoes de interpretacoes naturais.

Sob uma interpretacao natural, uma sentenca universal (Axy ou Ex)y) diz que
certos objetos nao estio em U. Em particular, Axy diz que todos os objetos contendo
x, mas sem J, sao excluidos de U; e Exy diz que todos os objetos contendo ambos
x e y sao excluidos de U. Mostraremos que, se comecarmos com PV — o conjunto
poténcia de V — e, entdo, para um dado § maximamente consistente, excluirmos
de PV exatamente aqueles objetos “excluidos por” sentencas universais em S, o
resultado € um conjunto cuja fun¢iao natural f'é uma interpretacao verdadeira de S.
Chamemos de US) o resultado de eliminar de PV os objetos excluidos por S. Em
particular, temos o seguinte teorema, que se segue imediatamente a partir do Lema
B (apresentado logo abaixo).

TEOREMA. Se S é maximamenie consistente, enldo a funcdo natural baseada em
S é uma interpretagdo verdadeira de S.

Lema B. Seja S maximamente consistente. Entdo, vale o seguinte:

(0) para cada x em V, ILS) contém pelo menos um conjunto contendo x (i.e.,
a fungdo natural é uma interpretacdo);

(1) Axy € Ssse ILS) ndo contém nenbum conjunto contendo x mas nao y;

(2) Exy € S sse LS) ndo contém nenbum conjunto contendo x e y;

(3) Ixy € Ssse LLS) contém um conjunto contendo x e y;

(4) Oxy € Ssse LS) contém um conjunto contendo x mas ndao y.

O lema ¢ estabelecido como se segue. A clausula (0) é provada abaixo e
um raciocinio semelhante mostra as partes “se” das clausulas (1) e (2). As partes
“somente se” de (1) e (2) sao por definicao de US). As clausulas (3) e (4) se seguem
das clausulas anteriores pelo Lema A.

A fim de expressar as provas das cliusulas de modo sucinto, precisamos de
alguma notacdo. Para x em V, [x] € um subconjunto qualquer de V contendo x.

368 Cognitio, Sao Paulo, v. 21, n. 2, p. 362-370, jul./dez. 2020



Completude de uma légica antiga

Para x, yem V, [x)] € um subconjunto qualquer de V contendo x e y, ao passo que
[xy] € um subconjunto qualquer de Vcontendo x mas sem y. Se Y€ um subconjunto
de V, entdo x + Y ¢ a unido do conjunto unitirio de x com Y.

Observe que uma sentenca afirmativa, Axy, nao pode excluir Ve que uma
sentencga negativa, Exy, nio pode excluir um conjunto unitdrio. Outro fato util € que
qualquer conjunto contendo todas as sentencas Axy, para » em um conjunto Y, e
qualquer sentenca Euv, u e vem x + Y, € inconsistente.

Para ver a clausula (0), assuma que S € maximamente consistente e suponha
que x estd em V, mas que nenhum [x] estd em U(S). Assim {x} ndo estd em US).
Como {x é excluido apenas pelas sentencas Axy, para algum y, S deve conter
uma tal sentenca. Seja Ax)y uma dessas sentencas e seja Y o conjunto de y em V
para o qual Axy estd em S. x + Y deverd ser todo V. [Caso contrdrio, como x + Y
¢ excluido e a consisténcia impede qualquer Euv (1, v em x + Y) de estar em S,
devemos ter Ayz em S para yem Ye zndo em x + Y. Mas uma vez que Axy e Ayz
estdo ambos em §, a maximalidade exige que Axz esteja em S. Entdo z estd em Y.
Uma contradi¢io.] Logo, S contém todas as sentencas Axy (y em Ve distinto de x).
Uma vez que o proprio Vé excluido e como Vniao pode ser excluido por nenhuma
sentenca Auv, S deve conter uma sentenca Euv. Isso contradiz a consisténcia. Q.E.D.

§5. Comentirios e corolarios. E interessante notar que o proprio Aristoteles refletiu
sobre o problema da prova da completude forte de seu sistema (An. Pr., livro 1,
capitulo 23). Nao ha duavida de que ele considerou ter mostrado a equivaléncia
dedutiva do sistema D em relacdo ao sistema reduzido RD — e que ele tenha usado
essa reducio em sua deliberacio sobre a completude forte de D. Infelizmente, ele
nao parece ter sido suficientemente claro em relacao a sua prépria semintica — a
ponto de formular o problema de modo preciso — e € certo que ele nio demonstrou
o resultado.

O fato de que a metafisica de Aristoteles exija que cada termo universal
contenha pelo menos um particular nos motiva a estabelecer que os “termos” sao
conjuntos nao vazios. Tal fato também nos fornece a chave para compreender
teoricamente por que a logica de Aristoteles continha um “pressuposto existencial”.
Alias, tendo em vista a andlise sistemdtica feita acima, parece errado atribuir o
“pressuposto existencial” a sentencas — o pressuposto existencial claramente
pertence aos “termos” relativos a semantica.

Observe que nao ha verdades logicas no sistema acima; isto €, para todo ¢, se
P ¢ vazio, entdo ¢ ndo € uma consequéncia logica de P. Aristoteles sistematicamente
evitou sentencas com duas ocorréncias de um mesmo termo. Isso talvez explique
por que nao hd uma doutrina da verdade logica no corpus aristotélico.

O parecerista destacou que os procedimentos de decisao para a logica
monddica sao facilmente adaptdveis a esse sistema.

Agradecimento. Um artigo contendo o mesmo resultado para um sistema mais forte
foi apresentado por Peter Malcolmson (Departamento de Matemdtica, Universidade
da California, Berkeley) ao Departamento de Matematica da Universidade Laval,
Quebec, Canadd, em junho de 1971. Nele, o autor descobriu e provou os lemas M1
e M2, que tornaram possivel a obtencao do presente resultado.
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ACRESCENTADO NA PrROVA. Em fevereiro de 1972, soube que Timothy Smiley (Clare
College, Cambridge) desenvolveu uma “interpretacao” da légica de Aristételes que
concorda com a minha em todos os pontos substanciais. Além disso, ele demonstrou
a completude forte para seu sistema (que € ligeiramente mais forte do que o meu)
e obteve outros resultados que vao além do presente estudo e que, entdo, foram
publicados no Journal of Philosophical Logic. Nao € preciso dizer que, antes de
fevereiro de 1972, Smiley e eu trabalhamos de modo totalmente independente um
do outro.
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