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FRACTAIS: POSSIBILIDADES PEDAGOGICAS
NA ESCOLA BASICA

FRACTALS: pedagogical possibilities in basic school
Amal Rahif Suleiman’

RESUMO

Neste artigo apresentamos elementos da geometria fractal que podem
estar presentes na natureza, assim como os que podem ser construidos por
algoritmos matemdticos. Tem por objetivos refletir sobre os aspectos gerais
dos fractais, sobre a revisdo bibliogrdfica, as pesquisas atuais, sobre sua
alta aplicabilidade no mundo digital e tecnoldgico. Abordamos a ilustra¢do
de exemplos para calcular perimetro e darea de um fractal. Nesse sentido,
apresentamos duas possibilidades pedagogicas que podem ser aplicadas na
escola basica: o Jogo do Caos e Fractais com Multiplos no Tridngulo de
Pascal. Além do conhecimento matemdatico, destacamos ainda mediante essas
e outras atividades, a relevancia de que a geometria fractal seja inserida
como conteuido nos programas da matemdtica escolar do Estado de Sdo
Paulo, como ja ocorre em outros estados do pais.

Palavras-chave: Geometria Fractal; Atividades Matematicas, Escola
Buasica.

ABSTRACT

In this article we present elements of Fractal Geometry that can be present in
nature, as well as those that can be constructed by mathematical algorithms.
Aims to reflect on the general aspects of fractals, on the literature review, the
current research about your high applicability in the digital world and technology.
We discuss the illustration of examples to calculate perimeter and area of a
fractal. In this sense, we present two educational opportunities that can be
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applied in elementary school: the Game of Chaos and Fractals with Multiples
in Pascal s triangle. Besides the mathematical knowledge, yet, through these and
other activities, the relevance of the Fractal Geometry is inserted as content in
School Math programs in the State of Sdao Paulo, as occurs in other States of
the country.

Keywords: Fractal Geometry, Math Activities,; Basic School.
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(Fabio Rocha)

Introduciao

A geometria fractal trata de uma geometria especifica, a chamada
geometria da natureza. Por meio dela, podemos entender o desenvolvi-
mento e a complexidade de muitos fendomenos e elementos do mundo
natural. Segundo Janos (2008, p. X), “a Geometria Fractal ¢ uma lingua-
gem matematica que descreve, analisa e modela as formas encontradas na
natureza”, tais como: possibilitar medir a extensdo de uma praia, sendo
ela a fronteira entre dois estados ou dois paises, descrever o crescimento
de uma planta, mostrar de que maneira podemos calcular as relagdes
que constituem elementos com aparéncias irregulares, como montanhas,
galaxias, cérebros e outros.
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Grande parte dos elementos na natureza ndo possui forma propor-
cional, quando os elementos sao regulares, a geometria convencional,
como a euclidiana, promove os célculos, os algoritmos e as formulas que
resolvem com precisdo as questdes relacionadas a medidas, mas, e para
os entes de formato que fogem aos padrdes das formulas adequadas e
pertinentes? H4 uma matematica capaz de abranger e resolver medidas
e calculos de figuras irregulares que permeiam a vida natural?

Sendo um contexto novo e dependente em parte da tecnologia, o
estudo dos fractais avangou com o desenvolvimento dos computadores,
as imagens geradas por fractais sdo atraentes e podem ser fontes de
motivacdo para o ensino e aprendizagem de matematica, fomentando
uma educagdo matematica inserida nos momentos atuais, no reino da
informatica.

O objetivo deste artigo é refletir sobre aspectos gerais acerca da
geometria fractal e sua aplicacdo no ensino da matematica, com base em
dois enfoques relevantes: primeiramente mostrar a relagdo de conheci-
mento que os professores podem estabelecer com a geometria fractal em
suas aulas; em segundo plano, veicular a geometria fractal como parte da
geometria, que pode ser ensinada para os alunos dos ensinos fundamen-
tal e médio, partindo de condigdes matematicas como medir extensdes,
areas e volumes para elementos do tipo fractal presentes na natureza ou
originarios de transformacdes matematicas. Para isso, estabelecemos a
sugestdo da aplicagdao de um jogo e uma atividade com o Tridngulo de
Pascal.

Justificativa e possibilidade curricular

A escola basica encontra-se estruturada nos preceitos contidos nos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e mais recentemente nas
Diretrizes Curriculares Nacionais para a Escola Basica (DCN). Ressal-
tamos dois principios norteadores dos PCN de matematica para o ensino
fundamental (1998):

[...] a Matematica ¢ importante na medida em que a sociedade necessita
e se utiliza, cada vez mais, de conhecimentos cientificos e recursos tec-
nolégicos, que por sua vez sdo essenciais para a insercdo das pessoas
como cidaddos no mundo do trabalho, da cultura e das relagdes sociais; a
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atividade matematica escolar ndo é olhar para coisas prontas ¢ definitivas,
mas a construcio e a apropriagdo de um conhecimento pelo aluno, que
se servira dele para compreender e transformar sua realidade. (BRASIL,
1998, p. 57)

No mesmo documento, € previsto que “o trabalho com medidas deve
centrar-se fortemente na analise de situagdes praticas que levem o aluno
a aprimorar o sentido real das medidas” (p. 69). Como trabalhar medidas
em situagdes reais, sem conhecer a forma de medir figuras fragmentadas
presentes na realidade? Nas perspectivas dos PCN para o Ensino Médio de
Matematica (1999), o conhecimento matematico tem um valor formativo
e um valor instrumental:

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desem-
penha um papel instrumental, pois ¢ uma ferramenta que serve para a vida
cotidiana ¢ para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades
humanas. (BRASIL, 1999, p. 40)

Definem como uma das competéncias e habilidades a ser desenvol-
vida em matematica no item Contextualizagdo sociocultural: “aplicar
conhecimentos e métodos matematicos e em situagdes reais, em especial
em outras areas do conhecimento.” (BRASIL, 1999, p. 46). Lembramos
que ha situagdes reais que incorporam elementos de formas nao regulares
que dependem de um conhecimento matematico especifico.

Nas Diretrizes Curriculares Nacionais para Educagdo Basica— DCN
—(2013), ¢ estabelecida a seguinte organizacdo em relacdo aos conteudos,
a integragdo e a abordagens do curriculo no ensino fundamental:

Em relagdo a organizagdo dos conteudos, ha necessidade de superar o
carater fragmentario das areas, buscando uma integragdo no curriculo
que possibilite tornar os conhecimentos abordados mais significativos
para os educandos e favorecer a participagdo ativa de alunos com habi-
lidades, experiéncias de vida e interesses muito diferentes. (BRASIL,
2013, p. 118)

Na mesma perspectiva, as Diretrizes Curriculares Nacionais estabe-
lecem, para o ensino médio, os pressupostos de que “qualquer fendémeno
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que sempre existiu como for¢a natural s6 se constitui em conhecimento
quando o ser humano dela se apropria tornando-a forga produtiva para
si.” (BRASIL, 2013, p. 161). Além disso, consta desse documento que
“o desenvolvimento cientifico e tecnologico acelerado impde a escola um
novo posicionamento de vivéncia e convivéncia com os conhecimentos
capaz de acompanhar sua producio acelerada” (p. 167):

O curriculo de matematica do Estado de Sdo Paulo sugere que “um
contetdo de relevancia, e que esteja plenamente justificado na perspec-
tiva curricular de desenvolvimento de competéncias, podera se estender
além do bimestre sugerido na grade, [...]” (SAO PAULO, 2012, p. 50),
o que gera possibilidade de se trabalhar novos conhecimentos, além dos
previstos na matriz.

Quando buscamos a geometria fractal como possibilidade de um
ensino contextualizado, moderno e tecnoldgico, estamos valorizando um
conhecimento, apesar de sabermos que esse conteudo ndo esteja previsto
no curriculo do ensino da escola basica paulista e talvez na formagao dos
futuros educadores matematicos. Por que valorizar um conhecimento
novo? Porque esse se apresenta na natureza ou pode ser obtido por meio
de transformagdes matematicas. Responder a situagdes-problema que
envolvam formas geométricas deve causar inquietagio e impoténcia para
professores, uma vez que a grande maioria dos elementos naturais nao tem
forma regular, bem como nao sejam delineadas as formas convencionais
na teoria geométrica que eles estudaram.

Enfatizamos que a geometria fractal ¢ um tema bastante recente no
cenario educacional brasileiro, uma vez que surgiu a partir dos anos 2000,
por isso muitos docentes ndo tiveram contato com esse contetido em sua
formagao durante a graduacdo. Apesar do reconhecimento de que hd uma
lacuna na formacao dos docentes de matematica, alguns estados ja inse-
riram a geometria fractal em seus componentes curriculares, conforme
relatam Pereira e Borges (2017):

Atematica Fractal é extremamente nova no cenario educacional brasileiro,
sendo trazida a tona significativamente apenas na ultima década (anos
2000), especialmente em nosso Estado, o Parana. Em 2008, ela foi con-
siderada na formulagdo do documento Diretrizes Curriculares Estaduais
do Parana — DCE — (PARANA, 2008) como um tépico das Geometrias
ndo Euclidianas, inserida ainda no contetido estruturante Geometrias.
(PEREIRA ¢ BORGES, 2017, p. 564)
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No Quadro 1, a seguir, consta um comparativo quanto a dimensao
das figuras geométricas com relagdo a sua dimensao em uma geometria
euclidiana e em uma geometria fractal:

Quadro 1. Tabela comparativa entre geometria euclidiana e geometria fractal

Dimensao Euclidiana Dimensao Fractal

(ponto) ] ——— - 04

\g_liﬁ\—/ 14
1

2 @@ 18

Diante do exposto, justificamos a inser¢do de uma possibilidade de
se trabalhar os componentes matematicos dos fractais na escola basica.

Fonte: Siqueira, 2005.

A Geometria Fractal

O matematico e economista polonés Benoit Mandelbrot foi quem
criou o termo “fractais”, baseando-se no latim fractus, cujo verbo frangere
correspondente significa quebrar, criar fragmentos irregulares, fragmentar.
Quando se diz geometria fractal, refere-se ao estudo dos fractais (BAR-
BOSA, 2005, p. 21). Seus trabalhos iniciaram-se na década de 1960, o
que revela ser uma teoria nova dentro da matemadtica — ciéncia milenar
e organizada pelos pensadores gregos, como Euclides, no século I11 a.C.
Além disso, ele escreveu muitos livros na década de 1970, sendo sua obra
mais famosa The Fractal Geometry of Nature (1977).

Bernoit Mandelbrot estudou, durante anos, ciéncias de outras areas,
mesmo antigas, € buscou modelos para aplicar suas descobertas. Sua
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geometria fractal representa uma natureza irregular, de fragmentacéo,
demonstrada por célebre pergunta que langou: “que extensao tem o lito-
ral da Gra-Bretanha?”” Sabemos ser regido de muitas baias e peninsulas,
que poderdo aparecer ou ndo, dependendo da escala de medigdo adotada
(BARBOSA, 2005).

Enveredar pela geometria dos fractais leva-nos ao encontro com
uma ciéncia chamada Teoria do Caos. Os fenomenos ditos aleatdrios
que ocorrem nessa teoria sdo representados por estruturas complexas
e fragmentadas, ¢ a geometria fractal vai fornecer e mostrar as regula-
ridades, além de certa ordem, presentes nesses elementos “cadticos”.
Segundo Rabay (2013, p. 13), “varios fenomenos antes ditos aleatdrios
tém sequéncias aproximadas, em diferentes escalas como varia¢des da
economia, ruidos em transmissao telefonica, movimentos de animais e
producdo agricola”.

A Teoria do Caos foi alvo de estudo de muitos cientistas nas ultimas
cinco décadas, como biologos, fisicos, quimicos, astronomos, meteorolo-
gistas, ecologistas, fisiologistas que procuraram compreender a comple-
xidade de ocorréncias naturais aparentemente desordenadas, irregulares,
imprevisiveis e cadticas, conforme elucida Barbosa (2005):

Temas como desordem na atmosfera, turbuléncia nos fluidos, varia¢ao
populacional de espécies, oscilagdes do coragdo e do cérebro, interligagdes
microscopicas de vasos sanguineos, ramificagdes alveolares, cotacdes
da bolsa, forma das nuvens, relampagos, aglomeragdes estelares etc.
eram estudados buscando-se entdo ligagdes entre diferentes tipos de
irregularidades; e surpreendentes ordens no caos foram descobertas. As
ferramentas da Geometria Fractal com suas formas foram elementos
insubstituiveis de muitos cientistas, pois permitiram reformular antigos
problemas. (BARBOSA, 2005, p. 10)

A redugdo ou fragmentag@o de objetos e elementos utilizados na
produgdo de imagens no mundo cientifico e tecnologico produziu o
avanco dos aparelhos como de diagnostico para doencas, com base na
revolugao dos fractais e seus algoritmos. Outra aplicagdo importante foi
na computagdo grafica:

[...] bastante utilizada no cinema na criagdo de cenarios naturais como
rios, explosdes, conjuntos montanhosos e plantas. Tendo em vista a boa
aproximacdo da representagdo destes através dos fractais, o modelo to-
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pologico simplifica o que seria bastante trabalhoso se fossem utilizadas
outras técnicas para fazé-lo. (RABAY, 2013, p. 3)

Assim como a computagdo grafica se nutriu com a utilizagdo dos
fractais, a difusdo desses ocorreu com o desenvolvimento dos compu-
tadores, possibilitando seu estudo tanto geométrico como de aparéncia.
Além de sua alta aplicagdo em ambientes cientificos e tecnologicos, existe
nos fractais a caracteristica estética da “simetria”, conceito da ordem da
beleza. Tal propriedade proporciona a emogao do belo no aspecto visual
dos fractais. Essa recorréncia ¢ empregada na arte, na pintura e na arqui-
tetura. Também encontramos estruturas fractais na musica e, do mesmo
modo, inimeros belos exemplos na propria natureza.

Podemos, de forma sucinta, elencar os componentes que caracterizam
um fractal. A autossemelhanga ¢ a sua principal caracteristica:

Tire uma foto de uma couve-flor e de uma pequena parte de seu corpo
e amplie as duas fotos no mesmo tamanho. Se a foto ndo tiver fundo,
sera geralmente impossivel dizer qual ¢ a couve-flor inteira e qual € o
pedago. Isto € assim porque pedacgos da couve-flor sdo semelhantes ao
todo. Dizemos, entdo, que a couve-flor é autossemelhante. (JANOS,
2008, p. X)

Figura 1. Couve-Flor

Fonte: Fractais na Natureza — Parte 11 (2010)
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Os fractais sd3o objetos geométricos que podem ser, infinitamente,
divididos em partes, e cada um deles mantém-se exatamente igual ao
original, sem depender de escalas. Podem ser gerados por um processo
repetitivo, por mio de transformagdes geométricas simples, as iteragdes,
isto €, o objeto ¢ formado por ele mesmo, de forma reduzida. Assis et al.
destacam as seguintes propriedades dos fractais:

As principais propriedades que caracterizam os fractais sdo a autosseme-
lhancga, a complexidade infinita e a sua dimenso. A autossemelhanca ¢
identificada quando uma por¢éo, de uma figura ou de um contorno, pode
ser vista como uma réplica do todo, numa escala menor.[...]. A complexi-
dade infinita refere-se ao fato de que o processo de geragao de uma figura,
definida como sendo um fractal, é recursivo. Isto significa que, quando
se executa um determinado procedimento, no decorrer dela encontra-se
como subprocedimento o préprio procedimento anteriormente executado.
Vale salientar que, no caso da construg@o iterativa de um fractal matema-
ticamente definido, dispde-se de um niimero infinito de procedimentos a
serem executados, gerando-se assim uma estrutura infinitamente comple-
xa. [...] Finalmente, a dimens@o de um fractal, ao contrario do que ocorre
na Geometria Euclidiana, ndo € necessariamente um valor inteiro. Nela,
um ponto possui dimensdo zero, uma linha possui dimensdo um, uma
superficie possui dimensao dois ¢ um volume possui dimensao trés. No
caso da dimensao fractal, ela é uma quantidade fracionaria, representando
o grau de ocupagio da estrutura no espago que a contém. Como exemplos,
pode-se citar a dimensao fractal da bacia fluvial do rio Amazonas que é
1.85, dos relampagos no espago tridimensional, 1.51, dos angiogramas
dos rins, 1.61, dentre outros. (ASSIS et al., 2008, p. 2304-2)

Alguns fractais, especialmente os encontrados na natureza, possuem
a caracteristica da irregularidade, isto é, sua forma se apresenta “rugosa”,
ndo linear e fragmentada.

Anteriormente a Mandelbrot, alguns matematicos importantes cria-
ram figuras que foram classificadas como “monstros matematicos”, devido
a suas peculiaridades e formas surpreendentes, sendo elas: o Conjunto
de Cantor, a Curva de Peano, a Curva de Hilbert, a Curva de Koch, o
Triangulo e o Tapete de Sierpinski e os Conjuntos de Fatou e Julia. Esses
ultimos forneceram a base matematica para a produgdo do Conjunto de
Mandelbrot. Apresentamos algumas figuras dessas construgdes:
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Figura 2. O Conjunto de Mandelbrot

Representaciao grafica do Conjunto de Mandelbrot:

| Figura fractal

Fonte: Cruz (2013)

Figura 3. Triangulo de Sierpinski

Fonte: Sierpinski Fractal 3D Constest (2017)
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Figura 4. Seis iteragdes da Curva de Koch

A Curva de Koch

Fonte: Siqueira (2005)

No Brasil, a partir dos anos 2000, intensificou-se a produg¢ao cienti-
fica sobre os fractais. Podemos citar Carvalho (2005) que fez um estudo
voltado a possibilidades de materiais didaticos com fractais para alunos
da 3* série do ensino médio no estado do Para; Gomes (2010) pesquisou
uma proposta de ensino a partir de fractais para o estudo de semelhanga
de figuras planas pela UFScar; Rabay (2013) procedeu a estudos e aplica-
¢oes da geometria fractal no PROFMAT pela UFPB, além de publicacao
de numerosos artigos tratando do tema, o que indica ser assunto atual e
interessante para a vida académica e com ressonancia na matematica da
escola basica.
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Destacamos o trabalho de mestrado de Nunes (2006), da Universidade
do Porto, que contribuiu para o processo de ensino e aprendizagem da
geometria e do célculo, usando a aplicagdo meio-tom digital que utiliza
curvas que preenchem o quadrado, como na curva de Hilbert. Sugere di-
versas aplicagdes: “Autossemelhanga, forma, dimensao, area, perimetro,
volume, nimeros complexos, semelhanga de figuras, sucessdes e iteragcdes
de fungdes sdo alguns exemplos de contetidos matematicos que podem
ser explorados por esse tema” (NUNES, 2006, p. 73).

Em (Madsen Barbosa, 2005), sdo apresentadas numerosas atividades
que podem ser aplicadas por professores de ensino fundamental e médio,
proporcionando o contato matematico e dando importante oportunidade
da veiculagdo da geometria fractal.

Dessa maneira, percebemos que a geometria fractal se encontra inse-
rida em muitas possibilidades dos conteudos da matematica escolar, e seus
elementos estdo sendo fartamente aplicados no mundo contemporaneo.
Contudo, ainda ndo faz parte do curriculo da escola basica paulista.

Classificacao dos Fractais

Uma maneira de classificar os fractais € levar em conta sua autos-
similaridade e a forma como ¢ gerado. Assim, podemos agrupa-los em
trés estruturas:

1. Fractais gerados por funcdes iteradas: sio fractais geométri-
cos, possuem uma regra fixa, bem definida e autossimilaridade perfeita,
qualquer que seja a escala utilizada. Para a constru¢ao de um fractal
desse tipo, estabelece-se uma fungdo iterada por meio de um algoritmo.
Denomina-se “Nivel 0” o objeto iniciador ¢ “Nivel 1” o objeto gerador
das novas figuras fractais. Apresentamos, a seguir, a constru¢do em 5
Niveis ou Transformagdes para a construgdo da Curva de Hilbert:
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Figura 5. 5 Iteragdes da Curva de Hilbert
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Fonte: researchgate.net

2. Fractais gerados por uma relacio de recorréncia: Utilizando
algoritmos iterativos, o fractal gerado possui pequenas cdpias ndo per-

feitas, de autossimilaridade ndo exata, como o conjunto de Mandelbrot
e de Julia.

Figura 6. Conjunto de Julia

Fonte: Wikipédia.
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3. Fractais Aleatorios: S3o os fractais naturais., também estio
relacionados a Teoria do Caos e a imagens computacionais. Possuem
autossimilaridade estatistica e seu estudo ¢ amplo em diversas areas como
medicina, biologia, economia e outras.

Figuras 7 e 8. Fractais na Natureza

Fonte: Google — imagens de fractais na natureza

Um exemplo de calculos na geometria fractal

Podemos efetuar célculos de relagdes geométricas com figuras frac-
tais, as fungdes iterativas possibilitam os passos do algoritmo visando
encontrar os resultados dos conceitos para as medidas, como, por exemplo,
0 perimetro e a area.

Perimetro e area com itera¢des do Tridngulo de Sierpinski:

Iniciamos o processo com base em um tridngulo equilatero de lado 1
cm. Desse tridngulo, retira-se outro cujos vértices sdo os pontos médios do
inicial obtendo o nivel 1 do fractal. Repetindo o mesmo processo para os
trés triangulos restantes, obteremos o nivel 2 do fractal e assim por diante
até o nivel n. O limite desse processo gera o Tridngulo de Sierpinski.
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Figura 9. Iteracdes no Triangulo de Sierpinski

AL LS

Fonte: Wikipedia.

Nas representacoes, a seguir, tomamos por referéncia os trabalhos
de Rodrigues e Mucheroni (2013). O Quadro 2 indica os célculos para o
perimetro dos tridngulos, com as iteragdes:

Quadro 2. Perimetro do Tridngulo de Sierpinski

Perimetro de

, N° de Medida do o Perimetro
Nivel ‘n cada tridngulo
tridngulos Lado (cm) total (cm)
(cm)
0 1 1 3 3

! 3 v 3 3.3
2 5 s Yoo | (%)
: 5 s AR VA

\9)

n 3 1/2" 3. W 3.(3)

Fonte: Produg¢@o nossa.

Notamos que o perimetro vai crescendo, conforme vai aumentando
o nivel. Nota-se que o perimetro serd infinito no nivel n, com n tendendo
ao infinito. Para calcular a area do tridngulo de Sierpinski, obtemos para

a area do nivel zero o valor de‘/g/ , 0 qual chamaremos de A . Para
representar a area, utilizamos o Quadro 3:
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Quadro 3. Area do Triangulo de Sierpinski

Nivel N° de Medida do Area de cada Area total
tridngulos Lado (cm) tridngulo (cm?) (cm?)
0 1 1

4 4
1 3 JA .4 3.4
2 32 V. Voa  ((24) 4
3 3 v, Via () 4

n 3n 1/2" 14,, A (%)n.A

Fonte: Produgdo nossa.

Notamos que a area vai diminuindo, conforme vai aumentando o
nivel. No nivel n, com n tendendo ao infinito, a area sera zero.

Duas possibilidades de aplica¢cdes na escola basica

O Jogo do Caos

Podemos construir o triangulo de Sierpinski por meio de um jogo
extraido de Janos (2008, p. 32-33). Para isso, sugerimos os seguintes
passos:

a) Numa folha de papel construa um tridngulo equildtero ABC e
marque um ponto inicial P,

b) Jogando um dado, estabeleca a seguinte convengdo: se der 1 ou
2 selecione o ponto A; se der 3 ou 4 selecione o ponto B e, se der
5 ou 6, selecione o ponto C. Por exemplo, supondo que o dado
deu 5, vai corresponder a C.

¢) Entdo ligue P, com C e marque P, na metade da distancia P C.
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d) Jogue o dado. Suponha que deu 3, equivalente a B. Ligue P, com
B e marque P, na metade de P A.

e) Repita esses procedimentos diversas vezes, sempre marcando o
ponto P..

Figura 10. Jogo do Caos

Fonte: Janos (2008)

A principio, nada de muito interessante pode se apresentar, mas, por
volta de 75 jogadas, o Tridngulo de Sierpinski comeca a tomar forma.
Como pode ser visto na Figura 11.

Figura 11. Triangulo de Sierpinski e Jogo do Caos

g _a’:i,‘ .
; ":i.x.ﬁ-s&
S Pl u
. Ae
o oD N 3,.
. bt &

20 pontos 50 pontos 75 pontos 100 pontos 150 pontos

Fonte: Janos (2008)
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Dessa forma, podemos produzir uma estrutura ordenada gerada
por um método totalmente aleatdrio. A geometria fractal pde ordem no
caos.

Fractais nas configurac¢des de multiplos no Triangulo de
Pascal

O Triangulo de Pascal ou Triangulo Aritmético € obtido com os coe-
ficientes das expansdes binomiais sucessivas (a + b)", das quais obtemos
1 na primeira linha; 1 e 1 na segunda linha; os coeficientes 1,2 e 1 na
terceira linha e assim por diante:

Figura 12. Triangulo de Pascal

1 &6 15 20 15 & 1
17 21 3% 35 21 7 1
1 8 28 56 70 5 28 & 1

1% 36 B84 126 126 84 36 &% 1

Fonte: Produgdo nossa.

Existe, para o tridngulo de Pascal, uma lei de formacdo baseada

na Relagdo de Stiefel: C .+ C . =C . . Essarelagdo consiste em
O ) n, i n, i+l n+l, i+l )

adicionar dois valores consecutivos de uma linha para obter o valor, de

mesma ordem que o segundo, da linha seguinte:
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Figura 13. Representacdo da Relagdo de Stiefel

Com quadrados  Com circulos Com hexdgonos

i 7

Fonte: Barbosa (2005).

Utilizando o esquema geométrico de casas hexagonais, podemos
construir um Fractal Multiplo de dois.

A partir do Tridngulo Aritmético, indicando os nimeros que sdo
pares, isto €, que sdo multiplos de dois, destacamos suas respectivas he-
xagonais, por exemplo, colorindo-as com amarelo. Fica facilitado, pois
casas consecutivas de uma mesma linha em branco, ou casas consecutivas
de uma mesma linha em amarelo, entdo a casa hexagonal inferior sera
amarela, uma vez que a soma de impares ou a soma de pares sera sempre
par. Obtemos, entdo, o triangulo de Sierpinski com base no Tridngulo de
Pascal:

Figura 14. Fractal Multiplo de dois

Fonte: Barbosa, 2005.
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Analogamente, podemos obter o Fractal Multiplo de trés com o Tri-
angulo de Pascal, colorindo os hexagonos multiplos de 3:

Figura 15. Fractal Multiplo de trés

Fonte: Barbosa, 2005.

Observagdes: Duas casas hexagonais amarelas fornecem a inferior
da linha seguinte também amarela, desde que a soma de multiplos de 3
seja também um multiplo de 3. Nota-se que, na segunda descendente da
direita para a esquerda, os hexagonos serdo amarelos por correspondem
a sucessao 3, 6,9, 12 etc.

Esses dois fractais criados com base no Tridngulo Aritmético de
Pascal promovem um componente motivador, uma vez que oferecem um
belo visual artistico, estimulando a aprendizagem da contagem na analise
combinatoéria, conteudo do ensino médio.

Consideracoes finais

Esperamos, por meio deste estudo, contribuir com as reflexdes acerca
da importancia dos fractais no mundo contemporaneo, da riqueza de suas

80 Ensino da Matematica em Debate (ISSN: 2358-4122), Sao Paulo, v. 6, n. 1, p. 61-83, 2019



aplicagoes e da necessidade de serem conhecidos na escola, como parte
do conhecimento matematico.

A sociedade atual, em seus mais diversos setores, encontra-se depen-
dente dos processos digitais. As atividades humanas aprendem a utilizar
uma técnica nova e imediatamente surge outra, exigindo conhecimentos
rapidamente adquiridos para que possam se manter no ritmo cada vez
mais veloz das descobertas tecnologicas da informagdo. Os fractais
fazem parte desse mundo impactante da virtualidade, avaliamos que os
estudantes precisam ter o contato com esse saber.

Temos expectativas de que o presente texto possa cooperar no levan-
tamento dessas questdes, na divulgacao de possiveis praticas pedagogicas
com geometria fractal, nas reflexdes que possa determinar e nas inquiri-
cdes que possa suscitar em possiveis novas investigagdes interessantes
para a educagdo matematica, proporcionando maior nivel de abrangéncia
sobre esse tema.

De igual reconhecimento, esperamos suscitar reflexdes para a consoli-
dag¢fo e ampliacdo junto aos programas de formagao inicial ou continuada,
anecessidade de incluir a geometria fractal nos cursos procedentes, uma
vez que sua aplicacdo somente tera eficacia, se forem conhecidos com
profundidade os fundamentos matematicos que a definem. Além disso,
que surjam gera¢des com propostas de inovagdes afiangadas por pesquisas
arraigadas no saber ja produzido, avangando o que ainda nao sabemos e
que possa ser aplicado com os fractais.

Recebido em: 11/09/2018
Aprovado em: 19/03/2019
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