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RESUMO

A formula de Taylor-Young é objeto de um ensino explicito realizado entre estudantes de um ciclo preparatdrios
para o0 acesso a engenharia na Tunisia. Esta pesquisa tem como objetivo analisa-lo sob o &ngulo matematico e
didatico. Ela permitiu evidenciar a ilusdo de transparéncia dessa férmula e revelou sua complexidade sintatica.
Evidenciou, sobretudo, o interesse de aborda-lo semanticamente tanto do ponto de vista grafico quanto do ponto
de vista digital. A andlise curricular que realizamos mostrou a pouca preocupacao, tanto no programa oficial
guanto nos "trabalhos preparados” pelos professores, da real consideragdo dos aspectos semanticos que a
férmula de Taylor-Young oculta..

Palavras- chave : Formule de Taylor-Young. Sintaxe e seméantica. Material para o ensino.

ABSTRACT

The Taylor-Young formula is the subject of explicit instruction in analysis upon entering university and
particularly in preparatory classes for Tunisian engineering studies. This research aims to analyze it from both
mathematical and didactic angles. It allowed to show the illusion of transparency of this formula and revealed
its syntactic complexity. It has shown, above all, the value of approaching it semantically both from a graphic
point of view and from a numerical point of view.The curriculara nalysis we carried out showed the lightness,
both in the official program and in the “prepared knowledge” of the teachers, of the real taking into account of
the semantic aspects concealed by the Taylor-Young formula.

Keywords : Taylor-Young formula. Syntax and semantic. Prepared knowledge.

Introducéo

A pesquisa que apresentamos neste artigo se inscreve na problemética da articulacdo de dois
pontos de vista, o sintatico e o semantico na abordagem das aproximacdes locais, mais precisamente
da formula de Taylor-Young. Essa formula situa-se na base da no¢do de desenvolvimento limitado.
De fato, se a funcdo f é n-vezes derivdvel em uma vizinhangas de um ponto Xo, entdo f admite un
desenvolvimento limitado no point xo, 0 que decorre da formula de Taylor-Young. Essa formula
desempenha, na realidade, um papel muito importante no dominio da analise matematica, pois ela
permite as aproximacodes locais de fungdes complexas; a determinagdo simplemente de limites de
fungdes; o estudo dos comportamentos assintdticos de fungdes nas vizinhngas do infinito ; o estudo

local e posicdes de curvas com relagéo as suas tangentes etc.
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Varios pesquisadores como Tall e Vinner (1981), Martin (2013), Rasmussen e Wawro (2017) e
Kouki e Griffits (2020), ja tinham conduzido investigacfes no dominio das aproximacdes locais de
fungdes. No entanto, uma pesquisa didatica, para estudar particularmente a articulacdo dos dois
pontos de vista sintatico e semantico sobre a formula de Taylor-Young, por meio dos registros grafico
e digital ndo ocorreu, a0 menos que seja de nosso conhecimento. Nesta pesquisa, nds partimos de
uma constatacdo frequentemente levantada, por colegas universitarios da fisica que destacam que
seus estudantes do primeiro ano universitairo dos Institutos Preparatdrios aos Estudos de Ingenharia
tunisianos, chegam ao meio de seus cursos de fisica com conhecimentos vagos em relacdo a formula
de Taylor-Young. Segundo eles, os estudantes sdo certamente capazes de realizar um
desenvolvimento de Taylor-Young sintaticamente correto, mas com muita frequéncia séo incapazes
de dar significado as relacfes que existem entre 0s objetos matematicos em jogo na formula. Portanto
no curso de analise, do primeiro ano universitario dos Institutos Preparatorios aos Estudos de
engenheiros tunisianos, essa formula se torna o objeto de um ensino explicito a ocasido do estudo da
nocéo de desenvolvimento limitado.

Na mesma visdo que a de Duval (1993), levantamos a hip6tese que o dominio da conversao da
férmula de Taylor-Young, entre os registros algébrico, grafico e digital é necessario, para 0s
estudantes, para uma boa conceituacdo que satisfaca tanto as exigéncias da atividade matematica que
as de fisica e da informéatica. NOs consideramos que uma investigacdo de natureza matematica e
didatica dessa formula permite dar conta melhor das insuficiéncias que podem aparecer na
conceituacdo da férmula, no processo de sua transposicao didatica. Na primeira parte desse artigo,
analisaremos 0s aspectos matematicos da férmula de Taylor-Young para esclarecer suas
especificidades. A segunda parte serd dedicada a um estudo semidtico, dessa formula no sentido de
Duval (1993, 2006).

Essas analises, enriquecidas pelos conjuntos de enquadramentos introduzidos e desenvolvidos
por Douady (1986, 1991), levam-nos a realizar um estudo em termos da transposicao didactica do
programa oficial e dos "conhecimentos preparados” relativos a essa formula ensinada no area da
analise matematica do primeiro ano da secdo Matematica-Fisica (MP) do ciclo preparatorio para

estudos de engenharia.

Abordagem matematica-sintatica da formula de Taylor-Young

A analise matematica, segundo uma abordagem sintatica consiste em estudar a formacédo de
expressGes matematicas e provas de acordo com um olhar puramente sintatico. Trata da forma como
um conjunto de conhecimentos reconhecidos matematicamente validos (definicGes, teoremas,
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propriedades etc.) permite, por si sO, construir novos conhecimentos matematicos respeitando as
regras do raciocinio e da Idgica formal. Para Weber & Alcock (2004) uma produgdo de prova é
qualificada como sintatica quando é realizada sem recurso a graficos ou outras representactes

intuitivas e ndo formais de no¢Ges matematicas:

Definimos uma producdo de prova sintatica como aquela que é escrita unicamente pela
manipulacdo de defini¢bes corretamente declaradas e outros fatos relevantes de uma maneira
logicamente permissivel. Em uma producdo de prova sintatica, o provador nao faz uso de
diagramas ou outras representacdes intuitivas e ndo formais de conceitos matematicos. Na
comunidade matematica, uma producdo de prova sintatica pode ser cologuialmente definida

como uma prova em que tudo o que se faz ¢ “desembrulhar as defini¢des” e “empurrar
simbolos”. (WEBER; ALCOCK, 2004, p. 210).

Analisar a formula de Taylor de acordo com uma abordagem sintatica consiste, para nds, em
considera-la apenas como uma expressao formal que envolve uma fungdo n-vezes diferenciavel nas
vizinhangas de um ponto Xo e que permite que essa funcdo seja substituida localmente por um
polindmio P, de grau n cujos coeficientes dependem apenas das derivadas da funcdo nesse ponto.
Isso € chamado de polindmio de Taylor de ordem n. Por razdes de rigor matematico, injetamos uma
funcgdo indeterminada denotada (x — x,)™e(x), que € localmente negligenciada para (x — x,)™ desde
que x tenda a x,, para legitimizar a igualdade local seguinte:

f(x) = B(x) + (x — x0)"e(x)
Em sua obra Methodus incrementorum directa et inversa, publicada em 1715, B. Taylor antecipa

a relacdo que segue, composta de um namero infinito de termos:

h h?
Fleh) = FG) + /GO + 57 () + -

A proposito dessa expressao, Burkhadart. H et Wirtinger.W. (1909) destacam:

[...] Que ele (Taylor) considerou como caso limite de uma relacdo andloga, composta de um
nimero n determinado de termos relativos ao x acréscimos finitos de ordem 1, 2, ..., n-1 de
uma funcdo dada qualquer f(x); B Taylor ndo estava alias nada preocupado com o
significado preciso do desenvolvimento

h h*
FGO + TGO 45 £ () +

que figura no segundo membro da relagéo...» (Burkhadart. H & Wirtinger.W, 1909, p. 298).

Eles acrescentam, logo apos, que essa mesma relacdo apareceu também em Euler, que também
ele ndo estava preocupado, com as condi¢des de sua validade. Foi destacada mais a importancia de
suas aplicacoes.

Além da importancia desse resultado e seu impacto no campo da analise matematica, muitos
matematicos da época, dando importancia ao rigor matematico, analisaram esse resultado buscando
valida-lo matematicamente. Burkhadart. H & Wirtinger.W. (1909, p. 299-300) explicam que em sua

obra editada em 1797 com o titulo Théorie des fonctions analytiques, Lagrange, retoma os n primeiros
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termos da relagdo de Taylor, substitui x por a (x =a) e h por b—a (h=b —a) e escreve a
expressao R,, que segue, que representa 0 que nds hoje chamamos resto de Lagrange :

b-a)? (b-a)y"!
= f(b) — f(a)— f (a) — 5 —f"(a) = ... R e

Ele mostra rigorosamente, sob condigBes que f seja n - vezes derivavel e que sua derivada de

F V(@)

ordem n seja continua, que R,, é exatamente igual a : R, = 1)|f (b — O™ 1f(t)dt

Assim pela primeira vez, Lagrange torna preciso com exatiddo o erro cometido, confrontando o
valor da fungéo com o que chamamos hoje o polindmio de Taylor de ordem n. Ele demonstra dessa
formao teorema de Taylor com o resto integral.

A formula de Taylor-Young se enuncia habitualmente como segue:

Seja I um intervalo aberto ndo vazio de IRe seja x,um ponto de .
Seja f: 1 — IR una funcdo e n um inteiro positivo. Se f¢é n-vezes derivavel em I entdo, existe uma funcédo

e(x)definida em I, que tende a 0 quando x tende a x,, tal que para todo x € V(x,)\{x,} tem-se :

(2 (n)
! (°)( xp)? ot 0 n( x4 (5 - x0)"e)

fG) = flxo) + FP(xo) (x — x0) +

Essa formula tem uma extensdo « local® » pois ela da informagdes sobre a fungdo f unicamente
desde gue o real x pertenca a visinhanga do ponto x, :

Se consideramos B, (x) o desenvolvimento de Taylor na ordem n en x,, a férmula de Taylor-
Young pode se exprimir como segue:

Para todo € > 0, existe uma visinhamca ]x, — @, x, + a[ de Xo para a qual
[f(x) = Pa(x)| < elx — %"

Se ndo se tem necessidade de informacgdes precisas sobre o resto do desenvolvimento, essa
formula é muito Gtil. E certo, ela ndo permite nem estimar e nem majorar o erro cometido na
aproximacdo, mas ela permite resolver problemas locais como a determinacao de limites ou o estudo
da posicéo de uma curva com relagdo a sua tangente em um ponto Mo de coordenadas (x,, f (xg)).

Essa férmula é comumente usada para determinar desenvolvimentos limitados. Para isso, da uma
condicdo suficiente para que uma fungdo f admita um desenvolvimento limitado na ordem n, na
vizinhanca de Xo: bastando que ela seja n-vezes diferencidvel na vizinhanca de Xo.

Em alguns trabalhos matematicos e em muitos trabalhos académicos, o enunciado da férmula de
Taylor-Young assume que a funcdo f é de classe C", enquanto uma fungédo n-vezes diferenciavel no

ponto Xo € considerado suficiente. Por que entdo pedir mais uma hipotese?

3 Em sua tése, Maschietto (2002) explica que fazer um estudo local coloca em jogo a nogéo de intervalo pela problematica
de sua existencia. Ela ilustra essas propostas pela defini¢do seguinte: «...seja uma fungéo f:1 < IR — IR, com |=[a, b]
e um ponto escolhido x, € ]a, b[. « fazer um estudo local da funcéo f na vizinhamca de x, corresponde a procurar um
intervalo (aberto e centrado em x,), no qual uma propriedade é verdadeira » (MASCHIETTO, 2002, p. 66).
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Parecia que essa condicdo € imposta pela escolha da prova adotada para demonstrar o teorema de
Taylor-Young a partir do teorema de Taylor-Lagrange que impde que a derivada de ordem n seja
continua. A formula de Taylor-Young ndo é um corolério da formula de Taylor-Lagrange, como pode
parecer. Esse € um resultado separado que pode ser demonstrado, por exemplo, via raciocinio de
inducdo com a suposicao de que f é stricto sensu n- vezes diferenciavel, nem mais nem menos.

Com efeito, se considerarmos:

f(z)( 0) f(")( 0)

Rn(x) = f(x) — (f(x0) +f(1)(x0)(x —Xo) +t———(x — xo)z 4ot

Paran =1,

(x = x0)™)

Ry =f(x) — f(xo) — f(l)(xo)(x — Xo)
Como f & derivavel em x,, entdo limw =fM(x,) o que equivale a
—A0

f) = f(xo)

—x = fW(x,) + &(x) com &(x) uma fungio real que tende a 0 qd x tende a x,
— X

Entdo
f) = fx0) = (x = %) f Px0) + (x = x0)e(x)
De onde Ry = f(x) — f(x0) — f P (xp) (x = x0) = (x — x0)e(x)
Aassim
Ry = (x — xp)e(x)
Supomos agora que o resultado seja verdadeiro na ordem (n — 1)

@3] €D)]
Pa) = (FCxo) + F Do) = x0) + 0 G — 2 e L0 oy
Portanto
@3] €D)]
Pi(x) = (f(xo) + f D (xo) (x — xo)+f (°)( Xg)% + - 4+ (°)( — %)™’
@) 1(n)
Bi(x) = fM(xp) + ) (x —xo) + -+ [ (%) (x — x)" !

1! (n—1)!
R'n(x) = f'(x) — Py(x) = (x — x0)" 'e(x)

f R, (t)dt—f (t — xo)" Le(t)dt

Rp(x) = f (t — 2" e(t)dt

Tomemos g, (x) =

NG (=" Le(t)dt com g5 (xy) = 0

Ix xo|™ X
Montramos que &, (x) tende a 0 quando x tende a x,.
Sejae, > 0,como e(x) tende a 0 quando x tende a x,, 3n > 0/ |t — xo| <1 = |e(t)] < &,.

Se supomos que |x — x| < 1 temos |g; (x)| < &,

J, (€ =x)" " de

|x=2xo[™
Portanto |e, (x)] < %
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NoOs deduzimos que para |x — xg| < n temos |&; (x)| < %2 quer dizer que &, (x) tende a 0 quando x

tende a x,. Portanto R, (x) = |x — x,|™€;(x) com g, (x) tende a 0 quando x tende a x,. De onde o
resultado.

Essa prova mostra que ndo precisamos da continuidade da derivada n®'™ de f e que a hipotese
que consiste a impor que f seja de classe C™ é «forte». Temos justamente a necessidade de considerar
que f seja n-vezes derivavel em uma vizinhanca de x,,.

Isso mostra que existe uma lacuna didatica, ao nivel dos pressupostos da formula de Taylor-
Young, entre o conhecimento puramente matematico aprendido e o conhecimento matematico
proposto para ser ensinado. Essa diferenca ndo tem, em nossa opinido, legitimidade matemaética, mas
talvez didatica no caso em que a formula de Taylor-Young aparece no decorrer da analise antes de
iniciar o capitulo de integracdo. De fato, a prova da formula implica a nogdo de integral que é
naturalmente evitada. No entanto, essa escolha tem um custo que consiste em impor uma condicéo
adicional, nomeadamente a continuidade da derivada n®™ da funcéo f.

O resto na formula de Taylor ((x — xy)"e(x)) se apresenta, com frequéncia, sob a forma de
o((x — x¢)™) conhecida pela «notagdo de Landau ». Essa notagdo, correntemente utilizada hoje em

andlise, deve se entender querendo dizer que o((x — x,)™) é uma funcdo negligenciavel perante

(x — x,)™ desde que x tenda a x,. O que se traduz por lim 2=
X0 (x—xo)n

0.

Assim, a férmula de Taylor-Young pode se apresentar sob a escrita seguinte:

() )
FGO) = £xa) + £ o) e — ) + 120 P00 o + 0 = 3

Essa notacdo, que historicamente remonta ao matematico alemdo Paul Bachmann, que foi

(x —xg)* 4+

amplamente utilizada nos escritos de seu aluno Edmund Landau desde o inicio do século XX, levanta
um certo nimero de problemas aos quais um didatico ndo pode ficar indiferente. E certo que foi
introduzido para facilitar os calculos e a apresentacdo dos resultados, mas exige que o profissional
tenha muita atencdo ao manusea-lo. Dizer que f=0(g) deve ser entendido como significando que f €
0(g), ou seja, que f € um elemento entre outros que sdo despreziveis em relagdo a fungdo g. Dizer
também que o(g) - o(g) = o(g) ndo pode ser desprezado porque essa propriedade carece de rigor,
clareza e até “viola” a semantica classica dos simbolos de subtracéo e igualdade: «—» e « = ». Essa
propriedade deve ser lida usando um idioma em termos de conjuntos: seja A = o(g) 0 conjunto das
funcdes negligenciaveis dianteg e sejaB = A — A = o(g) — o(g) 0 conjunto das diferencas de duas
fungdes de A,B = A — A = A significa que B estd contido em A. Acreditamos que 0 uso dessa
notacdo nas aulas de matematica, fisica ou informatica esta longe de ser transparente para os alunos,

mesmo que as coisas possam passar despercebidas. Um estudo didatico relativo a essa notacdo pode,
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em nossa opinido, apenas conscientizar professores e alunos sobre o alcance semantico e sintatico
particular dessa notacéo.
Observe que, quando a férmula de Taylor-Young se aplica a vizinhanga de Xo=0, obtemos a

chamada formula de Mac-Laurin explicada por:

@) (o ™ (o
f(x) = £(0)+ fD0)x +f () 2 4. f ()x + x"e(x)

Mas é preciso saber que essa formula vista por esse angulo sugere que esse matematico sé tem o
mérito de aplicar a formula de Taylor-Lagrange em uma determinada vizinhanca de importancia
estratégica. Mas isso estd incorreto. De fato, Mac-Laurin demonstrou essa férmula de maneira

diferente e chegou ao mesmo resultado que o de Taylor.

Em seu livro Treatise of Fluxions publicado em 1742, ele expGe sua demonstracdo e reconhece a

de Taylor:

Hoje, para muitos, o nome Mac-Laurin esta associado principalmente a chamada formula
Taylor-Mac-Laurin. N&o vamos contar a historia dessa formula, mas simplesmente dar a
demonstragdo do nosso autor (Mac-Laurin). Essa férmula aparece no Methodus
Incremenrum direta et Inversa de Taylor, publicado em 1715, que Mac-Laurin reconhece em
seu Traite des Fluxions. A demonstracdo encontra-se no livro Il, artigo 751 (BRUNEAU,
2005, p. 352).

Um estudo didatico da formula de Taylor-Young ndo pode, em nossa opinido, prescindir de uma
analise semantica além da andlise sintatica que é muito desenvolvida na matematica, principalmente

na universidade. Este € o assunto do proximo paragrafo.

Abordagem matematica-semantica da formula de Taylor-Young

A formula de Taylor-Young tem um enunciado com um vocabulario e uma sintaxe que sugere
ser transparente, sem ambiguidades e que permite, através do seu formalismo e da sua prépria sintaxe,
um foco mecanico no seu significado, eliminando assim qualquer lugar no controlo e interpretacao
que sao da ordem da semantica. No entanto, como Brousseau (1986) aponta: “Para evitar erros, nao
basta aplicar axiomas, é preciso saber do que se esta falando e conhecer os paradoxos ligados a certos
usos para evita-los. Essa verificacdo ¢ bem diferente da verificagdo matematica usual, que é mais
"sintatica"(BROUSSEAU, 1986, p. 43).

Como desenvolvemos acima, a formula de Taylor-Young é uma expressao expressa em uma
linguagem formal e simbdlica utilizando, sob condi¢Bes, uma determinada fungdo f bem como suas
sucessivas derivadas. Encontrar o polindbmio de Taylor associado a f na vizinhanga de um ponto Xo
equivale a aplicar um algoritmo de calculo “bastante simples”, desde que as derivadas sucessivas

sejam faceis de encontrar. Também pode ser uma questdo de aplicar de forma “bastante mecanica”
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as habituais expans@es limitadas para determinar o polinémio de Taylor associado a funcdo f em
questdo. No entanto, trabalhar sob um controle exclusivamente sintatico pode, em certos casos, levar
a resultados “estranhos”. Balacheff (1987), como Brousseau (1986), adverte contra o trabalho

exclusivamente sintatico entre aprendizes. Sobre este assunto ele diz:

E também o caso de situagdes em que o aluno tem de executar algoritmos, ordenar
sequéncias, ou implementar praticas regidas por habitos para as quais ndo se colocam
questbes de validade e consisténcia. (...) Essas situa¢fes ndo exigem controle de producdes,
além de qualquer erro contingente de execugdo, porque a situagao diz respeito a priori "bons
objetos", "boas rela¢cdes”, segundo um contrato que dispensa o exame das condi¢cdes de
validade da agdo (BALACHEFF, 1987, p. 152).

Brousseau e Ballacheff destacam assim, a importancia de ndo se limitar a um olhar puramente
sintatico manipulando no¢Ges matematicas e produzindo provas. Em acordo com esse ponto de vista,
Kouki (2008), Durand-Guerrier (2005), Durand-Guerrier e Ben Kilani (2004) também mostraram a
necessidade de se ter uma visdo seméantica das no¢fes matematicas e ndo se limitar a uma abordagem
sintatica para um melhor controle das no¢des envolvidas na atividade matematica. Subscrevemos essa
perspectiva para analisar a formula de Taylor-Young.

Conceituar adequadamente essa férmula requer aborda-la de acordo com varias representacdes
semioticas. Segundo Duval (1993), a diversificacdo das representacdes semidticas de um objeto
matematico € um “ponto estratégico para a compreensdo da matematica” (DUVAL, 1993, p. 37).

Um gréafico, uma férmula algébrica, uma figura geométrica, uma afirmacdo em linguagem
natural, um simbolo paramatematico podem ser representacdes semioticas para 0 mesmo objeto
matematico. Ele (Ibid, p. 51) enfatiza a necessidade de apelar a pelo menos a dois registros semioticos
diferentes e é preciso ser capaz de os coordenar entre si. A coordenacdo entre dois registros semioticos
diferentes pressupde a possibilidade de conversdo de um para o outro. Duval (1993) enfatiza que ao
converter um registro para outro, o objeto matemético deve manter a referéncia da representacao
inicial, mas deve permitir que a unidade de representacdo seja alterada, para acessar outras
propriedades do objeto no registro de entrada . Segundo Duval, os aprendizes que ndo tém meios para
fazer essa conversdo nao conseguem conceber bem o objeto conceitual e até terdo dificuldade em
manuseda-lo, corretamente, de acordo com as diferentes facetas das no¢des a ele associadas.

N&o vamos discutir, neste artigo, a questdo da congruéncia entre 0s registros para os objetos
matematicos envolvidos na férmula de Taylor-Young. O gque nos interessa aqui € mais o que poderia
nos trazer, em termos de conceituacéo, a representacéo desses objetos em um registro em relagéo a
outro.

Os registros disponiveis para uma boa conceituacdo da formula de Taylor-Young séo a priori:
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e registro algébrico: esse registro envolve as nogdes de funcBes e suas derivadas,
polindbmios e funcdes negligenciaveis;

e 0 registro da escrita formal e simbélica: ele envolve as notages £, f ™, «o pequeno», n!.

e o registro digital: ele envolve os calculos aproximados.

e 0 registro grafico: ele apela as representacfes em um sistema das curvas das funcdes e
dos polindmios de aproximacao de Taylor.

Esses registros possuem diferentes funcionalidades de representacdo dos objetos matematicos
envolvidos na férmula de Taylor-Young. Cada um permite que certas propriedades sejam visiveis e
que outros ndo permitem diretamente.

A formula de Taylor-Young é um concentrado de objetos matematicos inter-relacionados. A
mudanca de registro entdo ndo se referird a um Unico objeto matematico, mas sim a um conjunto de
objetos matematicos emaranhados. Nesta pesquisa, estudaremos as conversdes de objetos
matematicos inter-relacionados na formula de Taylor-Young entre os trés registros: o de
representacOes algébricas, o de representacdes graficas e o de representacfes digitais.

A férmula de Taylor-Young por meio dos registros algébrico e grafica

A transicdo do registro algébrico para o registro grafico e vice-versa requer o uso de diferentes
processos cognitivos e marca uma distancia cognitiva relativa a cada uma das passagens.

Conceituar adequadamente a formula de Taylor-Young € ser capaz, entre outras coisas, de fazer
uma correspondéncia semantica dos elementos significativos envolvidos na féormula, do registro
algébrico ao registro grafico e vice-versa.

Assim, combinar a ordem da expansdo de Taylor na vizinhanca de um ponto Xo de uma funcao f
e a “qualidade” da aproximagdo no registro grafico, estabelece uma congruéncia entre os dois
registros algébricos e gréaficos.

Seja f uma funcdo n-vezes derivaveis na vizinhanca de x,, entdo
fx) = Py(x) + o((x — x0)™)
com B, (x) = £ (o) + F @ () (x — 20) + L0 (= x)? 4 -+ L0 (5 e yn
polindmio de Taylor de grau n na vizinhanga de x,.
o((x — x5)™) é uma funcao indeterminada negligenciavel para (x — x,)"quando x tende a x,.
Por exemplo:
e Py(x) = f(xg) é un polinbmio de grau 0. Ele representa uma aproximacao a ordem 0 da
fungéo f na vizinhanga de x;
o Pi(x) = f(xo) + f®P(xo)(x —x,) é un polindmio de grau 1. Ele representa uma outra

aproximacdo linear a ordem 1 da funcdo f na vizinhanca de x; ;
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o P,(x) = f(xg) + FP(xo)(x — xp) + %(x —x0)? é un polindmio de grau 2. Ele
representa uma outra aproximacao quadratica da funcdo f na vizinhanca de x,.
E assim sucessivamente...
Py(x), P;(x), P,(x)...B,(x) sdo todos polinbmios que reprsentam aproximacdes da funcao
f(x) na vizinhanca de x,. Mas P;(x) d& uma aproximacdo melhor que aquelas obtidas pelos
polinémios P, (x) qualquer que seja o inteiro natural i superior estritamente ao inteiro natural k.
Vejamos um exemplo. Seja o desenvolvimento de Taylor-Young da funcéo f(x) = exp(x) na
vizinhanga de 0 respectivamente & ordem 1 et 2:
f(x) =exp(x) =14+ x+o0(x)

x2

f(x) =exp(x) =14+ x+ o + 0(x?)
Aordem 1, f(x) — P;(x) = exp(x) — (1 + x) = o(x) (@)
Aordem 2, f(x) — P,(x) = exp(x) — (1 + x+ xz—?) = o(x?) )]

P, et P, sdo polinbmios que aproximam em uma vizinhangca de 0 a mesma funcao
f(x) = exp(x). Mas, a curva representativa de P, aproxima melhor que a curva representativa de P,
o gréafico da funcdo f fornecendo assim aproximacgdes polinomiais de melhores qualidades, em
fungdo da ordem do desenvolvimento. A diferenca entre a funcdo f e seu polindmio de Taylor na
vizinaca de 0 se exprime no primeiro caso por o(x) e no segundo caso por o(x?). Para um valor
x fixado vizinho de 0 o valor de o(x?) é menor que o valor de o(x) (ver gréafico 2 abaixo). Isso da
uma aproximacdo de qualidade melhor entre f e o polindmio de Taylor de ordem 2 em relacéo a
aproximagcé&o obtida entre f e o polindbmio de Taylor de ordem 1.

No gréafico 1 abaixo sdo representados, em uma vizinhanca de 0, a curva da fungéo f(x) =
2
exp(x)e as curvas relativas aos polinémios de Taylor P;(x) =1+ x e P,(x) =1+ x + %

O grafico 2 permite ver localmente como a qualidade da aproximacédo depende da ordem do

desenvolvimento, isto € do grau do polinémio de Taylor associado a funcéao f.

2

Gréfico 1 : Vista global do gréfico da funcio Grafico 2 : Vista local do grafico da funcdo
f(x) = exp(x) conjuntamente com 0s f(x) = exp(x) conjuntamente com os polindmios
polinémios de Taylor associados & ordem 1 | S& Paul{ de Taylor associados & ordem 1 e 2 na vizinahnca 111
e 2 na vizinahnca de 0. de 0. d,representa o(x) e d, representa o(x?) para

x fixado vizinho de 0.




Deve-se notar que quando a ordem i € fixa, ou seja, que o polinémio Pi(x), quanto mais se afasta
de 0, mais aumenta a diferenca entre a funcédo f e os polinémios Pi. Assim, quanto mais se afasta de
0, mais a aproximacao local sera de ma qualidade.

Sejam X1, X2 e X3 trés numeros reais estritamente positivos, proximos de 0 tais que, Xx1>x2>x3.
Notamos, no grafico 3 abaixo, que a diferenca d1 entre exp(x;) e P1 (X1 ) € maior que a diferenca d>
entre exp(x,) e P1 (X2 ), e é ainda maior que a diferenca ds entre exp(x3) € P1 (X3). Assim, quanto
mais proximo de 0, melhor seré& a aproximagcao entre a funcéao e seus polinémios de Taylor. Achamos
muito interessante, para uma melhor conceituacdo das nocGes envolvidas na formula de Taylor,
ilustrar, para os alunos, seus detalhes de ordens semanticas usando softwares de geometria dinamica
como o GeoGebra . Seu interesse reside no fato de permitir criar animacdes e visualizar todas as
etapas da construgdo gréfica realizada. Também permite ampliar e assim ver a precisdo e qualidade
da aproximacdo da funcéo, de acordo com o polindmio de aproximacéo e, portanto, de acordo com a

ordem do desenvolvimento.

Gréfico 3: Gréfico de f(x)=¢€*
conjuntamente comc o grafico do
polinémio de Taylor associado a P, (x) =
‘ A 1 + x, na vizinhanga de 0. d; representa o
41 bl erro da aproximacdo entre fetP; em
: f funcdo de x; onde i € {1,2,3}.
s

A férmula de Taylor-Young por meio dos registros algébrico, digital e grafico

A transicdo do registro algebrico para o registro digital da férmula de Taylor-Young nos
confronta com o raciocinio relativo as aproximacdes digitais geralmente chamadas de calculo
aproximado. Essa passagem geralmente é transparente, mas em alguns casos ndo é. O exemplo a
seguir pode destacar a necessidade de controle semantico e ndo depender apenas do processamento
sintatico.

Consideremos a funcdo g(x) = (1 + x)?’. g é n-vezes derivavel na vizinhanca de 0. A formula
de Taylor-Young aplicada a g na vizinhanca de 0 na ordem 1 da o polinémio de Taylor Q;(x) =1 +
97x, portanto na vizinhanca de 0, (1 + x)°’~1 + 97x.

Essa expressdo permite encontrar um valor aproximado da fungdo, quando um valor préximo de

0 é atribuido a x. Estar préximo de 0 ja traz um problema semantico de saber a partir de qual valor x
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é considerado préximo de zero? Essa questdo é crucial, para aproximacdes locais, quando se quer
passar do registro algébrico para o registro digital, algo que o fisico pratica com bastante frequéncia.

No site de ciéncias do futuro®, um estudante (lolo299) lancou uma discussdo® sobre a
determinacdo do valor aproximado do nimero (0,95)°7. Ele declara que ao resolver um exercicio de
probabilidade, ele se depara com esse nimero. N&o tendo uma calculadora disponivel, ele usa uma
expansédo Taylor-Young da funcdo(1 + x)°7. Ele ressalta que se tomarmos x= - 0,05, essa expansao
de ordem 1 leva os calculos a um valor aproximado de (0,95)°7 "inaceitavel". Perplexo, ele entdo se
perguntou de que ordem o restante do desenvolvimento é desprezivel para poder usar o
desenvolvimento e, assim, calcular valores numéricos aproximados no campo da fisica. Outro
forumista (Garnet) disse a ele que em fisica paramos o desenvolvimento no primeiro termo diferente
de zero. Afirmando, ndo entendendo sua resposta, 1010299, trés horas depois, reafirma seu problema

novamente, explicando sua consternagéo:

Minha questao ¢ saber se existe uma técnica que permite saber a partir de qual ordem pode-
se explorar o desenvolvimento limitado de uma funcdo em fisica, se ndo isso ndo serve a
nada, ndo?

Eu tenho grande ddvida das aproximacdes de primeira ordem que se pode fazer em fisica
sem verdadeira justificativa (por exemplo a equacdo do movimento de um péndulo faz
intervir sen(x) que nds substituimos por x sem saber se isso serd suficiente para corresponder
"digitalmente" ao seno).

Né&o tendo tido resposta para sua verdadeira pergunta e ainda pensando que sua dificuldade se
devia a sua incapacidade de determinar a ordem do desenvolvimento necessario, ele escreveu meia

hora depois:

Existe uma técnica que possibilite saber a partir de qual ordem se pode explorar a expansdo
limitada de uma funcéo na fisica para que ela fique "numericamente” proxima da funcéo.
Voltando ao meu exemplo, quero uma precisdo de 0,0001, por exemplo, como posso deduzir
a ordem necessaria?

Meia hora depois, ele recebe uma resposta de um usuario do féorum (Hamb) dizendo:

Na verdade, o que vocé quer é determinar a diferenca entre sua funcéo e a expansao limitada
gue vocé usa, para isso vocé pode usar a desigualdade de Taylor-Lagrange que é declarada
aqui.

Seis minutos depois, Garnet retorna e informa que "Matematicamente é preciso utilizar a formula
de Taylor permanecendo integral”.

Trés minutos depois, 1010299 agradece a Hamb e diz a ele que "é exatamente o0 que eu queria!! .

Mas, as trocas foram interrompidas e 1010299 ndo recebeu uma resposta explicativa para seu

problema. Lolo299 pensava que o valor aproximado de (0,95)°7« inaceitidvel » que ele havia

4 www.futura-sciences.com
5> https://forums.futura-sciences.com/mathematiques-superieur/265480-developpement-limite-physique.html
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encontrado ((0,95)°7 ~ —3,85) depende da ordem inadequada de seu desenvolvimento e que basta
encontrar a ordem certa para encontrar um valor aproximado com uma precisdo da ordem de 107%,
como ele havia dito.

Analisemos a problematica de 1010299.

Lolo299 estava consciente que havia um problema com o valor que ele tinha encontrado ap6s a
aplicacdo de um desenvolvimento de Taylor-Young na ordem 1, na vizinhanca de 0 da funcao
g(x) = (1 +x)%. Tratando-se de um estudante de nivel secundario, ele sabia que (0,95)°7¢é um
ndmero muito inferior a 1 ((0,95)°7 ~ 0,0069). Ele se pergunta entdo como seu calculo aproximado
da o valor (1 +97.(—0,05)) = —3,85. Essa diferenga «monumental», o levou a colocar em duvida
«a exploracdo» do desenvolvimento limitado, no registro digital e fisico. Sem ser categérico, ele tenta
explicar as razdes dessa discrepancia. Ele entdo acaba se convencendo de que basta encontrar a ordem
correta da expansdo Taylor-Young para que essa lacuna se torne fisicamente aceitavel. Pergunta
entdo, no férum, se por acaso existe uma pessoa que conheca uma técnica que permita encontrar essa
boa ordem. Lolo299 cuidou da ordem do desenvolvimento, mas ndo se preocupou nem com a escolha
do valor de x=-0,05 nem com as caracteristicas matematicas da funcéo g(x) = (1 +x)%’.

A situacdo embaracosa em que 1010299 se encontrava nem sempre surge. Muitas vezes a formula
de Taylor-Young permite encontrar um célculo aproximado "aceitavel" sem realmente se preocupar
com a ordem do desenvolvimento (em geral, em fisica, raramente vamos além da ordem de trés) e
sem se preocupar com o valor escolhido na vizinhanca do ponto Xo (0 valor escolhido é considerado
préximo de Xo intuitivamente). Por exemplo, se aplicarmos uma expansdo de Taylor-Young de ordem
1 a funcdof(x) = sen (x) e substituirmos x pelo mesmo valor (—0,05), encontramos que
sen(—0,05) =~ (—0,05). A calculadora apresenta para sen(—0,05) =~ —0,04997. O polindbmio de
Taylor na ordem 1 permite, dessa vez, uma «boa» aproximacéo do valor de sen(—0,05).

Como se pode, entdo, explicar a adequacdo entre o valor afixado pela calculadora e o valor
encontrado via o polindmio de Taylor para a funcdo f(x) = sen(x) para x = —0,05? E como se
pode explicar a diferenga «impressionante» entre o valor anunciado pela calculadora e o valor
encontrado via o polindmio de Taylor para a funcdo g(x) = (1 + x)°” para 0 mesmo valor x =
—0,05?

Uma visdo puramente sintatica dificulta o esclarecimento de um nédo especialista nessa questéo.
Acreditamos que ndo podemos prescindir de uma verificagdo seméantica sobre a questéo.

Matematicamente, o polinémio de Taylor de ordem n é uma aproximacao da fungdo f(x) em
torno de x, que desde que o resto de Taylor o((x — x,)™) é desprezivel diante (x — x,)™ isto é desde

0l ((x=x0)™)

o tenda a 0 quando x tende a x,,.

qu
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No entanto, o resto ndo permite controlar o erro cometido na aproximacéo. Tudo o que sabemos
é que é possivel tornar nulo localmente o polindmio de Taylor Pn na funcdo f em torno de Xo, desde
que X seja 0 mais proximo que queremos de Xo. A particularidade do X, aqui, € que ele representa uma
quantidade variavel, tdo variavel quanto se queira em torno do valor Xo. E essa variabilidade de x que
sempre nos permitird aproximar a funcéo f pelo seu polindmio de Taylor. Assim podemos sempre
encontrar uma vizinhanga V(xo) tal que para todo x nessa vizinhanca, a diferenca em valor absoluto
entre f(x) e Pn(x) seja tolerdvel, de acordo com a precisdo desejada. Matematicamente, podemos
traduzir esta ultima frase da seguinte forma:

Para todo «entorno de toleréncia» >0, pode-se encontrar «entorno de garantia » n(e, f,n) >0
tais que, desde que x esteja proximo de x, a menos de n(e, f,n), entdo f(x) esta proximo de B, (x)
a menos de e. Insistimos muito no fato de que n ¢ um valor que depende a0 mesmo tempo de ¢, da
funcéo f e da ordem n da expansdo de Taylor. Essa correlacdo é muitas vezes negligenciada nas
defini¢des propostas da nogao de limite finito de uma funcao real. O fato de nj depender de €, de fe
de n mostra que para cada “valor de tolerancia” €, segue-se um “valor de garantia” 1. Ou seja, a
vizinhanga V(xo) ndo pode ser escolhida livremente. Depende da preciséo buscada na diferenga em
valor absoluto entre f(x) e Pn(x).

Nos exemplos acima, procuramos determinar um valor aproximado de sen(—0,05) e um valor
aproximado de(0,95)°” aplicando a formula de Taylor-Young na ordem 1 na vizinhanca de 0 para a
funcdo f(x) =sen(x) et g(x) = (1+x)°. Ao fazé-lo, consideramos que (—0,05) esta
suficientemente proximo de zéro e portanto que ele se encontra em uma « boa » vizinhanca de 0
permetindo via o polindmio de Taylor de encontrar um « bom » valor aproximado dos ndmeros
sen(—0,05) e (0,95)%7. Essa abordagem da nocdo de vizinhanca e de limite de uma funcéo é muito
intuitiva. E tdo intuitiva que mesmo os matematicos ndo olharam para uma definicdo rigorosa das
noc¢oes de vizinhanca e limite até pouco tempo. Weierstrass, no século 19 foi o primeiro matematico
que propds a definicdo de limite como € conhecido hoje. Nos curriculos atuais do ensino médio, na
Franca, por exemplo, essa abordagem intuitiva do limite de uma funcdo & predominante, como
apontado por (GRENIER et al., 2015):

O ponto de vista analitico (do limite de uma fungéo) esta ausente: o infinitamente pequeno
ou infinitamente grande, apenas evocado por expressdes como "tdo proximo quanto” ou "tdo
grande quanto” ndo sdo trabalhados, mesmo que haja um alguns exercicios de “alibis”.
Desenho técnico: Os livros didaticos oferecem um grande nimero de "teoremas” ou
propriedades que consistem apenas em uma lista de limites prontos, ou regras algébricas
sobre limites. Como esses "teoremas"” ndo sdo demonstrados e o aluno é encaminhado a
intuicdo para entendé-los (e até justifica-los!), o ciclo se fecha (GRENIER et al., 2015, p.
670).

Eles resumem, logo em seguida, as deficiéncias, nos programas atuais, atribuiveis a essa

abordagem intuitiva, que deve ser integrada para:
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[...] Sensibilizar os alunos para os desafios da analise real na universidade de forma a
promover uma entrada no ponto de vista conceitual necessario para uma apropriagdo da
nogao de limite [...]

* uma abordagem qualitativa do conceito de limite de fun¢&o;

* um trabalho introdutério sobre aproximagdes numéricas. Por exemplo: o que devo escolher
para x para que f(x) seja menor em valor absoluto do que uma dada poténcia de 10 (para uma
funcdo limite zero).

* problemas reais que vinculariam célculos de aproximagdo e representacdes de bairros (por
bandas) com o objetivo de dar sentido a expressdes como “estar proximo” ou “ser maior
que”, etc.; ., preliminares as utilizadas para os limites (GRENIER et al., p. 670-671).

No6s apoiamos, plenamente, as recomendagBes propostas por esses autores porque permitem que
0s alunos, em nossa opinido, desde o ingresso na universidade, ndo s6 tenham acesso a uma Vvisao
conceitual necessaria para uma apropriacdo da nocdo de limite, mas também possuam as ferramentas
necessarias para uma conceituacao apropriada da formula de Taylor-Young. Voltemos as anélises
feitas acima em relacdo aos valores aproximados de sen(—0,05) e de (0,95)%7 .

Tomando-se o valor x = —0,05 e fixando o desenvolvimento de ordem 1 nds ndo verificamos,
para cada um dos valores f(x) e g(x), se eles permitem obter valores aproximados de sen(—0,05)
e de (0,95)°7 amenos de 10, por exemplo. Apesar dessa falha nés pudemos chegar a um « bom »
valor aproximado de sen(—0,05) mas nos tivemos ao mesmo tempo um « bem ruim » valor
aproximado de (0,95)°7. Essa diferenca foi devida as especificidades prdprias de cada uma das
funcdes f(x) = sen(x) et g(x) = (1 +x)°”. De fato, a derivada da funcéo f no zero é igual a 1
(f'(0) = 1), e a derivada da funcéo g no zero é igual a 97 (g'(0)=97). Ora f'(0) corresponde ao
coeficiente angular da tangente de aproximacao de f no ponto (0, f(0)) de equacdo y = x e g'(0)
ao coeficiente angular da tangente de aproximacdo de g no ponto (0, g(0)) de equacdo y = 97x +
1. Localmente a tangente se confunde com a curva. Mas para a funcdo f a inclinacdo da tangente é
crescente « moderadamente», enquanto que para a funcdo g a inclinacdo da tangente cresce de
maneira bastante acentuada. Esses fatos tém por consequéncia que ao se distanciar um pouquinho de
0, a disténcia entre a curva representativa de f e sua tangente permanece pequena (ver os graficos 4
e 5 abaixo). Em contraposicao, desde que se dostancie um pouquinho de 0, a distancia entre a curva
representativa de g e sua tangente permanece « grande » (ver os grafico 6 e 7 abaixo). Isso explica,
graficamente, as raisons da adequacéo entre o valor afixado pela calculadora e o valor encontrado via
0 polindbmio de Taylor para a funcdo f(x) = sen(x) para x = —0,05 e explica também a diferenca
importante entre o valor anunciado pela calculadora e o valor encontrado via o polinémio de Taylor
para a funcdo g(x) = (1 + x)%” para o mesmo valor x = —0,05. As seguintes representacoes
graficas, em torno de 0, das funcgdes f e g, bem como suas tangentes, ilustram seus detalhes de ordens

semanticas.
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A escolha da funcdo g permite mostrar o interesse e a relevancia de se ter um olhar semantico
sobre a questdo colocada e de ndo se limitar a um processamento sintatico mecanico. O trabalho no
registro digital levantou, neste caso, questdes que podem n&o ter tido a ocasido de se manifester se o
processamento da férmula de Taylor-Young permaneceu stricto sensu no registro algébrico. Isso
mostra um caso real da importancia da mudanca de registro, de algébrico para numérico, para
controlar a validade da atividade matematica, procedimentos e raciocinio, pela forca do controle

semantico sobre a situacéo a ser resolvida.

Gréafico 4 : Vista global do grafico de Gréfico 5 : Vista local em zoom do entorno de
f(x) = sen(x) conjuntamente com o do xo = —0,05do gréfico de f(x) = sen(x)
polinémio de Taylor associado P;(x) = x, conjuntamente com o do polindmio de Taylor
na vizinhanca de 0. associado P, (x) = x, na vizinhanca de 0.

/

Grafico 6 : Vista global do gréfico de f(x) = Gréfico 7 : : Vista local em zoom do entorno de
(1 +x)%” conjuntamente com o do polindmio de Xx_0=-0,05 do grafico de f(x)=(1+x)°%
Taylor associado P;(x) = 1 + 97x, na vizinhanca conjuntamente com o do polinémio de Taylor
de 0. associado P, (x) = 1 + 97x, na vizinhanca de 0.

NOs pensamos que se 0 aluno 1010299 assim como os outros dois forumistas, que estiveram na

origem de todas essas analises, ndo souberam explicar as razGes do valor aproximado "inaceitavel™
Ensino da Matematica em Debate (ISSN: 2358-4122), S&o Paulo, v. 9, n. 1, p. 102-129, 2022 117



que lolo299 encontrou de(0,95)°7, é porque eles se limitaram a abordar a formula de Taylor-Young
de um ponto de vista puramente sintatico. Somando-se a esse ponto de vista, um olhar semantico
levando em consideracéo os diferentes objetos matematicos envolvidos na formula pode, em nossa
opinido, ajudar a conceituar melhor a formula de Taylor-Young. O registro grafico é, de fato, um bom
registro para o estudo semantico de questdes relativas a essa formula.

N&o conhecemos os alunos que moderaram o férum de discussdo sobre a questdo do valor
aproximado de (0,95)%7. Mas, por meio de suas dificuldades, reconhecemos as observacdes de
colegas da fisica, universitarios, que notam as dificuldades de seus alunos em dar sentido as conexdes
que existem entre 0s objetos matematicos envolvidos na formula de Taylor-Young. Isso nos levou a
estudar, por meio da analise dos programas de matematica dos Institutos Preparatdrios para Estudos
de Engenharia, o lugar dos aspectos semanticos no ensino dessa formula.

Por sorte, no IPEIM®, um certo nimero de professores de matematica elaborou, coletivamente,
uma apostila de matematica de referéncia para uso de todos os professores. A partir dessa apostila,

também analisaremos o lugar dado aos aspectos semanticos relativos a formula de Taylor-Young.

Andlise curricular da férmula de Taylor-Young

A seguir apresentamos as analises que realizamos, primeiro ao nivel do programa oficial de
matematica e depois da apostila de matematica do IPEIM, no que diz respeito a formula de Taylor-
Young.

A formula de Taylor-Young no programa de matematica dos IPEI’

As aulas preparatorias para os estudos de engenharia, na Tunisia, incluem dois anos de estudos
coroados por um concurso nacional de acesso as escolas de engenharia. Para a secdo matematica-
fisica, o programa de matematica do primeiro ano é dividido em dois semestres durante os quais 0s
alunos seguirdo, separadamente, um curso de algebra e um curso de analise.

Segundo os projetistas, o programa de matematica “...¢ projetado para levar gradualmente todos
0s alunos ao nivel necessario para cursar com sucesso um curso como engenheiro, pesquisador,
professor ou cientista” (IPEIEM, 2016, p. 2) .

Para atingir esse objetivo, o programa especifica que o trabalho, com os alunos, deve ser feito em

torno de atividades matematicas destinadas a desenvolver “seis habilidades principais”:

— empreender pesquisas, implementar estratégias: descobrir um problema, analisé-lo,
transforma-lo ou simplifica-lo, experimentar exemplos, formular hipoteses, identificar
particularidades ou analogias;

8 Institut Préparatoire aux Etudes d’Ingénieurs El Manar.
7 Les Instituts Préparatoires aux Etudes d’Ingénieurs
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— modelo: extrair um problema de seu contexto para traduzi-lo em linguagem matematica,
comparar um modelo com a realidade, valida-lo, critica-lo;

— representar: escolher o quadro (numérico, algébrico, geométrico, etc.) mais adequado para
lidar com um problema ou representar um objeto matematico, alternando de um modo de
representacdo para outro, mudando de registro;

—raciocinar, argumentar: fazer inferéncias indutivas e dedutivas, realizar uma demonstracao,
confirmar ou invalidar uma conjectura;

— calcular, usar linguagem simbélica: manipular expressdes contendo simbolos, organizar as
diferentes etapas de um calculo complexo, realizar um célculo automatizavel manualmente
ou usando um instrumento (calculadora, software, etc.), monitorar resultados;

— comunicar por escrito e oralmente: compreender afirmagBes matematicas escritas por
outros, redigir uma solucdo rigorosa, apresentar e defender um trabalho matemético
(IPEIEM, 20186, p. 2).

O programa de andlise esta centrado em dois conceitos fundamentais, o de funcbes e o de
sequéncias. Os projetistas observam, na introducgéo geral, a importancia de trabalhar os problemas
matematicos usando uma abordagem dupla: qualitativa e quantitativa. No que diz respeito as fungdes
(o que nos interessa aqui), eles dao énfase ao interesse de estudar, a0 mesmo tempo, seus
comportamentos globais e locais ou assintéticos. Isso os leva a fornecer, no programa, todo um
capitulo especifico que trata dos métodos de andlise assintética. Sublinham que esse capitulo seréa
explorado posteriormente no estudo da série.

Cada capitulo € apresentado na forma de uma tabela com duas colunas: coluna de
"CONTEUDOS" e coluna de "CAPACIDADES & COMENTARIOS". No primeiro, 0s projetistas
especificam as diferentes nogdes a serem ensinadas relacionadas a esse capitulo. Na segunda, eles
anotam suas observacdes, a serem levadas em consideracao, relativas a cada conceito.

A férmula de Taylor-Young € ensinada explicitamente no curso de analise por volta da semana
12, trés semanas depois que a formula de Taylor-Lagrange € ensinada. Paralelamente ao curso de
algebra do primeiro semestre, e por volta da nona semana de ensino, a “Férmula Polinomial de
Taylor” ¢ objeto de ensino explicito em um grande capitulo intitulado “Polindmios e fragdes
racionais”. Observe que a formula de Taylor com resto integral ¢ ensinada no inicio do segundo
semestre no curso de andlise no final do primeiro capitulo “Integracao”.

A féormula de Taylor-Young, ¢ ensinada, no ultimo capitulo intitulado “Analise assintética”® no
subcapitulo “Desenvolvimentos limitados”. Nesse capitulo, os alunos estudardo sucessivamente as
seguintes nogdes matematicas: “Rela¢des de comparagdo: caso de sequéncias”, ‘“Relagdes de
comparacéo: caso de fungdes”, “Expansdes limitadas” e “Exemplos de expansdes assintoticas”.

Na introdugdo geral, os projetistas do programa destacam que “O objetivo desse capitulo é
familiarizar os alunos com técnicas assintoticas basicas, nos quadros discreto e continuo. "

Treinamento e exercicios praticos devem ser preferidos nessa parte do curso. Os aspectos tedricos

8 Esse capitulo esta programado a ser ensinado em 14h.
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sdo de menor importancia. Com efeito, os projetistas salientam que deve ser dada prioridade “... a
pratica de exercicios em vez da verificacdo de propriedades elementares relativas as relacdes de
comparacao. ".

No que diz respeito as funcdes, as relacbes de comparacdo (relacdes de dominacéo,
nigligenciabilidade, equivaléncia) sdo relacdes que permitem estudar e comparar a velocidade de
crescimento de uma fungdo com a de outra funcdo considerada como "mais simples” perto de uma
ponto ou no infinito. Essas relagdes de comparacdo envolvem, como indicado no programa, as
notagcdes f = 0(g),f = o(g)ef ~ g.0Osalunos encontram essas nota¢des pela primeira vez nesse
capitulo. Apesar de serem sintaticamente "simples”, sdo semanticamente complexas como apontamos
acima. Ndo chamar a atencdo dos professores para se deter na analise das propriedades elementares
relativas a essas relagcdes de comparacdo sugere que elas sejam transparentes. Nossa hipotese € que
essas notacgdes, que sdo amplamente utilizadas na formula de Taylor-Young e em expans@es limitadas
em geral, ndo sdo suficientemente claras para os alunos.

A formula de Taylor-Young aparece no programa ap6s a introducdo da definicdo de uma
expansdo limitada, bem como das propriedades (unicidade dos coeficientes, truncamento da
expansao, expansao em 0 das funcbes par e impar) e as operacGes (combinacdo linear, produto,
quocieente, composto®) relativo a um desenvolvimento limitado.

Como esperado, essa formula é apresentada como uma forma de dar uma expansdo pontual
quando a funcdo f é da classe C™. No entanto, como explicamos acima, exigir que a funcéo f seja de
classe C™ é excessivo: a férmula de Taylor-Young na verdade exige apenas que a funcgdo f seja n-
vezes diferenciavel em um ponto xo. A expansao limitada a qualquer ordem em 0 € ,particularmente,
indicada para fungdes exp(x), sen(x),cos(x),sh(x),ch(x),In(1+ x), (1 + x)* e Arctan(x).
Para a funcéo tan(x), recomenda-se ndo buscar seu desenvolvimento na vizinhanca de 0 além da
ordem 3.

Notamos que os projetistas do programa falharam em apontar que a formula de Taylor-Young é
local. Chamar a atencdo dos alunos para esse aspecto € muito importante. De fato, os alunos devem
saber que essa formula fornece informagdes sobre a funcdo f apenas quando o X real estd na
vizinhanga do ponto Xo. Assim, ela é usada apenas para resolver problemas locais, como a
determinacédo de limites ou o estudo local da posi¢do de uma curva em relacdo a sua tangente em um
ponto M, de coordenadas (x,,f (x,))-

Na introducdo do capitulo, os projetistas especificaram que “os alunos devem conhecer as

expansoes limitadas usuais e saber como realizar célculos assintdticos simples rapidamente”. Assim,

9 Os projetistas do programa destacaram que « Os estudantes devem saber determinar em exemplos simples o
desenvolvimento limitado de uma composi¢do, mas nenhum resultado geral é exigido».
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e analisando mais de perto esse capitulo, notamos que 0s aspectos sintaticos do empreendimento sao
privilegiados em detrimento dos aspectos semanticos, como a interpretacdo gréfica local do
empreendimento em termos de vizinhanga e em termos de ordem do desenvolvimento, dando sentido
aos objetos matematicos envolvidos na formula de Taylor-Young. Isso nos permite pensar que, para
0s projetistas do programa, essa formula é suficientemente transparente, é evidente e, portanto, ndo
requer uma parada para analisa-la e discutir suas particularidades. No entanto, na introdugéo geral do
programa, os projetistas chamaram a atencdo para a necessidade de estudar os aspectos locais e
globais dos fendmenos matematicos. Também mencionaram explicitamente, na primeira grande
habilidade visada pelo programa, a importancia de “identificar particularidades”. O que nao foi
marcado por ocasido dessa férmula.

Deve-se notar que na introdugdo ao capitulo “Deriva¢do” em que a formula de Taylor-Lagrange
¢ ensinada, os projetistas do programa enfatizaram que “Em muitas questdes de natureza qualitativa,
uma funcéo é visualizada pelo seu grafico. Vale ressaltar esse aspecto geométrico por meio de muitas
figuras” (IPEIEM, 2016, p. 24).

Isso mostra o interesse que 0s projetistas parecem dar ao papel dos gréaficos em trabalhar os
aspectos semanticos usados para entender os fenébmenos matematicos e o significado dos conceitos
envolvidos, além dos aspectos sintaticos. Mas, paradoxalmente, nada disso é sublinhado tdo bem para
a férmula de Taylor-Young quanto para a de Taylor-Lagrange. Por outro lado, os designers
lembraram especificamente a importancia da interpretacao grafica para a no¢ao de “diferenciabilidade
em um ponto, nimero derivado”, para a “igualdade de incrementos finitos” e para o “Teorema do

limite da derivada”.

A férmula de Taylor-Young pela apostila de referéncia do primeiro ano da secéo de
Matematica-Fisica do IPEIM

Na universidade, na Tunisia, ndo ha livros universitarios oficiais. Os professores tém a liberdade
de conceber e construir os seus cursos tal como o véem, referindo-se ao esboco dos programas
validados ao nivel do Ministério do Ensino Superior pelas Comissfes Setoriais Nacionais (CNS)
formadas por professores universitarios nomeados pelo Ministério.

A apostila de aulas de matematica que analisaremos neste trabalho de pesquisa do ponto de vista
da formula de Taylor-Young é o resultado de uma iniciativa e colaboracdo entre professores de
matematica que trabalham no Instituto Preparatério de Engenheiros de EI Manar (IPEIEM) anexo a
Universidade de Tunis el Manar (Tunisia). E certo que ndo é uma referéncia didatica oficial, mas os
professores e em particular os recem-chegados podem consultd-lo para melhor visibilidade do

programa oficial, tanto mais que a formag&o nos Institutos Preparatorios € coroada por um concurso
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nacional de acesso as escolas de engenheiros. Um dos objetivos dessa iniciativa € tentar conciliar e
minimizar as lacunas entre as préaticas docentes. Note-se também que esse documento constitui para
0 professor apenas um dos elementos da situagéo da turma. N&o determina as condicOes e a forma de
uso dessa documentacao se alguma vez houve uso.

Deve-se notar também gque nem sempre € possivel ter acesso na universidade aos documentos de
que o professor universitario se baseia para conduzir sua aula de matematica. A apostila que
analisaremos representa, para nés, uma oportunidade de estudar como foi feita a transposicao didatica
interna da formula de Taylor-Young por um certo nimero de professores de matematica que atuam
no IPEIM. Este projeto de curso faz parte do que Ravel (2003) chama de “conhecimento preparado”
ao distinguir duas etapas no processo de transposicao interna: a do “conhecimento a ser ensinado” ao

99 ¢e

ao “conhecimento preparado” € do“conhecimento preparado” “conhecimento a ser ensinado”

ensina ". Sobre o tema “conhecimento preparado”, ela observa que esse conhecimento ¢:
[...] O resultado das escolhas didaticas e matematicas feitas por um professor para ensinar
um determinado objeto de conhecimento matematico. Note-se que para um professor, esse
saber "preparado” se identifica com o projeto do curso e que esse saber é necessariamente
outro que o saber ensinado [...]. O projeto de curso do professor constitui, portanto, para nds,
uma etapa intermediaria no processo de transposicdo didatica interna que conduz do
conhecimento a ser ensinado ao conhecimento ensinado. (RAVEL, 2003, p. 19).

A anélise da apostila permitird, portanto, ter uma ideia da relagdo com o conhecimento de certos
professores do IPEIM sobre as disciplinas da férmula Taylor-Young, embora sejam obrigados, apesar
de tudo, a permanecer sob o dominio das reivindicacdes do programa oficial.

De acordo com as instrugdes do programa oficial, a formula de Taylor-Young aparece no capitulo
"andlise assintotica™'® apds a introducio da nogdo de desenvolvimento limitado e um certo niimero
de propriedades relativas ao funcionamento dessa nocdo. As relacdes de dominacao,
negligenciabilidade e equivaléncia sdo introduzidas!! antes da introducdo da definicio de
desenvolvimento limitado.

Como sublinhamos e previmos acima, a formula de Taylor-Young é dada, na apostila, na forma

de uma propriedade a servico da nocdo de expanséo limitada e isso para uma funcéo f de classeC™ :

10 Trata-se de um capitulo de 22 paginas nas quais sdo tratadas sucessivamente as no¢des seguintes:
1. Relagbes de comparagdo: caso das sequéncias (Relagdo de dominagdo, de negligenciabilidade, Relagdo
d’’equivaléncia).
2. Relagdo de comparagdo: caso das fungGes (Relagdo de dominagdo, de negligenciabilidade, Relagdo de
equivaléncia).
3. Desenvolvimentos limitados (Generalidades, férmula de Taylor-Young e Desenvolvimentos limitados usuais,
Derivabilidade e desenvolvimento limitado, Operagdes sobre os desenvolvimentos limitados.
4. Aplicagdes dos desenvolvimentos limitados (Pesquisa de limite e de equivalentes, Estudo local de uma fungéo,
Aplicagdo ao estudo de assintotas obliquas).
1INGs ndo discutiremos aqui a problematica ligada as notacdes de Landau. Ela serd objeto de um artigo em curso
de construgdo que sera publicado proximamente
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Foérmula de Taylor-Young e expansdes limitadas usuais

Propriété 21 (Férmula de Taylor-Young)
Sejamn € INef: I — IK declasse C" sobre I. Entdo f admite um desenvolvimento limitado

na ordem n em todo ponto a de I tal que :

W
f(x) = Z=O¥ (x — a)* + o((x — a)™) desde que x — a »

Nessa propriedade a funcdo f é de classe C™. Ora, n6s explicamos, em paginas anteriores, que 0
fato de que f seja C™ é excessivo pois é suficiente que a funcdo f seja n-vezes derivavel no ponto a
para que a formula seja valida. Esta formula nédo foi provada nesse capitulo. Em vez disso, os autores
encaminharam, explicitamente, o leitor ao capitulo “Integracdo” para descobrir a demonstragdo desse
resultado. Ao analisar esse capitulo (“Integracdo”) ndo encontramos a demonstra¢ao em questdo. O
que encontramos é mais a prova da formula de Taylor com resto integral apds a introdugdo dessa
férmula. Essa demonstracdo ndo pode ser aplicada para validar a formula de Taylor-Young, pois nem
as suposicdes nem as demais sdo as mesmas. A formula de Taylor-Young requer uma funcéo
diferenciavel n vezes enquanto a formula de Taylor com resto integral'? requer que f seja da
classeC™*1. A prova da formula de Taylor com resto integral como ¢ apresentada na apostila implica
a noc¢do de integral que ainda ndo é ensinada quando a férmula de Taylor-Young ja o é. Isso poderia
explicar por que a férmula de Taylor-Young ndo é demonstrada logo apos a introducdo da formula.

Os aspectos locais e globais que séo tdo importantes como vimos acima e como sao apresentados
no programa oficial ndo sdo discutidos, em profundidade, nesse curso por ocasidao da formula Taylor-

Young. Os autores do folheto, por ocasido de uma observacdo, ddo o exemplo solitario da funcédo
fx) = ﬁ para indicar que essa funcéo pode ser approximada em uma vizinhanga de 0 pelas partes

regulares de seu desenvolvimento limitado em 0. Elas fornecem os polinémios P;(x) =1+ x ,
P,(x)=1+x+x?> e Py(x)=1+x+x?>+x> représentando partes regulares de seu
desenvolvimento limitado para as ordens 1,2 e 3. Eles ilustram a ideia de aproximacdo local da
funcéo f pelos polinémios P1, P2 e P3 usando um grafico simples e notam logo apos "...que as partes
regulares (polinémios de Taylor) ndo sdo boas aproximacdes de f apenas na vizinhanca de 0. Uma
expansao limitada é, portanto, de interesse apenas na vizinhanca de a. . Constatamos que o grafico
proposto na apostila ndo parece desempenhar um papel central para uma melhor conceituagdo da
nocdo de aproximacdo e do que decorre dessa aproximacdo: a ligacdo entre a ordem do
desenvolvimento e a qualidade do aproximacéo da funcéo f, o significado e a tradugdo do resto do

ponto de vista grafico... estdo totalmente ausentes. O trabalho matematico no registro gréafico, muito

12Esse resultado estd demonstrado por um raciocinio por recorréncia e utilizando a no¢do de integracdo por partes
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relevante no caso da férmula de Taylor-Young, ndo parece ocupar um lugar privilegiado para os

professores que construiram essa apostila.
A breve passagem, concernente a fungéo f(x) = ﬁ ndo ppode por ele so clarificar as relaces

entre os aspectos locais e globais da formula de Taylor e a traducdo dessas relagdes em termos de
quantificadores. Acreditamos que os idealizadores da apostila perderam uma boa oportunidade de
lancar um pouco mais de luz sobre a complexidade da relacdo entre local e global que é essencial no
trabalho matematico na universidade e isso, em varias ocasides, notadamente na geometria, na analise
ou em topologia. Nossa hipétese é que a compreensdo de aspectos locais e globais em declaraces
matematicas ndo é imediata e apresenta problemas reais para estudantes em geral e particularmente
para aqueles em institutos preparatorios para estudos de engenharia.

NOs destacamos também, nesse capitulo, que os aspectos computacionais do desenvolvimento
sdo privilegiados em detrimento dos aspectos qualitativos que dao sentido a formula de Taylor-
Young. A interpretacdo grafica da expansao e o destaque do aspecto local da expanséo, do papel da
ordem da expansdo em relacao ao erro cometido localmente entre a fungéo e seu polinémio de Taylor
estdo todos ausentes.

Observe que o resto na formula de Taylor-Young € fornecido com uma expressao envolvendo a
notacdo “pequeno o” de Landau. A expressdo do resto envolvendo os épsilons revela-se rapidamente
sob a forma de uma observacdo como se a relacdo entre ela e a expressdo envolvendo a notacao
"pequeno 0" fosse suficientemente transparente para nos permitir captar e fazer a passagem de um a
outro sem dificuldade. No entanto, destacamos acima que a notag@o “small 0” ndo ¢ tdo transparente
quanto parece. Acreditamos que expressar a nocao de negligibilidade usando épsilons é mais
significativo e menos problematico para os alunos.2,

Observe que o resto na formula de Taylor-Young é fornecido com uma expressao envolvendo a
notacao “o pequeno” de Landau. A expressdo do resto envolvendo os épsilons revela-se rapidamente
sob a forma de uma observacdo como se a relagéo entre ela e a expresséo envolvendo a notacéo "o
pequeno” fosse suficientemente transparente para nos permitir captar e fazer a passagem de um a
outro sem dificuldade. No entanto, destacamos acima que a notagdo “o pequeno ~ ndo ¢ tao

transparente quanto parece. Acreditamos que expressar a nogdo de negligibilidade usando épsilons é

mais significativo e menos problematico para os alunos.:

Se um observador curioso abre as portas de diferentes salas de aula e observa varios
professores dando uma aula sobre 0 mesmo objeto matematico em uma determinada série, é
muito provavel que, ao fechar as portas, ele ndo tenha a impressao de ter observado
exatamente 0 mesmo objeto matematico em todas as classes. E se esse mesmo observador,
na tentativa de explicar esse fenémeno, for consultar o programa escolar — a primeira
referéncia a que os professores sdo obrigados a construir suas aulas — também corre o risco

13 Essa hipotese foi assumida para verificagdo em um trabalho de pesquisa em curso de realizagéo.
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de se surpreender ao constatar que ha uma discrepancia entre os objetos presentes no
programa e aquele observado nas aulas (RAVEL, 2003, p. 16).

Se a situacdo € tal no ensino médio, em que os professores geralmente séo atrelados a documentos
oficiais (programas escolares e livros didaticos), o que entdo se pode dizer da situa¢do na universidade
onde os professores tém, apesar de tudo, grande liberdade no exercicio de sua profissdo?

No entanto, deve-se notar que na parte introdutdria "Defini¢do de diferenciabilidade”, os autores
da apostila introduziram a definicdo de uma expansao limitada de ordem 1 em um ponto a de uma
funcdo f definida em um intervalo I e afirmaram e demonstraram logo em seguida, a “propriedade”
que liga a nogéo de diferenciabilidade em um ponto com a nogdo de expansao limitada de ordem 1
nesse mesmo ponto. Eles também recorreram a essa no¢do de desenvolvimento limitado de ordem 1
em um ponto a para demonstrar o famoso resultado: “Se f é diferenciavel em a, entdo f é continua em
a”.

Nenhuma interpretagdo geométrica é desenvolvida nessa ocasido. O trabalho é feito,
exclusivamente, em um registro algébrico. No entanto, uma interpretacdo geométrica da ligacéo entre
a nocdo de diferenciabilidade em um ponto e o desenvolvimento limitado de ordem 1 neste ponto,
nos parece importante para uma melhor conceituacdo da nocao de diferenciabilidade e para uma boa
preparacdo para a compreensdo da nogdo de diferenciabilidade limitada., desenvolvimento para
ordens superiores. O jogo entre registros algébricos, numéricos e geométricos permite ter um melhor
acesso a esses dois conceitos de dificil visualizacdo e compreensdo para um ndo especialista. Deve-
se notar, no entanto, que os autores fizeram uma breve interpretacdo geométrica da ligacdo entre a
derivabilidade no ponto a e a notagdo de tangente a curva Cr no ponto A(a, f(a)) mas isso foi
insuficiente por nés.

O estudo curricular que realizamos em torno da formula de Taylor-Young mostra a dominéncia
da abordagem sintatica em relacdo a abordagem semantica. A analise gréfica, tdo importante em nossa
opinido, da férmula parece ser secundaria tanto no programa quanto na apostila. A abordagem da
férmula de Taylor-Young do ponto de vista digital esta completamente ausente. Tudo isso mostra a
resisténcia dos professores as mudangas muitas vezes recomendadas incentivando-os a usar pelo
menos dois registros diferentes e ndo ficarem presos no quadro algébrico muitas vezes mobilizado
sozinho na aula de matematica. Sobre este assunto Arslan (2005) enfatiza 0 dominio da abordagem

algébrica na atividade do professor e:

Confirma que o significado historico da resolucéo algébrica continua a pesar na educacao
francesa atual, mas também internacionalmente. Além disso, essa tendéncia continua
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confirmada na analise de livros didaticos e programas que realizamos na parte B desta tese
(ARSLAN, 2005, p. 19).%4

Concluséao

Neste trabalho de investigacdo procuramos estudar, para fins didaticos, os aspectos matematicos
e semidticos relativos a formula de Taylor-Young. Realizamos ainda um estudo curricular ao nivel
dos programas oficiais do ensino da andlise do primeiro ano da seccdo Matemaética-Fisica do IPEIM
que completamos com a anélise de uma apostila escrita por um grupo de docentes.

Parece-nos que este trabalho de pesquisa foi capaz de mostrar que mesmo que o controle sintatico,
por si sO, permita chegar a uma expansdo de Taylor matematicamente valida na maioria dos casos,
ndo se pode economizar tempo da validade da expansdo de Taylor-Young, em certos casos,
principalmente quando essa expanséo é aplicada para fazer um calculo numérico aproximado.

Para uma adequada conceituacdo da formula de Taylor-Young mostramos, em acordo ao ponto
de vista de Duval (1993), o interesse de abordar esse desenvolvimento convertendo-o do registro
algébrico para o registro das representacdes gréaficas, insistindo na no¢des de proximidade, da ordem
do desenvolvimento e do significado semantico do resto do desenvolvimento e, portanto, do erro
cometido com cada desenvolvimento. A analise do programa oficial mostrou que os projetistas
geralmente incentivam os professores a estudar problemas matematicos de acordo com a dupla
abordagem qualitativa/quantitativa. No entanto, e no que diz respeito a férmula Taylor-Young, ndo
insistiram particularmente na importancia desse duplo olhar. A andlise também mostrou que a
abordagem grafica da expansdo de Taylor estd quase ausente e que a abordagem computacional
algébrica €, por outro lado, dominante.

NOs percebemos que, assim como 0s projetistas do programa, os professores da apostila
privilegiaram em muito os aspectos computacionais para os desenvolvimentos de Taylor. Se o0 jogo
entre os registros algébrico e grafico estd quase ausente, esta totalmente ausente entre o registro
digital, por um lado os registros algébrico e por outro o grafico,. No entanto, esse jogo entre 0s
diferentes registros, como mostramos ao longo deste artigo, € muito importante para uma boa
conceituagdo da formula de Taylor-Young.

Este trabalho de investigacdo carece de ser completado em muitos pontos, nomeadamente na
observacdo dos alunos em situagdes reais que exigem a utilizacdo da formula de Taylor-Young nos
varios registos algébricos, graficos e digitais. Um estudo das préaticas dos professores de matematica

e fisica nas aulas ordinarias so pode lancar mais luz sobre as reais dificuldades relacionadas ao ensino

f é derivavel se e somente se f admite um desenvolvimento limitado na ordem 1 em a, e esse desenvolvimento
limitado é entdo necessariamente: Vx € |, f(x) = f(a) + f'(a)(x-a) + (x-a)&(x).” (p. 3)
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e aprendizagem dessa formula. E igualmente interessante fazer uma pesquisa didatica sobre as

notacdes de Landau que as vezes sdo ambiguas para os desinformados..

Recebido em:02/03/2022
Aprovado em: 22/05/2022
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