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RESUMO

Neste artigo, apresenta-se um estudo de possibilidades para o uso de objetos virtuais de
aprendizagem (OVA), elaborados no GeoGebra, visando ao ensino de cénicas no Ensino Médio. O
trabalho caracteriza-se como uma pesquisa de natureza qualitativa propositiva em que se realizou
uma analise de possibilidades e potencialidades de interacdo e de abordagem de conceitos da
Matematica, em dez OVA, por meio de um exercicio de imaginacdo pedagdgica desenvolvida pelos
autores, na perspectiva de Skovsmose. Nesse exercicio, elencaram-se conceitos, elementos e
propriedades da elipse, da pardbola e da hipérbole, que podem ser explorados, em especial a
propriedade reflexiva, usada em diferentes aplicagdes. Destaca-se, também, a possibilidade de
manipular elementos dos OVA, facilitando visualmente, aos estudantes, o entendimento de
resultados matematicos presentes nesses objetos. Espera-se que o material didatico produzido seja
utilizado pelos professores do Ensino Médio nas aulas de Matematica.

Palavras-chave: Elipse; Parabola; Hipérbole; GeoGebra; Ensino Médio.

ABSTRACT

This article presents a possibility study for the use of virtual learning objects (OVA), developed in
GeoGebra, aiming conics teaching in High School. The work is characterized as a qualitative
propositional research in which possibility and potential analysis of interaction and Mathematics
concepts approach, in ten OVA, through a pedagogical imagination exercise, developed by the
authors, from Skovsmose's perspective. In this exercise, concepts, elements and properties of the
ellipse, the parabola and the hyperbola were listed, which can be explored, in particular the
reflective property, used in different applications. It is also noteworthy the possibility of
manipulating the OVA elements resulting a better viewing and understanding of mathematical
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results by the students present in these objects. It is expected that the didactic material produced
will be used by High School teachers in Mathematics classes.

Keywords: Ellipse; Parabola; Hyperbola; GeoGebra; High School.

Introducéo

No Brasil, 0 uso das tecnologias de informacdo e comunicagdo (TIC) nas aulas de
Matematica iniciou a partir da primeira metade da década de 1990, quando muitos
professores, estudantes e pesquisadores comegaram a usar computadores para explorar
possibilidades didaticas e pedagodgicas, 0 que proporcionou o0 desenvolvimento de
diversos softwares educacionais, com destaque para os softwares de geometria dinamica
(BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2015). De acordo com esses autores, em
geometria dindmica, ha a possibilidade de “[...] utilizar, manipular, combinar, visualizar
e construir virtualmente objetos geométricos, permitindo tracar novos caminhos de
investigagdo” (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2015, p. 23).

O advento dessas tecnologias vem proporcionando mudancgas no modelo pedagogico
estatico e restrito, adotado por alguns professores, para aulas mais dindmicas e interativas.
Com o intuito de contribuir com materiais digitais para as aulas de Matematica, apresenta-
se uma sequéncia de atividades composta por dez objetos virtuais de aprendizagem
(OVA), construidos no GeoGebra, para o ensino de conicas no Ensino Médio. Segundo
Audino e Nascimento (2010), um OVA é qualquer material digital que possa ser utilizado
e reutilizado para dar suporte ao processo de ensino.

Além da proposicdo dos OVA, apresenta-se um estudo de possibilidades de uso
desses objetos pelos estudantes, realizado pelos autores deste trabalho. Esse estudo
ocorreu por meio de um exercicio de imaginacao pedagdgica, na perspectiva proposta por
Skovsmose. Conforme esse autor, a imaginacdo pedagdgica, ou pesquisa de
possibilidades em Matematica, “[...] inclui ndo somente um estudo de ‘o que €’ ou ‘o que
¢ construido’, mas também um estudo de ‘o que ndo €’ e ‘o que poderia ser construido’”
(SKOVSMOSE, 2015, p. 69-70). Para tanto, ele sugere que se considere uma situacao
imaginada ou uma situacdo arranjada para efetuar tal pesquisa, sendo esta situacao
arranjada o mais proximo possivel da realidade a ser investigada.

A presente pesquisa teve como objetivo descrever possibilidades e potencialidades
de interacdo, que podem ser realizadas por estudantes do Ensino Medio, com OVA sobre
conicas. Realizou-se uma pesquisa de abordagem qualitativa propositiva, em que foram

propostos dez OVA, analisados por meio do exercicio de imaginacao pedagogica.
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Diante do exposto, neste artigo, discorre-se sobre o marco teorico do trabalho com
destaque para TIC, OVA e imaginacdo pedagégica. Na sequéncia, expde-se 0
delineamento metodoldgico do trabalho. Em resultados e discussfes, apresentam-se dez
OVA sobre conicas e realiza-se uma andlise de possibilidades, para cada um deles, focada

nas percepcoes dos autores deste trabalho. Por fim, explicitam-se as consideragdes finais.
Marco Teorico

Numa sociedade em constante evolucdo tecnoldgica, € imprescindivel que a
comunidade escolar busque integrar-se as novas situacdes emergidas do avanco
tecnoldgico. Observa-se o potencial das TIC nos mais diversos contextos da atividade
humana, pela capacidade de permitir rapida transmisséo e acesso as informacgdes e ao
conhecimento, o que pode favorecer seu uso no ambito educacional. Isso seguramente
passa por adequar as metodologias, métodos ou estratégias de ensino e aprendizagem a
essa realidade, de forma que as TIC estejam presentes em diferentes abordagens dos
objetos do conhecimento trabalhados com os estudantes.

De acordo com Oliveira, Moura e Sousa (2015), as TIC sdo “um conjunto de recursos
tecnoldgicos integrados entre si, que proporcionam, por meio das funcdes de software e
telecomunicacdes, a automacdo e comunicacdo dos processos de negocios, da pesquisa
cientifica e de ensino e aprendizagem” (OLIVEIRA; MOURA; SOUSA, 2015, p. 4).

Kenski (2003) sugere que as TIC impulsionam novas formas de aprender, visto que:

Os atributos das novas tecnologias digitais tornam possivel o uso das
capacidades humanas em processos diferenciados de aprendizagem. A
interacdo proporcionada por softwares especiais e pela Internet, por exemplo,
permite a articulagdo das redes pessoais de conhecimentos com objetos

técnicos, institui¢des, pessoas e maltiplas realidades [...] para a construgdo de
espacos de inteligéncia pessoal e coletiva (KENSKI, 2003, p. 05).

Um aspecto a ser considerado sobre o uso das tecnologias em sala de aula consiste
no fato de os educandos estarem cada vez mais imersos no mundo digital, por meio de
jogos, redes sociais, videos ou qualquer outra atividade que lhes desperte curiosidade e
proporcione satisfacdo. Assim, a interacdo com aplicativos, softwares, jogos ou qualquer
tipo de midia digital mostra-se uma alternativa promissora na tentativa de despertar o
interesse e a motivacdo dos estudantes, visando aproxima-los dos contetidos a serem

trabalhados e romper barreiras de aprendizagem.
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Contudo, o uso das TIC em sala de aula pode oferecer aos estudantes muitos
caminhos a percorrer, podendo facilmente ocorrer o desvio da finalidade, que é o processo
de ensino e aprendizagem. Por isso, ¢ indispensavel a presenga mediadora do professor,
pois ¢ ele quem pode dinamizar todo esse processo por meio dos artefatos disponiveis,
buscando exploré-los ao méximo com criatividade e objetivos bem definidos. Ponte
(2003) salienta a relevancia dos professores de Matematica no decorrer de suas aulas e a
necessidade de estes dominarem as ferramentas das TIC, em especial softwares
educacionais especificos da sua disciplina ou de educacdo, no ambito geral.

Pesquisadores da area da Educacdo Matematica frequentemente propGem
investigacOes que exploram o uso das TIC e suas potencialidades em sala de aula e, na
maioria das vezes, com resultados promissores, considerando que as tecnologias
viabilizam a experimentacdo e a répida visualizacdo de diferentes situacées. Com isso,
proporcionam maior tempo e melhores argumentos para discussoes e reflexdes sobre os
problemas abordados em suas mais diversas formas, permitindo investigar, descobrir e
desmistificar a Matematica. De acordo com Scheffer (2012, p. 31), “a incorporacao de
novos recursos tecnoldgicos na sala de aula de matematica resulta na criagdo de ambientes
de aprendizagem que levam o estudante ao desenvolvimento de novos conceitos e a
consolidacdo da aprendizagem”.

A importancia do uso de artefatos tecnoldgicos em sala é evidenciada também nos
Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN). Neles se aborda a necessidade “do uso de
computadores pelos alunos como instrumento de aprendizagem escolar, para que possam
estar atualizados em relacdo as novas tecnologias da informacéo e se instrumentalizarem
para as demandas sociais presentes e futuras” (BRASIL, 1998, p. 67).

O uso de tecnologias digitais também esta previsto na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), que traz, nas competéncias e habilidades do Ensino Médio, a
recomendacédo de se utilizar artefatos tecnolégicos, como softwares ou aplicativos de
algebra e de geometria dindmica, para o auxilio na aprendizagem. A importancia da
utilizacdo de softwares que permitam visualiza¢fes dindmicas esta presente em diversos
momentos do documento, como, por exemplo, na quinta competéncia especifica da area

de Matematica e suas Tecnologias:
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Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como
observacdo de padr@es, experimentacdes e tecnologias digitais, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacdo
das referidas conjecturas (BRASIL, 2018, p. 532).

Nesse sentido, o uso de softwares de geometria dindmica, como o GeoGebra, por
exemplo, é relevante, pela possibilidade de construcdo e representacdo algébrica e
geométrica de inimeros objetos de estudo. Isso permite a interacdo dindmica e agil dos
estudantes em diferentes situacdes, possibilitando a percepcdo das mais diversas formas
de visualizacdo de objetos matematicos e de propriedades relacionadas a esses objetos.
Destaca-se, ainda, a importancia do uso de aplicativos ou softwares de forma integrada,
acompanhados de formalizacao dos conceitos matematicos e suas aplicagdes. Considera-
se fundamental a intervencgéo do professor como mediador no processo de ensino.

Ao se referir a insercéo e uso de tecnologias nas aulas de Matematica, é fundamental
apresentar opcOes aos professores que atuam na Educacéo Basica de forma a facilitar esse
processo. Uma das possibilidades apontadas por diversos autores para o desenvolvimento
de propostas metodoldgicas remete ao desenvolvimento e aplicagdo de OVA, como
ferramenta auxiliar para o processo de ensino e aprendizagem, tendo como objetivo
possibilitar diferentes formas de representacdo dos objetos de estudo. Conforme Hay e
Knaack (2007), OVA séo todas as ferramentas interativas, baseadas na Web, que apoiam
o aprendizado de conceitos especificos, incrementando, ampliando ou orientando o
processo cognitivo dos aprendizes. De acordo com Spinelli (2007, p. 7):

Um objeto virtual de aprendizagem é um recurso digital reutilizavel que auxilie
na aprendizagem de algum conceito e, a0 mesmo tempo, estimule o
desenvolvimento de capacidades pessoais, como, por exemplo, imaginacéo e
criatividade. [...] Dessa forma, pode compor um percurso didatico, envolvendo

um conjunto de atividades e integrando a metodologia adotada para
determinado trabalho.

Guarda e Petry (2020, p. 717), consideram que “os OVA constituem-se COmMo
elementos auxiliares no processo de aprendizagem de conteldos da Matematica,
contribuindo na motivacdo e interacdo dos estudantes, permitindo uma visualizagéo
grafica/geométrica dos objetos estudados”. Ressaltam, porém, a necessidade de
complementacdo dos estudos mediante sistematizagcbes para o desenvolvimento de

habilidades da representacdo descritiva desses objetos.
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Ainda sobre os beneficios de se trabalhar com OVA, na interacdo entre professor e
estudante, Alcantara (2015, p. 2), afirma que
Com a dindmica dos Objetos Virtuais de Aprendizado - OVA, os alunos
passam de sujeitos passivos que sé copiam os conteidos a sujeitos mais ativos
que interagem com o novo, despertando um maior interesse pois sdo eles que
manipulam o computador e ndo o professor, tornando o aprendizado mais
dindmico para ambos os lados, onde os alunos ndo recebem o aprendizado,
bem pelo contrario, o constroem de forma que ndo esquecem assim tdo

facilmente, porque o apelo visual fica bem mais facil do que algo totalmente
escrito.

Além do desenvolvimento e disponibilizacdo de OVA para auxiliar professores da
Educacao Basica na insercdo das TIC nas aulas de Matematica, € importante que esses
objetos sejam acompanhados de sugestdes de sequéncias de atividades ou de analise de
possibilidades e potencialidades de interacdo. Essa analise tem como objetivo sugerir ao
professor uma gama de opcdes e perspectivas de abordagens de conceitos e conteddos da
Matematica e suas aplicacOes a partir da interacdo com os OVA disponibilizados.

A anélise de possibilidades, conforme Skovsmose (2015), quando ela se refere a
escolarizacdo e a educacdo é denominada imaginacdo pedagdgica. Segundo esse autor,
“tal imaginacdo pode sugerir que praticas educativas alternativas sdo possiveis”
(SKOVSMOSE, 2015, p. 76).

Ainda de acordo com esse autor, a imaginacao pedagogica necessita de combustivel
e de recursos para ocorrer, sendo importante na busca de alternativas para o processo de
ensino e aprendizagem. Esse exercicio constitui-se em uma “pesquisa de possibilidades”
através de um “raciocinio exploratdrio” com o relacionamento entre diferentes situagdes.
Tem também a finalidade de “desenvolver uma compreensao mais profunda da situagao
imaginada [...] é por meio desse processo que a situacdo imaginada se torna
fundamentada” (SKOVSMOSE, 2015, p. 79). Assim, sugere-se transformar a imaginacéao
em alternativas mais acessiveis, estabelecendo novas possibilidades ou formas de
abordagem dos contetidos a serem trabalhados com os estudantes.

No que diz respeito aos OVA e a imaginacao pedagdgica, conforme Spinelli (2007),
um OVA pode contribuir para o desenvolvimento da imaginacdo que, no contexto
educacional, é entendida como uma situacdo matematica que pode ser explorada a partir
da interacdo com o objeto. Segundo Lima (2021, p. 124), “a partir de uma situagdo
imaginada, pode-se analisar as possibilidades de leva-la a situagdo corrente”, provocando

reflexdes na tentativa de responder a algumas questoes, como “o que, de fato, pode ser
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feito? O que pode ser organizado? Que ferramentas existem a disposi¢do? Ha algum

entrave que impossibilite a implementagdo de algo?” (LIMA, 2021, p. 124).
Delineamento Metodoldgico

Este trabalho consistiu-se em uma pesquisa de abordagem qualitativa propositiva.
Insere-se na perspectiva qualitativa, pois pretende “[...] atingir aspectos do humano sem
passar pelos crivos da mensuracdo, sem partir de métodos previamente definidos e,
portanto, sem ficar preso a quantificadores e aos calculos decorrentes” (BICUDO, 2019,
p. 113). Ainda, de acordo com Bogdan e Biklen (1997, p. 209), os estudos de natureza
qualitativa “devem revelar maior preocupagdo pelo processo e significado, e ndo pelas
suas causas e efeitos”.

Trata-se em um estudo propositivo, pois nele, de acordo com Fiorentini e Lorenzato
(2012, p. 69), o pesquisador “nao utiliza dados e fatos empiricos para validar uma tese ou
ponto de vista, mas a construcdo de uma rede de conceitos e argumentos desenvolvidos
com rigor e coeréncia logica”.

Nessa perspectiva, propds-se uma sequéncia de atividades definidas a partir da
elaboracdo de OVA sobre conicas. Desenvolveu-se uma pesquisa de possibilidades por
meio de um exercicio de imaginacdo pedagogica, na perspectiva proposta por Skovsmose
(2015), considerando as percepgdes dos préprios autores do trabalho. Nesse exercicio sdo
apontados os principais conceitos e contetdos relacionados ao estudo de cénicas que

podem ser abordados a partir da interacdo de estudantes do Ensino Médio com os objetos.
Resultados e Discussfes

Nesta secdo, apresentam-se 0s OVA e, para cada um deles, realiza-se uma breve
descricdo do objeto, seguido da analise de possibilidades e potencialidades de interacéo e
de conceitos que possam ser explorados. A manipulacdo dos OVA pode ser realizada por

professores e estudantes, mas o foco é o seu uso para a aprendizagem.
Introducéo ao estudo das conicas

Com afinalidade de introduzir o estudo das conicas a partir da intersecao de um plano
com um cone circular reto de duas folhas, apresentam-se 0 OVA 1 e 0 OVA 2. As curvas

obtidas nessas intersecdes sdo denominadas se¢bes cOnicas ou, simplesmente, conicas,
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que podem ser: parabolas, elipses e hipérboles. Pode-se obter também as conicas
degeneradas: ponto, reta e um par de retas, ndo abordadas neste trabalho.

O OVA 1, em que um print do GeoGebra € ilustrado na Figura 1, apresenta um cone
circular reto de duas folhas, um plano secante a ele, uma secdo conica (elipse) e sua
representacdo no plano (ou da regido determinada por ela). Além de controles deslizantes
com nUmeros t e s, em que t representa o angulo entre o plano secante ao cone e 0 eixo

horizontal e s estd associado a translacdo desse plano ao longo desse eixo.
Figura 1 — OVA 1: Segdo conica.

Orientacces VISUALIZAGAO DA CONICA

ELPSE

¢ Jarwla 0 Visusbzagaes 30

Fonte: Os Autores, 2021.

A partir das orientacGes especificadas, o estudante pode movimentar os controles
deslizantes e observar a secdo conica obtida. Pela interacdo com o objeto, pode-se
observar, por exemplo, que se mantendo o valor de t fixo e movendo-se o controle
deslizante s, o tipo de cbnica obtida é sempre 0 mesmo, para qualquer valor de s diferente
de zero. Além disso, por meio da interacdo com o OVA, ao alterar os valores de t, pode-
se observar que, uma vez fixado o cone, existe um nimero 0 < a < « tal que: se t = /
out =a e s # 0,aconicaobtida e uma pardbola;se0 <t < l/oua <t<mes +0,
a conica obtida é umaelipse; se / < t < aes # 0, acdnica obtida é uma hipérbole. Para
0 cone utilizado neste OVA, a = 2,/4. Quando s = 0, sdo obtidas as conicas degeneradas.

O OVA 2, em que prints do GeoGebra sdo apresentados na Figura 2, foi desenvolvido

com o objetivo de caracterizar as conicas a partir da identificacdo de relagdes entre os
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angulos a e B, sendo B o0 angulo determinado pelo plano secante ao cone e seu eixo central
e a 0 angulo entre uma reta diretriz do cone e seu eixo central.
Ao clicar no play (localizado no canto esquerdo superior da tela do GeoGebra), o

plano secante é animado, alterando o valor do angulo g e tornando esse OVA interativo.

Figura 2 — OVA 2 em diferentes situacdes.

Fonte: Adaptado pelos Autores de Conic Section - angles — GeoGebra*, 2021.

Desse modo, os estudantes podem analisar a relagcdo entre os angulos ae g e a
respectiva conica obtida, concluindo que: se @ = 8, a conica € uma parabola; se a < 3, a
conica é uma elipse; e se « > f3, a cOnica € uma hipérbole, Figura 2.

Com a finalidade de visualizar as diferentes conicas que podem ser obtidas a partir
de uma reta diretriz e um foco, elaborou-se 0 OVA 3, que possui um print do GeoGebra,
ilustrado na Figura 3. Na tela inicial desse OVA, é dada uma reta diretriz e um foco F.
Esses elementos podem ser livremente alterados por meio de manipulacdo, seguindo as
orientacdes que aparecem na tela, ao acionar o botdo especifico. Esse OVA possui
também um controle deslizante em que é possivel escolher o valor da excentricidade para
a representacdo do lugar geométrico correspondente a conica.

A excentricidade pode ser definida como sendo a razéo entre a distancia de um ponto

P qualquer da cbnica até o foco e a distancia desse ponto até a reta diretriz, ou seja,
PF . . . . -~

e=1y sendo que e € a excentricidade e Q € a projecdo ortogonal de P sobre a reta

diretriz. Ao resolver esse problema para um ponto generico P (que varia de acordo com

as distancias consideradas, mantendo a razdo igual a constante e), chega-se a uma

equacéo polinomial de segundo grau, que podera ter até duas raizes.

4 Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/vw3kawyn. Acesso em: 10 nov. 2021.
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Assim, foram definidos dois pontos P; e P, , de forma que, habilitados seus rastros,

estes percorrem o lugar geométrico que representa a conica a ser visualizada, ao ativar o
botdo Animar/Pausar.

Figura 3 — OVA 3: Definigdo das conicas a partir da reta diretriz e um dos focos.
Elipse

Il
i‘direuiz

PF 136.22

= = 0.0
PQ 15136

PP 208,84
0.0
Q226,49

eixo focal

Inicio

/ | AnimarfPausar

/ Definigao de excentricidade

Orlentagdes para Interagir com o OVA |

Fonte: Os Autores, 2021.

A imagem da Figura 3 mostra as cOnicas geradas para distintos valores da
excentricidade. Pela interagdo com o objeto, pode-se observar que, quando e < [, a
conica obtida corresponde a uma elipse. No momento do print apresentado nesta figura,
o valor da excentricidade era e = 0,9 e 0s pontos P; e P, estavam ambos no mesmo
semiplano (com origem na diretriz) que o ponto F. Nesse caso, as distancias dos pontos
da curva até o foco e até a diretriz, respectivamente, sdo limitadas, sendo que ao passar
desses limites, a equacao de segundo grau mencionada, ndo tem solucéo. Para dois valores
especificos das referidas distancias, a solucéo é unica e, para valores abaixo desse limite,
tém-se duas solucdes, resultando em pontos distintos, conforme ilustrado na Figura 3. A

unido de todos os pontos P; e P,, que mantém a razao entre as distancias constantes, €
que define o lugar geométrico da respectiva conica.

Para o caso em que e = /, tem-se % =1 e, portanto, PF = PQ. Independente da
distancia considerada, a solucdo para a referida equagdo do segundo grau € Unica, de
forma que os pontos P; e P, sdo coincidentes. 1sso pode ser observado ao animar o OVA

3. Nesse caso, 0s pontos P, e P, (de forma coincidente) descrevem a parabola representada
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em vermelho na Figura 3. Observa-se, também, nesse caso, que todos os pontos desse
lugar geométrico estdo no mesmo semiplano do ponto F.

Ao escolher um valor da excentricidade e > 1, é possivel observar duas solucdes
para 0 ponto P, independente das distancias consideradas, de forma que, nestes casos,
sempre se tem P; # P,, formando os dois ramos de uma hipérbole, que ficam em
semiplanos opostos (em relacdo a reta diretriz).

A caixa de texto inserida nesse OVA, com as raz0es entre as distancias, permite
observar que, mesmo que as distancias sejam diferentes entre os pontos considerados, ao
animar o objeto as respectivas razGes se mantém constantes e iguais ao valor da
excentricidade escolhida. E possivel, por meio desse OVA, estabelecer uma relacéo entre
o0 valor da excentricidade e o tipo de cbnica obtida, bem como concluir que, quanto maior
for o valor da excentricidade, maior sera a curvatura da respectiva conica.

Além da determinacéo das conicas pela reta diretriz e um dos seus focos, de acordo
com a excentricidade, como sugerido nesse OVA, existem outras formas equivalentes
para defini-las. Essas formas sdo as mais usuais nos materiais didaticos disponiveis para
o Ensino Médio e sdo exploradas em OVA apresentados na sequéncia. Também sao
exploradas propriedades de cada uma das conicas abordadas, com o objetivo de auxiliar

na compreensao de aplicacdes deste estudo em situacdes praticas.
Parébola: definicao, elementos e propriedade refletora

Pretende-se, com o OVA 4, explorar a definicdo de pardbola e identificar seus
elementos. Nesse objeto, é possivel animar o ponto P clicando no play, localizado no
canto inferior esquerdo do objeto, como mostrado na Figura 4.

Animando o OVA 4, o ponto P percorre o lugar geométrico da parébola e,
consequentemente, os comprimentos dos segmentos FP e PA alteram-se; contudo,
mantém-se a igualdade entre eles, ou seja, FP = PA. Ao manipular esse OVA, 0s
estudantes podem iniciar e parar a animacdo varias vezes com o intuito de verificar a
veracidade dessa igualdade. Por outro lado, conforme P é animado, 0 rastro desse ponto
permanece e, nesse sentido, espera-se que 0s estudantes percebam que todos os pontos
que satisfazem a igualdade mencionada estdo em uma parabola.

Com esse mesmo OVA, também pode-se abordar os elementos da parabola: foco (F),
vértice (V), reta diretriz e reta focal (ou eixo focal). E possivel, também, alterar a posicéo

do foco, facilitando a compreenséo entre as dependéncias desses elementos.
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Figura 4 — OVA 4: Conceito de parabola.
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Fonte: Os Autores, 2021.

Para ilustrar uma propriedade da parébola usada em aplicacGes, como antenas

parabolicas, espelhos parabdlicos usados em farois de carros, dentre outras, desenvolveu-

se 0 OVA 5, ilustrado na Figura 5.

Figura 5 — OVA 5: Propriedade refletora da parabola.
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aperte o play no canto esquerdo inferjor da tela;
Para alterar a quantidade de raios, allere o valor de n no controle deslizan‘t
Para mudar a inclinagéo do eixo, ative o ponto B e movimente-o sobre a tela;

Para alterar a reta diretriz, ative o ponto C @ movimente-o sobre o eixo;

Para alterar o foco, clique sobre o ponto F e movimente-o sobre o eixo.

Fonte: Os Autores, 2021.
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Ao acionar o botdo com as instrugdes, mostram-se as principais informacdes
necessarias para sua manipulacéo e visualizacdo da propriedade. Com esse OVA, espera-
se que o estudante perceba que todos os raios incidentes sobre a parabola, paralelamente
ao eixo focal, séo refletidos para o seu foco, considerando a parabola uma curva sobre
uma superficie espelhada.

A possibilidade de alterar o foco, o eixo focal e a reta diretriz permite que o estudante
compreenda que essa propriedade € valida para qualquer parabola, bastando que 0s raios

incidentes sejam paralelos ao seu eixo focal.
Elipse: definicdo, elementos e propriedade refletora

O OVA 6, ilustrado na Figura 6, tem como objetivo introduzir a definicdo de elipse
e identificar alguns de seus elementos. Trata-se de um objeto interativo em que o ponto
P pode ser animado, percorrendo o lugar geométrico da elipse.

Dado um ponto P na elipse, conforme sua posi¢ao no plano muda, os comprimentos
dos segmentos F;P e F,P alteram-se; contudo, sua soma sempre resulta no valor do
comprimento do segmento A, A4,, ou seja, F; P + F,P = A, A,. Para verificar a veracidade
dessa equacéo, para alguns casos, pode-se utilizar uma das possibilidades de manipulagéo
desse OVA, que é iniciar e parar a animacao, clicando no play e, assim, visualizar os

resultados obtidos na equacdo apresentada no objeto.

Figura 6 - OVA 6: Definicao de elipse.
PF; = 4.4588

AA; =T7.279

Fonte: Os Autores, 2021.

Nesse objeto, também pode-se explorar os elementos da elipse, tais como focos
(F; e F,), vértices (A;,A,,B; e B), eixo maior (4;4,), eixo menor (B;B,) e centro (C),

Figura 6.

Ensino da Matemética em Debate (ISSN: 2358-4122), S&o Paulo, v. 9, n. 2, p. 108-129, 2022 120



Pode-se manipular esse OVA alterando a posicao dos focos, por exemplo, e com isso
perceber que, consequentemente, os demais elementos também se alteram, possibilitando
a compreensdo das dependéncias entre eles. Também pode-se mover os focos da elipse
para outras posi¢des do plano e observar o que ocorre com a posicdo dos seus eixos, bem
como de seus comprimentos.

Ainda no que diz respeito a elipse, ela possui uma propriedade, segundo a qual
qualquer raio, emitido a partir de um dos seus focos em direcéo a curva determinada por
ela, é refletido por esta em direcdo ao outro foco. Sua veracidade e validacdo do ponto de
vista dos conceitos e propriedades da Matematica pode ser atestada a partir da
manipulagdo de um OVA desenvolvido com essa finalidade, mas ndo apresentado neste
artigo®.

Os argumentos matematicos que o sustentam se baseiam em resultados relacionados
a congruéncia de triangulos, propriedades do triangulo isésceles, de retas tangentes,
propriedade do angulo de incidéncia e de reflexdo, além da prépria defini¢do do lugar
geométrico da elipse. Dessa forma, ao aborda-lo, é possivel e conveniente que o professor
retome com os estudantes o0s conceitos envolvidos nessa validagéo.

Uma animacdo que ilustra a propriedade citada anteriormente pode ser verificada na
interacdo com o OVA 7, mostrado na Figura 7. Ao interagir com esse objeto, 0s
estudantes podem alterar os elementos da elipse e, independente da elipse obtida, a
propriedade pode ser verificada.

Ao acionar a animacao do OVA, é exibida uma sequéncia de vetores (representados
na cor azul) com origem em um dos focos da elipse e extremidade variavel sobre as
semirretas com mesma origem. Em algum momento, cada um desses vetores intercepta a
elipse. A partir desse ponto de intersecdo, traca-se um outro vetor (representado na cor
vermelha), de modo que o angulo de incidéncia (do vetor sobre a citada semirreta) sobre
a curva seja congruente ao angulo de reflexdo. Esse segundo vetor, com origem em um
ponto sobre a elipse, é refletido na direcdo do outro foco.

Essa propriedade esta presente em diferentes aplicagdes, como, por exemplo, na
confeccdo de espelhos elipticos, que servem para direcionar os raios de uma fonte
luminosa para um ponto de interesse. Essa situacdo pode ser observada na iluminacao

usada em consultérios de dentistas (ou de mesas cirurgicas), em que esta deve ser

5> Este OVA esta disponivel em: https://www.geogebra.org/m/qccarw4u. Acesso em: 30 ago. 2022.
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direcionada para um ponto especifico da boca (ou do corpo) do paciente, evitando atingir

os olhos.

Figura 7 — OVA 7: Propriedade refletora da elipse.

Excentricidade=0.8
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Para visualizar a propriedade da reflexao dos raios que partem de um dos focos
em direcdo a elipse, aperte o play no canto esquerdo inferior da tela;

Para alterar a quantidade de raios, altere o valor de n no controle deslizante;

Para mudar a inclinacéo do eixo ou a distancia focal, movimente qualquer

um dos focos sobre atela;

Para alterar a excentricidade da elipse, ative o ponto A e movimente-o sobre o eixo;

S
Fonte: Os Autores, 2021.

Hipérbole: defini¢do, elementos e propriedade refletora

O OVA 8, ilustrado na Figura 8, tem como finalidade explorar, de modo dindmico e
interativo, a definicdo de hipérbole e abordar alguns de seus elementos. Nesse objeto, o
ponto P pode ser animado, percorrendo-se o lugar geométrico definido pela hipérbole.
Assim, os comprimentos dos segmentos PF, e F,P alteram-se; contudo, o0 modulo da
diferenca desses comprimentos é sempre igual ao comprimento do segmento A;4,, ou
seja, |PF, — F;P| = A,A,. O estudante pode animar o ponto P, que pertence a hipérbole,
e pausar a animacgao sempre que quiser. Ele pode verificar a validade dessa equacéo,
visualizando o resultado obtido na equacéo apresentada no objeto.

Nesse OVA também podem ser explorados os elementos da hipérbole, tais como
focos (F; e F,), veértices (A; e A,), eixo focal (4;4,), eixo imaginério (B;B,) e centro
(C). A disténcia focal é a medida do segmento F;F,. Além disso, destacam-se as retas
assintotas da hipérbole (Figura 8). Movendo-se, por exemplo, os focos e vértices da
elipse, observa-se que, consequentemente, os demais elementos também se alteram,

mostrando assim as dependéncias desses elementos.
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Figura 8 — OVA 8: Definicéo e elementos de uma hipérbole.
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Fonte: Os Autores, 2021.

Um outro elemento que se espera que o estudante perceba é o retangulo formado
(Figura 8), que tangencia a hipérbole nos vértices, cujas diagonais estdo nas assintotas da
hipérbole. Pode-se explorar caracteristicas desse retangulo, de forma a chegar na relacao
(CF)* = (CA;)’ + (CB))*.

Além disso, o estudante pode mover os focos ou os vértices da hipérbole para outras
posicBes no plano e observar o que acontece com a posicdo da hipérbole e com o
comprimento de seu eixo focal.

A interacdo da Geometria com a Algebra, permitida no GeoGebra, destacada nas
Figuras 4, 6 e 8, facilita a exibicdo da equacéo geral dessas conicas. Contudo, considera-
se necessario que o professor sistematize e formalize os conceitos de forma a construir
com os estudantes essas equacdes a partir dos elementos conhecidos. Os autores
elaboraram outros objetos mais especificos para essa finalidade, ndo disponibilizados
neste artigo.

Uma propriedade da hipérbole, usada em diversas aplicacdes, consiste no fato de que,
ao incidir um raio sobre um espelho convexo situado em um dos ramos da cdnica
direcionado para o foco localizado no interior da regido convexa delimitada pelo
respectivo ramo, este sera refletido na dire¢do do outro foco. Essa propriedade pode ser
observada na interacdo com o OVA 9, cujo print do GeoGebra é mostrado na Figura 9.
Ao interagir com esse objeto, € possivel alterar os elementos da hipérbole, conforme

orientacOes disponiveis no botdo de instrucdes.
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Ao acionar a animacdo do OVA 9, cria-se uma sequéncia de vetores (representados
na cor azul) com origem em diferentes pontos do plano e extremidade varidvel sobre as
semirretas com origem no ponto F,. Em algum momento, cada um desses vetores
intercepta o ramo da hipérbole que delimita uma regido convexa contendo o ponto F,. A
partir desse ponto de intersegéo, traca-se um outro vetor (representado na cor vermelha),
de modo que o angulo de incidéncia (do vetor sobre a semirreta citada) sobre a curva seja
congruente ao angulo de reflexdo. Esse segundo vetor, com origem em um ponto sobre o

ramo da hipérbole, sera refletido na direcdo do outro foco.

Figura 9 — OVA 9: Propriedade refletora da hipérbole.
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Fonte: Os Autores, 2021.

A veracidade e validacdo do ponto de vista dos conceitos e propriedades da
Matematica pode ser atestada a partir da manipulacdo de um outro OVA desenvolvido
com essa finalidade, usando argumentos matematicos, principalmente geometricos, que
0s sustentam. Essa propriedade estd presente em diferentes aplicagdes, como, por
exemplo, em espelhos hiperbolicos, que servem para direcionar 0s raios para um ponto
de interesse, como é o caso de um telescopio refletor. O funcionamento desse tipo de
telescopio baseia-se em dois espelhos: um parabélico concavo e um hiperboélico convexo,
conforme esquema obtido na animagdo do OVA 10, mostrado na Figura 10. Nesse caso,

o foco da parébola coincide com um dos focos da hipérbole (F5).
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Dessa forma, de acordo com as propriedades da parabola verificadas no OVA 5, 0s
raios incidem paralelamente ao eixo sobre o espelho parabolico (representados na cor azul
no OVA 10) e sdo refletidos (em cor vermelha) para o seu foco, que também é foco do
espelho hiperbolico. Assim, como o0s raios incidem sobre o espelho hiperbolico em
direcdo ao foco F,, estes sédo refletidos (com representacdo na cor verde) em direcdo ao
outro foco (F;), de acordo com a propriedade verificada no OVA 9. Como consequéncia,

a imagem é formada e pode ser visualizada no foco F;.

Figura 10 — OVA 10: Funcionamento de um telescopio.
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Fonte: Os Autores, 2021.

Ao propor a interacdo dos estudantes com esse OVA, é possivel alterar os focos e a
reta diretriz da parabola, de forma a obter diferentes tamanhos de espelhos ou mesmo
distancias focais, permitindo flexibilidade na montagem do refletor hiperbdlico e,
adequando-o, assim, as necessidades de cada situacdo a ser observada. Basta apenas
observar a necessidade de coincidir o foco F, do espelho hiperbolico com o foco do

espelho parabdlico, de modo a manter a validade das propriedades mencionadas.
Considerac0es Finais

Neste trabalho, desenvolveu-se um estudo de possibilidades para o uso de OVA,
elaborados no GeoGebra, visando ao ensino de conicas, no Ensino Médio, por meio de

um exercicio de imaginacdo pedagdgica. Indicaram-se possibilidades e potencialidades
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que podem ser exploradas neste estudo. Dentre os topicos que podem ser abordados a
partir da interacdo dos estudantes com os OVA desenvolvidos neste trabalho, destacam-
se a obtencédo de diferentes lugares geométricos ao seccionar um cone circular reto de
duas folhas por um plano, dando origem a diferentes se¢des conicas. Abordaram-se,
também conceitos, elementos e propriedades, do ponto de visto geométrico, da parabola,
da elipse e da hipérbole. Explorou-se, também, a obtencdo da representacdo do lugar
geométrico determinado por essas conicas, no plano, a partir da determinagdo de uma reta
diretriz e de um foco, em funcéo de sua excentricidade. Ainda, apresentaram-se OVA que
permitem explorar as defini¢cbes usualmente apontadas em materiais didaticos para o
estudo das conicas no Ensino Médio, acompanhados de OVA que permitem visualizar
algumas de suas propriedades usadas em aplicacGes praticas.

Ao desenvolver a analise das possibilidades, sugere-se que a intera¢do dos estudantes
com os objetos possa contribuir para a aprendizagem de conceitos matematicos, bem
como para a compreensdo da importéncia de suas propriedades em aplicacdes para a
projecdo de equipamentos usados em situacdes préaticas. Acredita-se que o fato de estarem
acompanhados de um exercicio de imaginacdo pedagdgica que aponta algumas
possibilidades e potencialidades de exploracdo e manipulacdo do material desenvolvido
favoreca sua utilizacdo. Isso corrobora com as proposic¢des de Skovsmose (2015) quando
sugere que esse exercicio permite transformar a imaginacdo em alternativas mais
acessiveis, estabelecendo novas possibilidades ou formas de abordagem dos contetdos a
serem trabalhados com os estudantes.

Vale ressaltar que as possibilidades ndo se esgotam na analise explicitada neste
trabalho, podendo este exercicio ser ampliado por professores e até mesmo por estudantes
aos interagirem com os OVA. Ao refazer o seu proprio exercicio de imaginagédo
pedagdgica, o professor pode avaliar a melhor forma de usar os OVA no momento de
abordar esses objetos de estudos com seus estudantes.

Apesar das inumeras possibilidades de TIC disponiveis aos professores de
Matematica, como, por exemplo, o GeoGebra ou outros softwares dinamicos,
identificam-se com frequéncia muitos desafios, dificuldades e barreiras que ainda trazem
resisténcia para sua insercdo nas aulas. Um fator a ser considerado nesse sentido refere-
se a demanda de tempo (muitas vezes néo disponibilizada dentro da jornada normal de
trabalho do professor) necessaria para a preparacao de OVA com atividades interativas.
Essa demanda é ainda maior para aqueles professores que apresentam certa dificuldade

de interagdo com tecnologias, que, em muitos casos, ndo estavam acessiveis no momento
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de sua formacdo profissional. Isso reforca a importancia do desenvolvimento e

disponibilizacdo de OVA aos professores, principalmente aqueles objetos que exigem um

conhecimento mais aprofundado dos softwares, pois
a apropriacdo dessas tecnologias para fins pedagogicos requer um amplo
conhecimento de suas especificidades tecnoldgicas e comunicacionais e que
devem ser aliadas ao conhecimento profundo das metodologias de ensino e dos
processos de aprendizagem. N&o é possivel pensar que o simples conhecimento
da maneira de uso do suporte (ligar a televisdo ou o video ou saber usar o
computador e navegar na Internet) ja qualifica o professor para a utilizagdo

desses suportes de forma pedagogicamente eficiente em atividades
educacionais (KENSKI, 2003, p. 05).

A disponibilidade de diferentes OVA, acompanhados das respectivas sugestdes de
uso, pode minimizar as dificuldades trazidas por esses professores, motivando-os e
encorajando-os para o uso das TIC em sua pratica docente. Entende-se que a universidade,
em seus grupos de pesquisa, juntamente com os professores de Matematica em formacao,
seja um espaco adequado para esse desenvolvimento.

Por fim, entende-se que OVA sé&o elementos auxiliares importantes no processo de
aprendizagem de contetdos da Matematica, principalmente por permitirem visualizacdes
geomeétricas (e algébricas) dos objetos estudados, de forma rapida e dinamica, permitindo
comparar suas diferentes perspectivas. Isso permite a elaboracdo de conjecturas referentes
as propriedades, levando os estudantes a uma melhor compreensdo dos conceitos
abordados. Ressalta-se, porém, a necessidade da constante intervencdo mediadora do
professor, com objetivos bem definidos, visando melhor explorar as potencialidades dos
objetos utilizados, bem como uma complementacdo mediante sistematizacGes e da

formalizagdo dos conceitos neles abordados.
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