B <l bariandd
I I I oMbk

Ensino de Matematica através da Arte: uma proposta de sequéncia didatica com
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RESUMO

A interdisciplinaridade no ensino de Matematica com Artes torna essa articulagdo uma fonte geradora do
conhecimento abrangente e significativo para ambas as areas, com possibilidade de se explorar a ludicidade e a
criatividade com objetivo educacional. Nesse contexto, a técnica de arte com cordas (do inglés, string art), que
consiste em construir figuras diversas como resultado da manipulacio ordenada de cordas sobre pontos fixados
em uma superficie sélida, se mostra como recurso didatico potencial para o desenvolvimento de metodologias
que possam melhorar aspectos do ensino-aprendizagem de figuras geométricas planas e de suas propriedades,
como é o caso das formas cénicas (pouco exploradas em relacdo a outras formas geométricas). A exploracao da
técnica pode auxiliar o docente no processo de ensino de Geometria Analitica, por meio de aulas dindmicas com
emprego de materiais manipuldveis, com a possibilidade de se obter melhores resultados de aprendizagem.
Nesse sentido, o presente trabalho explora o contexto da interdisciplinaridade entre Mateméatica e Arte e propde
uma sequéncia didatica direcionada ao ensino de se¢Bes cénicas no Ensino Médio, com o apoio da técnica
artistica string art. A sequéncia didatica evidencia uma metodologia orientada a participacéo dos alunos como
ativos na construgdo do prdprio conhecimento, a partir das orientacdes de construcdo das formas planas pelo
professor mediador. No &mbito profissional, o objetivo da sequéncia didatica é auxiliar o docente na construcao
de novas metodologias de ensino que contribuam para aperfeigoar os conhecimentos do aluno sobre conicas, a
fim de obter resultados satisfatérios no ensino de Geometria e superar dificuldades observadas na pratica em
sala de aula.

Palavras-chave: Ensino-aprendizagem de Matematica; Interdisciplinaridade; Matematica e Arte; Arte com
cordas; Sec¢des conicas.

ABSTRACT

The interdisciplinary studies in the teaching of mathematics through art makes this articulation a source that
generates comprehensive and significant knowledge for both areas, with the possibility of exploring playfulness
and creativity for educational purposes. In this context, the string art technique (which consists of building
different figures as a result of the orderly manipulation of strings on points fixed on a solid surface) is shown as
a potential didactic resource for the development of methodologies that can improve aspects of teaching and
learning of geometric figures and their properties, such as conical sections (little explored in relation to other
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geometric shapes). The exploration of the technique can help the teacher in the teaching process of Analytical
Geometry, through dynamic classes using manipulative materials, with the possibility of obtaining better
learning results. In this sense, the present work explores the context of interdisciplinary between Mathematics
and Arts and proposes a didactic sequence directed to the teaching of conic sections in High School, with string
art. The didactic sequence evidences a methodology oriented to the participation of students as active in the
construction of their own knowledge, based on the guidelines for the construction of geometric figures by the
mediator teacher. In the professional perspective, the objective of the didactic sequence (product of this work) is
to help the teacher in the construction of new teaching methodologies that contribute to improve the student's
knowledge about conics, in order to obtain satisfactory results in the teaching of Geometry and overcome
difficulties observed in classroom practice.

Keywords: Mathematics teaching and learning; Interdisciplinary; Mathematics and Art; String art; Conic
sections.

Introducéo

A Matematica é uma das disciplinas com menores indices de aprendizagem no Ensino Basico
brasileiro, muitas vezes associados as dificuldades do aluno em reconhecer, compreender e
relacionar conceitos algébricos e geométricos e de aplica-los na discussdo e solucdo de situacdes-
problema (OLIVEIRA; BIANCHINI; REIS, 2019). Nesse contexto, descreve-se que muitos alunos
do Ensino Baésico apresentam dificuldades no reconhecimento e/ ou no esboco de formas
geomeétricas planas, a partir de suas propriedades e elementos geométricos constituintes (NOVAIS,
2019). Isso inclui as sec¢des conicas (formas geométricas originadas da intersec¢do entre um cone
circular reto e um plano), em especial, a elipse, a hipérbole e a parabola.

A importancia de se conhecer as se¢Bes conicas e suas propriedades geométricas envolve suas
diversas aplicac6es cientificas e tecnoldgicas (CHEN, 2013), tais como na modelagem de orbitas de
planetas, movimentos de satélites e trajetéria de particulas, em arquitetura, no desenvolvimento de
algoritmos computacionais, na avaliagdo da capacidade térmica de solos e até mesmo para o estudo
de cinética molecular em materiais a partir da interacdo com a luz (LEPAGE et al., 2012; CHEN,
2013; CHERNOV; WIJEWICKREMA, 2013; SAMPER; GONZALEZ; HERRERA, 2017;
BOUGHANMI et al., 2017).

Dadas as demandas emergentes para a melhoria do ensino de Matematica no Brasil,
metodologias alternativas, tais como a resolucdo de problemas, o uso de jogos e de materiais
concretos e da interdisciplinaridade, vém sendo desenvolvidas para se buscar um aprendizado mais
interativo e significativo (AMARAL, 2020). O uso de materiais concretos nas aulas de Matematica
possibilita a representacdo semiotica de um conceito estudado e pode auxiliar na melhoria do ensino
de Matematica, estimulando a curiosidade e o raciocinio geométrico dos aprendizes, além de tornar
as aulas mais dindmicas e compreensiveis (DUVAL, 2009; LEIVAS; FOGACA, 2017). Em
particular, a representagdo semidtica estd estritamente relacionada as diversas manifestacOes

artisticas que podem ser trabalhadas no meio educacional (PINTO, 2019).
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A interdisciplinaridade entre Geometria e Arte se insere nesse contexto, possibilitando o uso de
materiais concretos viaveis a significacdo dos atos de educar, de ensinar e de aprender Matematica
(SANTOS; BICUDO, 2015). Além disso, a manipulacdo desses objetos pode tornar as aulas de
Geometria mais interessantes, agradaveis e compreensiveis aos alunos. A relacdo entre Geometria e
Arte ainda permite o uso de produtos educacionais que promovam o desenvolvimento de
habilidades definidas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2017, p. 533), tal
como a habilidade EM13MAT105, que traz referéncia a “utilizar as noc¢des de transformacodes
homotéticas para construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produ¢des humanas
(fractais, construcdes civis, obras de arte, entre outras)”.

Algumas atividades artisticas como, por exemplo, pintura em tela (BARROS, 2017),
dobraduras (SILVA, 2016; BEZERRA; LOPES, 2016) e constru¢do de maquetes (FLUGSEDER;
VARGAS, 2021), proporcionam utilizar materiais manipulaveis para o ensino interdisciplinar de
Matematica com Arte no Ensino Basico. Esses autores mostram que a exploracdo de conceitos de
Geometria Plana para formar desenhos e ou outros elementos geométricos de interesse, atraves da
observacdo e da confecgdo dessas figuras, € uma proposta pedagdgica viavel que retorna excelentes
resultados de aprendizagem (SANTOS; BICUDO, 2015).

Nessa perspectiva, a técnica denominada de arte com cordas (do inglés, string art), permite a
abordagem de atividades alternativas para a criacdo de obras de arte (como as telas artisticas) a
partir da manipulacdo ordenada de cordas sobre pinos fixados em uma superficie (BIRSAK et al.,
2018). A string art ainda pode ser definida como a visualizacao final de uma imagem construida
com pinos, linhas e barbantes (ou outro elemento elastico), possibilitando diversas concepcdes de
arte, incluindo as que utilizam formas geométricas bem definidas (LA HAYE, 2016). Essa técnica
artistica, intimamente préxima da Matematica, permite a realizacdo de tarefas sequenciais como
mecanismo de aprendizagem do aluno, basicamente a partir da construcdo de figuras geométricas
que demandam o conhecimento de outros conceitos geométricos mais simples. Utilizando a string
art, os mediadores podem estimular a construcdo de cenarios geométricos e/ou algébricos com
alunos, potencializando a aprendizagem matematica a partir da préatica lidica.

Baseado nesses pressupostos, esse trabalho tem como objetivos: i) apresentar a técnica artistica
string art, destacando conceitos e potencialidades para o seu uso como ferramenta auxiliar no
ensino interdisciplinar de Matematica através da Arte; ii) propor uma sequéncia didatica com
roteiros para o ensino de conceitos basicos das secdes conicas elipse, hipérbole e parabola, no 3.°
Ano do Ensino Médio, a partir da confeccdo dessas formas geométricas em telas artisticas com
string art. Para atingir os objetivos, escolheu-se desenvolver uma revisdo bibliografica descritiva,
de carater exploratorio, a partir das etapas de investigacdo e de analise explicativa das solucdes e de
sintese integradora (LIMA; MIOTO, 2007; MARCONI; LAKATQOS, 2003). O passo-a-passo para a
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construcao das conicas com string art foi adaptado de técnicas ja conhecidas de desenho geométrico
com materiais concretos (MOREIRA, 2017).

A técnica artistica string art

As primeiras abordagens sobre a técnica string art datam do final do século XIX, com a
matematica inglesa Mary Everest Boole (1832-1916). A técnica surgiu como uma ferramenta para
ensinar Matematica de forma ludica para criancas, a partir da confeccdo de desenhos geométricos
planos sobre tdbuas de madeira, usando-se pinos e linhas (INNES, 2004). Essa técnica passou a ser
mais difundida a partir da década de 1960, com sua relacdo direta no desenvolvimento das curvas
de Bézier (curvas polinomiais determinadas por meio de interpolacéo linear, bastante utilizadas em
computacdo grafica) e na confeccdo de mandalas com cordas (desenhos geométricos baseados no
principio matematico de uma curva cardioide) (YAN, S.; CAIl; YAN, B., 2020).

Trabalhos mais atuais descrevem a string art como uma técnica artistica a qual se utiliza linhas
e pinos dispostos sobre uma superficie para fazer esculturas (SOUZA, 2021). Em sua grande
maioria, essas expressdes artisticas sdo produzidas manualmente, contando com a criatividade e a
habilidade do artista. A string art também pode ser definida como uma técnica para a criacdo de
obras de arte visuais onde as imagens emergem de um conjunto de cordas estendidas entre pinos
(BIRSAK et al., 2018).

Ja outros autores afirmam que a arte com cordas € um arranjo de pinos em uma placa com fios
amarrados entre esses pinos para formar belos padrdes geométricos (LEBOUTHILLIER; SAINA,
2020). Ainda se destaca a string art como uma técnica artistica intimamente relacionada com a
Matematica, utilizada para se produzir imagens geométricas ou imagens da vida cotidiana
(ZRINSCAK, 2019). Nessa perspectiva, 0 autor destaca que a no¢do matematica de posicdo relativa
de uma reta como tangente a uma curva é essencial para que se obtenha sucesso na confeccdo das
imagens.

Em geral, pinos (pregos, agulhas, etc.) séo fixados em posigdes previamente planejadas em uma
base solida (de papel ou madeira, por exemplo) e, em seguida, linhas (barbantes, etc., e de
diferentes cores, por exemplo) sdo entrelacadas de um pino a outro (que podem estar numerados
para facilitar a execucgéo da tarefa) com um padrdo geométrico, até que a imagem pre-definida seja
formada na tela (Fig. 1).

A principal caracteristica que define a string art € a sua singularidade acessivel, aliada a
robustez das imagens que séo confeccionadas (por exemplo, com formas sobrepostas). Em especial,
a sobreposicdo de cores das linhas que entrelagcam os pinos pode proporcionar efeitos de textura e

de ilusdes de otica nas formas produzidas. De forma geral, existem trés tipos de arte contemporanea
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com string art, a saber, a de tela com cordas, de escultura contendo cordas e de instalacdo espacial

(Fig. 2).
Figura 1 - lustracéo de passo a passo para a confeccdo de figura geométrica usando String Art.

——
-.\_.

-

Fonte: (ZRINSCAK, 2019, p. 1).

A do tipo tela com cordas (Fig. 2a) se caracteriza com as defini¢cbes de string art dadas
anteriormente e é a mais difundida. A imagem formada é majoritariamente bidimensional, mas
podem se aproximar de um aspecto visual tridimensional devido a sobreposicdo de formas

(geralmente com diferentes cores) e/ou a interagdo com luz e sombra no ambiente.

instalagdo espacial.

.

Figura 2 - Exemplos de arte contemporanea com string art. (a) tela com cordas; (b) escultura contendo barbantes; (c)

Fonte: (ZRINSCAK, 2019, p. 6-7).
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No caso das esculturas contendo cordas, espécies de barbantes sdo usadas para compor
estruturas primarias elaboradas com outros materiais (Fig. 2b). J& para as instalaces espaciais (Fig.
2c), sdo projetadas estruturas tridimensionais, interagindo diretamente com o espago expositivo.

Diversos trabalhos na literatura sdo dedicados a discussdo das relacbes entre string art e seus
aspectos matematicos, apresentando roteiros para aplicacdes da tematica em ensino de Matematica
e no desenvolvimento de novas tecnologias em ciéncias aplicadas.

Uma pesquisa recente mostrou que um modelo simples de string art pode ser usado como
material manipulavel para discutir conceitos de geometria plana (LEBOUTHILLIER; SAJNA,
2020). Inicialmente, pregos foram colocados igualmente espacados sobre dois eixos
perpendiculares, dispostos sobre uma placa de madeira. Um segmento de corda foi usado para unir
0 prego na primeira posi¢do em um dos eixos ao prego na ultima posi¢cdo no outro eixo; o segundo
prego do eixo horizontal foi ligado ao penudltimo prego no eixo vertical; e assim por diante,
seguindo essa sequéncia. O padrdo formado é de uma figura com retas entrelacadas, formando uma
rede de quadrilateros e tridngulos. Os autores usam o material para mostrar que existem
subconjuntos de quadrilateros e de tridngulos com areas iguais em regifes especificas da rede; que
essas propriedades sdo preservadas mesmo com variagdes no angulo entre os eixos, mantendo-se a
mesma distancia entre os pinos; e que a borda superior dessa colecdo de retas se aproxima de uma
parébola.

Em outro estudo, a técnica de string art foi aplicada para determinar equacdes de familias de
retas e curvas parametrizadas que solucionam uma série de problemas matematicos, tais como:
determinar as retas no plano que interceptam o eixo x e y formando triangulos com esses eixos, com
hipotenusas, perimetros ou areas constantes; verificar que a hipoelipse € a curva cuja soma das cotas
X ey de interseccOes de suas retas tangentes com 0s eixos cartesianos € sempre constante; e em
Teoria dos Jogos (quando um jogo é jogado um grande namero de vezes por dois jogadores),
determinar a probabilidade de uma dada estratégia ser usada pelos jogadores, para assim prever
jogadas futuras (QUENELL, 2009).

Outra pesquisa utilizou a string art com alunos de um curso de Célculo, no primeiro ano de
graduacdo (LA HAYE, 2016). Ao inveés de iniciar a disciplina com tdpicos de Pré-Calculo de forma
tradicional (aula expositiva com auxilio do quadro), ele usou string art para significar equacdes e
conceitos geométricos envolvidos no esbogo de curvas planas e nas posicdes relativas entre reta e
curva. O objetivo foi inspirar os alunos a aplicar os conhecimentos de Pré-Céalculo na discusséo de
aspectos fundamentais do Calculo, como na defini¢do de derivada.

Uma aplicacdo tecnoldgica da técnica envolveu o desenvolvimento de um algoritmo
matematico para a protecdo de direitos autorais e do uso ilegal de imagens produzidas com string

art (YAN S., CAI; YAN B., 2020). O algoritmo é capaz de transformar a imagem real em sua
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forma de string art digital, mapeando os posicionamentos e a sequéncia das linhas utilizadas para
confeccionar a figura, de pino a pino. Os dados sao criptografados como uma marca Unica a figura e
assim podem ser utilizados para detectar possiveis fraudes e plagios das obras artisticas. Outro
trabalho também empregou algoritmos de string art em engenharia para projetar materiais
compositos com propriedades mecanicas melhoradas (OSTANIN, 2020). A ideia foi trabalhada no
exemplo de um caso bastante usual de homogeneizagdo de material compdsito biféasico. Foi
demonstrado que os padrdes gerados por string art reproduzem a elasticidade Otima para essas
estruturas.

Uma variacdo da técnica € a string art circular, a qual os pinos usados na confeccéo das figuras
sdo dispostos de forma circular na base. Por exemplo, abordou-se o desenvolvimento de um
software que origina padrfes (ou réplicas) de imagens/ fotos reais em string art circular, com boa
usabilidade e reprodutibilidade (SOUZA, 2021). Nessa perspectiva, softwares com algoritmos de
tecelagem vém sendo desenvolvidos para retornar a sequéncia de ligacdes a serem realizadas com
as cordas, pino a pino, necessarias para a geracao da imagem real na forma artistica de string art
circular (KREMER et al., 2014; BONE, 2022).

Essas abordagens abrem muitas oportunidades para artistas autbnomos e grandes empresas/
industrias do ramo de moda e decoracdo, além de estimular a curiosidade e o interesse das pessoas
em criar telas de string art personalizadas. Essa diversidade de possibilidades faz da string art uma
potencial ferramenta para a proposicdo de atividades de ensino interdisciplinar de Matematica

através da Arte.

Produto educacional - proposta de sequéncia didatica para o ensino de se¢des conicas com
string art

Informag0es iniciais

Este produto educacional inclui uma sequéncia didatica para a introducdo de conceitos e
construcdo das sec¢des conicas, no 3.° ano do Ensino Médio, com o auxilio da técnica artistica string
art. Sugere-se que a proposta seja executada apo6s a aula inicial de apresentagdo dos conceitos
bésicos das se¢des conicas. As informagdes bésicas do produto educacional estdo disponiveis no
Quadro 1.

Quadro 1 - Informag@es béasicas sobre o produto educacional proposto.

Sequéncia didatica para o ensino de conicas com string art

Temética Conicas: elipse, hipérbole e parabola.
Publico-alvo Alunos do 3° ano do Ensino Médio.
Duragéo Cinco encontros (cada um deles com 100 minutos).
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- Conhecer as formas geométricas conicas;
- Identificar elementos geométricos das conicas;
Objetivos de - Relacionar elementos geométricos das conicas com cada forma conica especifica;
aprendizagem - Construir conicas com o uso da técnica artistica string art;
- Reconhecer os elementos geométricos das conicas que serdo importantes para o desenvolvimento de suas equagdes.

Fonte: Arquivos dos autores (2023).

O cronograma de atividades foi projetado com cinco encontros de 100 minutos de duracao,
cada um. O Quadro 2 mostra a descri¢do das acdes a serem executadas em cada encontro.

Quadro 2 - Sintese de aplicacdo da sequéncia de atividades a serem executadas.

Encontro Descrigdo
1 Apresentacdo da técnica string art, revisdo de conceitos aplicados as conicas e escolha do material manipulavel.
2 Construcdo da parabola.
3 Construcdo da elipse.
4 Construgdo da hipérbole.

Exposi¢ao para a socializa¢do dos trabalhos desenvolvidos.

Fonte: Arquivos dos autores (2023).

Encontro 1 - Apresentacdo da proposta

As atividades elencadas para o Encontro 1 envolvem: abordagem geométrica das conicas;
apresentacdo da técnica string art; descricdo dos materiais a serem utilizados na confeccédo das telas
artisticas.

Inicialmente, o professor ministrara uma aula expositiva aos alunos revisando 0s conceitos
iniciais sobre as conicas (elipse, pardbola e hipérbole) a partir da construcdo geométrica dessas
formas com régua e compasso, conforme orientado em trabalhos da literatura (MOREIRA, 2017).
Em um segundo momento, é proposta a apresentacdo da técnica artistica string art, abordando um
breve historico da tematica, mostrando exemplos de desenhos geométricos ja construidos (Fig. 3),
materiais usuais para a confeccdo das telas, relacbes com elementos geométricos e aplicacdes no

ensino de Matematica.

Figura 3 - Exemplos de desenhos geométricos confeccionados com string art.
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Fonte: Arquivos dos autores (2022).

Com o uso de linhas coloridas, pregos e uma base de madeira, o professor mostrara algumas
acOes basicas para a confeccdo de figuras com string art, como sequéncias de segmentos de retas
formados a partir da ligagdo de pares de pregos (pontos) com as linhas (LEBOUTHILLIER;
SAJINA, 2020). Os objetivos especificos envolvem conhecer a técnica artistica e criar interesse pela
tematica interdisciplinar entre Matematica e Arte.

Na parte final do encontro serd apresentada a proposta de constru¢do geométrica das conicas
com string art, bem como o0s materiais necessarios para a confeccdo das telas. A relacdo dos
materiais inclui: tela de madeira (50 cm x 50 cm x 1,5 cm); régua de 60 cm; régua de 30 cm;
transferidor; linha de bordado; linha encerada; tesoura sem ponta; martelo; pregos de 2 cm; canetas;

compasso; pincéis coloridos; papel cartdo; e papel milimetrado (470 mm x 320 mm).

Encontro 2 - Construcdo da parabola

No Encontro 2, sera colocado em pratica o processo de construgdo de uma parabola usando
string art. Serdo apresentados oito passos ilustrados de forma sequenciada nas Fig. 4 e Fig. 5.

Inicialmente, é proposto que o professor forme grupos de trés estudantes para a construgdo da
parabola. E importante que todos os estudantes do grupo participem do processo de construcio e
que possam se envolver em cada etapa do processo construtivo. Essas acdes envolvem desde a
colocacdo dos pregos na superficie de madeira até manipular as linhas para formar as imagens. Em
seguida, o professor pode comecar a orientacdo dos estudantes quanto ao passo a passo para a
construgdo da conica em destaque. Os passos dados a seguir podem ser editados pelo professor,

Ensino da Matemaética em Debate (ISSN: 2358-4122), S&o Paulo, v. 10, n. 2, p. 87-108, 2023 95



para que se possa disponibiliza-los na forma de um roteiro aos alunos.

Passo 1: Colocar o papel milimetrado centralizado sobre a tela de madeira, fixando um prego
em cada um dos quatro cantos do papel, como ilustrado na Fig. 4a.

Passo 2: Esbocar uma reta auxiliar vertical (Fig. 4b), no centro do papel milimetrado, dividindo
a superficie total do papel em duas regides retangulares iguais (lados relativos e areas congruentes).
Esbogar a reta horizontal que delimita o extremo inferior do papel (Fig. 4c). Essas retas seréo
ortogonais entre si e representardo o eixo de simetria (ou reta focal) e a reta diretriz da parébola,
respectivamente. Em seguida, com a ajuda do transferidor, da intersecdo entre as retas ortogonais
tracadas (origem), devem ser esbocados dois segmentos de retas formando angulos de 45° com o
eixo de simetria, como ilustrado na Fig. 4b. Nesse momento, o professor pode fazer os seguistes
questionamentos aos estudantes: O que significa dizer que duas retas sdo ortogonais entre si? O que
é um segmento de reta? O que sdo regides planas com areas congruentes? O professor também pode
discutir o conceito de reta diretriz e reta focal da parabola.

Passo 3: Em seguida, deve-se marcar com uma caneta, desde a origem, todos 0s pontos que
distam 1 cm sobre os dois segmentos de retas (Fig. 4c) e, em seguida, pregar um prego em cada
ponto marcado sobre os dois segmentos de retas, como ilustrado na Fig. 4d.

Passo 4: Prender a linha (cor de preferéncia) ao prego situado na extremidade superior do
segmento de reta a esquerda. Em seguida, deve-se fazer a ligacdo dessa linha ao primeiro prego da
extremidade inferior do outro segmento com pregos, como ilustrado na Fig. 4e.

Passo 5: Repetir 0 processo anterior, trazendo a linha ao ponto inicial. Em seguida, continuar a
sequéncia de ligacbes (Fig. 4f), com o penultimo prego da primeira reta ligado ao segundo prego da

outra reta, e assim por diante até que a linha percorra todos 0s pregos.

Figura 4 - (a) Papel milimetrado disposto sob a base de madeira; (b)-(f) sequéncia dos cinco passos iniciais para a
proposta de construcdo da parabola com string art.
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_4; -
Fonte: Arquivos dos autores (2023).

Passo 6: Observar o esboco da parabola formada apos a linha percorrer todos os pregos, como
ilustrado na Fig. 5a. O professor deve situar e discutir com os alunos a regido no plano que é
representativa da pardbola. Entdo, deve-se convidar cada grupo de alunos a marcar o ponto V na
intersecdo entre a pardbola e a reta focal. O ponto V representara o vértice da parabola. Em seguida,
com a ajuda de uma régua, deve-se marcar a ponto F sobre a reta focal, que dista do ponto V a
mesma distancia de V até a reta diretriz. Nesse momento, o professor deve explanar para 0s grupos
que a medida do segmento FV é igual a distancia do segmento de reta definido do ponto V a reta
diretriz. O ponto F representara o foco da parabola.

Passo 7: Na sequéncia, pede-se que seja marcado um ponto P qualquer pertencente a parabola
(Fig. 5b). Com a régua, cada grupo de alunos deve ser convidado a medir o segmento de reta PF
(no exemplo dado, PF mede 13 cm). De forma analoga, os estudantes também devem ser
convidados a medir a distancia do ponto P a reta diretriz (segmento PQ, Fig. 5¢) e confirmarem que
essa distancia € igual ao tamanho do segmento do PF (distancias iguais). Os pontos V, F e P
também podem ser marcados com pregos. Assim, os alunos podem passar uma linha (de cor
diferente da usada para eshogar a parabola) entre os pinos para que essas distancias também fiquem
representadas na tela artistica.
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Figura 5 - (a) Parabola construida com os passos de 1 a 5. (b) llustracdo da marcacéo do ponto P na parabola e medi¢do
do tamanho do segmento PF. (c) Medic&o da distancia de P & reta diretriz (segmento PQ) da paréabola. (d) llustracdo de
execucdo do Passo 8.

-

Fonte: Arquivos dos autores (2023).

Passo 8: Na continuacdo, o mediador pode pedir para o0s estudantes repetirem os procedimentos
destacados nos Passos 6 e 7, substituindo P por outros pontos diferentes (por exemplo, R e T na Fig.
5d), também pertencentes a parabola. Analogamente, os alunos devem verificar que as distancias do
foco (F) a esses pontos sdo iguais as distancias desses pontos a reta diretriz.

O mediador deve informar aos alunos que os pares de medicdes realizadas por eles podem
retornar valores ndo exatamente iguais (mas bem proximos). Isso pode ocorrer devido a erros
experimentais relativos as ferramentas de medicdo e as acGes anteriores dos préprios alunos na
preparacao para a execucao da tela artistica. Também é preferivel que o professor indique que cada
aluno do grupo realize medi¢des das distancias para cada par de segmentos. Nesse caso, para fins de
comparacdo, as distancias seriam dadas como a média das trés medicGes. Essa proposta pode ser
utilizada nas relagdes matematicas estudadas nas telas das demais conicas.

Ao final do encontro, é sugerido que o professor faga 0s seguintes questionamentos aos alunos:
Qual curva vocés acabaram de esbocar? Qual a principal caracteristica/propriedade matematica que
todos 0s pontos que pertencem a essa curva devem obedecer? Em suma, o objetivo do Encontro 2 é
fazer com que os estudantes construam uma parabola e cheguem a conclusdo que essa curva é o
lugar geométrico no plano onde todos os seus pontos distam a mesma distancia relativa ao foco e a

sua reta diretriz.

Encontro 3 - Construcao da elipse
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No Encontro 3, os esforgcos sdo concentrados ao processo de construcdo da elipse. Serdo dados
oito passos sequenciados (ilustrados nas Fig. 6 e Fig. 7) para o desenvolvimento de uma tela
artistica com aspecto visual de profundidade.

Orienta-se que o0 encontro seja iniciado com uma revisdo das acoes basicas (colocagédo de pinos,
disposicdo de linhas pino a pino, etc.) que foram usadas no Encontro 2 para a construcdo da
parébola, as quais serdo importantes para a confeccao de outras figuras geométricas com string art.
Em seguida, os grupos de estudantes devem ser orientados para esbocarem uma elipse, com 0 uso
de pregos, barbante e caneta, conforme descrito no trabalho de Moreira (2017, p. 37).

Apds essa primeira etapa do encontro, 0s materiais necessarios a confeccdo da elipse podem ser
entregues aos alunos que, por sua vez, seguirdo 0s passos orientados a seguir.

Passo 1: Esbocar um quadrado de 44 cm de lado, diretamente sobre a superficie de madeira,
deixando 3 cm de margem em cada lado da tela, como ilustrado na Fig. 6a.

Passo 2: Os estudantes serdo orientados pelo professor a fazer marcagdes de 1cm em 1 cm, até
preencher os quatro lados do quadrado. Em seguida, deve-se pregar um prego em cada marcacao
efetuada, como ilustrado na Fig. 6b.

Passo 3: Apds pregar 0s pinos nos pontos demarcados no quadrado, deve-se pregar um prego no
ponto determinado pela intersecdo das duas diagonais do quadrado. O ponto de intersecdo das
diagonais do quadrado serd o centro da elipse, como ilustrado na Fig. 6¢c. Nesse momento, 0
professor pode relembrar o conceito de diagonal do quadrado e de intersecao entre retas no plano.

Passo 4: Aqui os estudantes serdo orientados a determinar elementos basicos da elipse, a partir

das marcacdes dadas na Fig. 6d, a saber:

i) a distancia focal, d(F,F,)=2c, onde F; e F, sdo os focos da elipse e ¢ ¢ a distancia do centro

da elipse a cada um dos focos;

i) a medida do eixo maior (d(4,4,)=2a), onde A; e A, sd0 0s pontos extremos do eixo maior
da elipse e a € o tamanho do semieixo maior.

iii) a medida do eixo menor (d(B,B,)=2b), onde B; e B, sd0o 0s pontos extremos do eixo
menor da elipse e b é o tamanho do semieixo menor.

Pode-se chamar a atencéo de que as distancias requeridas dependerdo da dimensdo da elipse
que se queira esbocar (quanto maiores forem os eixos, maior serd a elipse formada). Para fins de
exemplo, foram usadas as seguintes medidas: d(F,F,) =20 cme c = 10 cm; d(A;4,) =38 cme
a=19cm;ed(B;B,)=32cmeb =16 cm.

Com uma linha de tamanho d(4,4,) = 38 cm, com extremidades fixadas em pregos dispostos
nos pontos F; e F,, deve-se esticd-la com auxilio de uma caneta para fazer a marcagdo do ponto P

na superficie da tela (Fig. 6d).
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Figura 6 - (a) a (f) lustragdo das execugdes dos Passos de 1 a 6 para a construcdo de uma elipse com string art.

Fonte: Arquivos dos autores (2023).

Mantendo-se a linha esticada e realizando o mesmo procedimento, girando a caneta 360° a
partir de P, se formara o lugar geométrico da elipse no plano, com os parametros dados
anteriormente (MOREIRA, 2017, p. 37). Nessa etapa, o professor deve relembrar aos alunos que a
medida do eixo maior (2a), previamente projetada, também foi usada como tamanho da linha que
ligou os focos F, e F, para gerar o ponto P pertencente a elipse. Assim, os discentes devem ser

levados a notar que para todo P pertencente a elipse, a soma dos tamanhos dos segmentos PF; e

PF, sera sempre igual ao tamanho do segmento 4,4, (d(4,4,) = 2a), a partir do fato de que o
tamanho da linha € invariante. Dessa forma, os alunos podem experimentar a propriedade que
define a elipse, a saber, d(PF;) + d(PF,) = d(4,4,) = 2a, onde d é a distancia entre os pontos
que definem cada segmento de reta dado. Ao esbocar a elipse, com a ajuda do mediador, os alunos
devem ser capazes de descrever a relacdo que existe entre esses segmentos de reta e de chegar a
conclusdo de que a elipse é o lugar geométrico no plano que obedece a essa igualdade.

Passo 5: Dando sequéncia a confeccdo da tela, marcam-se pontos sobre a elipse (utilizando um
compasso) que ficaram dispostos 1 cm um do outro em toda a curva. Em seguida, deve-se fixar um

prego em cada marcacéo realizada, como ilustrado na Fig. 6e.

Figura 7 - (a) a (i) llustracdo dos Passos 7 e 8 para a confec¢éo de tela artistica com string art, representativa de uma
elipse.
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Fonte: Arquivos dos autores (2023).

Passo 6: Devem-se escolher linhas de duas cores diferentes (para a exemplificagcdo, foram
usadas linhas nas cores vermelho e roxo) para o esboc¢o da elipse proposto com string art. Deve-se
usar uma das linhas (cor vermelha) para dar um n6 em um dos vértices do quadrado e em seguida
puxa-la até o vértice oposto, amarrando-a para formar a representacdo da diagonal do quadrado
(Fig. 6f). Orientar aos alunos a execucdo do mesmo procedimento para formar a outra diagonal do
quadrado.

Passo 7: A partir de dois lados paralelos do quadrado, deve-se ligar a linha que estd em um dos
vértices ao vértice oposto. Na sequéncia, o segundo prego do primeiro lado deve ser ligado ao
penultimo prego do lado oposto, e assim sucessivamente, como ilustrado na Fig. 7a. Repetir o
procedimento para os outros dois lados opostos (Fig. 7b), até que todos os pontos do quadrado
sejam ligados dois a dois (Fig. 7c). Antes de apresentar esse passo, o professor pode relembrar e
discutir os conceitos de lados opostos, paralelos e adjacentes, em especial no quadrado.

Passo 8: Dando inicio a essa etapa, deve-se amarrar a linha da outra cor escolhida (roxa) no

prego situado no vértice superior esquerdo (ponto A, Fig. 7d). A proxima acdo é executar 0s Passos
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4 e 5 da construcdo da parabola (Encontro 2) para ligar os pontos do lado AB e do lado BC. Todos
0s pontos disponiveis nesses dois lados devem ser ligados dois a dois, conforme orientado (Fig. 7 e-
f). Esse procedimento é similar ao utilizado para construir a parabola. A diferenga é que 0s pregos
que marcaram o lugar geométrico da elipse irdo modificar a curvatura resultante da ligacdo entre os
pontos dos lados adjacentes, uma vez que as linhas tocardo a conica. O Passo 8 deve ser repetido
para os lados AD e CD (Fig. 7g), AB e AD (Fig. 7h) e BC e CD (Fig. 7i), nessa ordem. A tela
artistica resultante da execucdo desses passos mostrara um efeito visual tridimensional, comum em

telas produzidas com string art.

Encontro 4 - Construcéo da hipérbole

O Encontro 4 é programado para a construcdo da hipérbole. Sdo dados oito passos, ilustrados
sequencialmente nas Fig. 8 e Fig. 9, para que o professor possa preparar 0 seu roteiro para mediar as
acOes dos alunos na construcdo de uma tela artistica representativa da hipérbole, com o uso da
string art. Previamente ao encontro, deve-se fazer dois furos em uma régua de 30 cm (didmetro
maior que o da cabeca do prego utilizado), nas cotas 0 e 30 cm. Os furos podem ser realizados
facilmente com algum material metélico perfuro cortante aquecido.

Inicialmente, os estudantes podem ser orientados para construcdo da hipérbole utilizando régua,
barbante e caneta, conforme técnica de construcdo disponivel no trabalho de Moreira (2017, p. 66).
Esse conhecimento € importante ser obtido pelos alunos, visto que eles deverdo utilizar essa técnica
de construcdo para marcar o lugar geométrico da hipérbole com os pregos.

Passo 1: Inicialmente, deve-se cobrir a superficie de madeira (formato quadrado) com papel
milimetrado. Entdo, coloca-se um prego em cada canto do plano para fixar o papel na madeira,
como ilustrado na Fig. 8a. Em seguida, com o auxilio de uma régua e um pincel/caneta, devem ser
marcados dois segmentos de retas perpendiculares, com extremidades nos pontos médios dos lados
paralelos da base de madeira/papel (Fig. 8a). A hipérbole seré alocada no plano, com relacao a esses
eixos perpendiculares entre si. O ponto de interseccao entre esses eixos serd chamado de centro (O)
da hipérbole. Para a execuc¢do desse passo, o professor pode discutir e relembrar com os alunos os
conceitos de ponto médio de um segmento de reta e de retas perpendiculares entre si.

Passo 2. Dois pontos (F; e F,) devem ser marcados com pregos sobre o eixo horizontal,
distando 20 c¢m entre si (d(F;F,) = 20 cm). O ponto médio do segmento F, F, deve ser o centro da
hipérbole (ponto O, de interse¢do entre os eixos, Fig. 8b). Deve ser explanado que os pontos F; € F,
representardo os focos da hipérbole e que d(F;F,)= 20 cm = 2¢, onde ¢ é uma constante positiva

(c=10 cm, Fig. 8f), é chamada de distancia focal da hipérbole.
Figura 8 - (a) a (i) llustracdo da sequéncia de passos para a construcao da hipérbole.
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Passo 3: Prender a extremidade da régua de 30 cm ao prego em F; (encaixar o prego em um dos
furos efetuados na régua), deixando-a presa a esse ponto. Em seguida, deve-se ligar a outra
extremidade da régua ao prego em F,, utilizando uma linha com 18 cm de comprimento (o
comprimento da linha deve ser maior que a diferenca entre o tamanho da régua e a distancia entre
0s pregos), como ilustrado na Fig. 8c.

Passo 4: Para a marcacdo da curva no papel, deve-se colocar a ponta do pincel na juncdo da
régua com a linha. Em seguida, mantendo-se a linha esticada, fazer o pincel percorrer na direcéo da
régua, sempre a margeando com o pincel. A marcacao sobre o papel (representada em vermelho, na
Fig. 8d), resultante do movimento ordenado do pincel, representard um dos ramos da hipérbole.
Para representar o outro ramo da hipérbole no papel, executa-se 0 mesmo procedimento realizado
no passo anterior, mas agora com uma das extremidades da régua presa a F, (Fig. 8e). Ao fim desse
procedimento, os dois ramos de uma hipérbole estardo marcados no papel (Fig. 8f).

Nesse momento, 0 mediador pode pedir que os alunos determinem os valores das distancias do

centro da hipérbole (ponto O) aos vértices (pontos A:1 e Az, Fig. 9) de cada um dos seus ramos e
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cheguem a conclusdo que esses valores sdo iguais a a=6¢cm. Em seguida, deve-se informar que o
segmento A, 4, (Fig. 9a) que representa a distancia entre os vértices (2a=12 cm) é chamado de eixo
real da hipérbole.

Passo 5: Fazendo ¢c=10 cm como o tamanho da hipotenusa do tridngulo retdngulo com catetos
medindo a=6cm e b (detalhe na Fig. 8f), pelo Teorema de Pitagoras, calcula-se o tamanho b=8cm.
Deve-se explanar que o tamanho 2b=16 cm é a medida do chamado eixo imaginario (segmento
B, B,, Fig. 9a) da hipérbole.

Figura 9 — Construcdo da hipérbole com string art. Em destaque, a ilustracdo de elementos da hipérbole e marcacgdes de
pontos pertencentes a curva.

(a) (b) P
'Pz
= e
\ }
v \\C
£ 0 e Fy FL A 0 . A
€ = ———
¢ Ps
. . 'P:
B: PS B:

Fonte: Arquivos dos autores (2023).

Passo 6: Nessa etapa, o professor deve pedir aos alunos que, com o auxilio de uma régua de 60
cm, esbocem duas retas auxiliares, r e s, tais que contenham cada uma das duas diagonais do
retangulo de lados 2a e 2b, com a= 6 cm e b= 8 cm e centro no ponto O, conforme ilustrado na Fig.
8f. Verifica-se que r e s sdo concorrentes no centro da hipérbole. Logo apds, chamar a atencdo dos
alunos de que essas retas irdo se aproximar, simultaneamente, dos dois ramos da hipérbole, na
eminéncia de tocarem os ramos, a medida que seus pontos se afastam do ponto O. Os alunos devem
ser orientados de que se 0s passos anteriores tiverem sido executados sem acumulos significativos
de erros de medicdo, as retas poderdo se aproximar dos ramos da hipérbole, mas ndo os tocardo
(Fig. 8f). O professor pode entdo introduzir a descrigdo das retas r e s como assintotas da hipérbole
e explanar sobre o conceito geral desse ente geométrico.

Passo 7: Com uma régua, marcam-se pontos de 1 em 1 cm sobre as duas assintotas (retas r e s)
e colocam-se 0s pregos nessas marcacoes (Fig. 8g). Em seguida, deve-se conectar uma linha a cada
par de pregos disponiveis nas partes das assintotas que estdo a direita do centro da hipérbole (Fig.

8h), até que a linha tenha percorrido todos os pregos. Esse passo é similar aos Passos 4 e 5 para a
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construco da parabola. A medida que os alunos forem desenvolvendo as conexdes entre os pregos,
o professor deve fazer com que percebam a formacdo progressiva do ramo da hipérbole sobre a
marcacgédo realizada anteriormente em vermelho (Fig. 8c-d). Deve-se repetir o processo para as
partes das assintotas a esquerda do centro da hipérbole, até que se tenham os dois ramos
completados (Fig. 8i).

Passo 8: Com a hipérbole disposta na tela, os alunos podem ser convidados a testarem a
propriedade que define o lugar geométrico dessa conica no plano. Inicialmente, os grupos devem
ser orientados a marcarem no minimo cinco pontos (P1, P2, P3, P4 e Ps) em quaisquer dos dois ramos
da hipérbole (Fig. 9b). Em seguida, com auxilio de uma régua, eles devem medir d(F,P) e d(F,P)
para cada ponto P marcado. Ao anotarem os valores dessas distancias de forma organizada (em uma
tabela, por exemplo), os alunos devem realizar as operagdes |d(F;P) — d(F,P)| (mddulo da
diferenca entre as distancias dadas). O objetivo é fazer com que eles assimilem que o valor dessa
expressdo € invariante (e igual a 2a) para todo P pertencente a hipérbole. Dessa forma, os alunos
devem chegar a conclusdo de que a hipérbole é o lugar geométrico no plano cujo médulo da
diferenca entre as distancias do foco F1 a um ponto P e do foco F2 a P (P pertence a curva) é sempre
constante e igual ao tamanho do seu eixo real (2a).

Acabadas as abordagens sugeridas, o professor deve deixar a finalizacdo das telas artisticas
(inclusdo de novos elementos artisticos, inclusdo de molduras, etc.) a cargo de cada grupo de
alunos, antes de serem apresentadas ao publico em uma exposi¢cdo na escola. Por exemplo, eles
também podem usar linhas de diferentes cores para marcar os elementos dessas cénicas na propria

tela ou até mesmo para representar as propriedades que as definem no plano.

Encontro 5 — Exposicéo das telas artisticas produzidas

O ultimo encontro é programado para a socializacdo das telas que foram produzidas por cada
grupo de alunos. Essa sequéncia didatica propde que cada um dos grupos de estudantes apresente as
telas artisticas em uma exposicéo as outras turmas do Ensino Médio, no préprio ambiente escolar. E
sugerido que os alunos produzam e disponibilizem ao lado de cada tela exposta, um cartdo/banner
contendo as principais informagdes relativas a tela, tais como: uma breve apresentacdo da técnica
string art e dos materiais basicos necessarios a sua confec¢do; a descricdo da curva conica
representada na tela e seus principais elementos geométricos. Cada grupo deve apresentar essas
informacdes oralmente aos colegas durante a exposicao.

As telas podem permanecer expostas em local de preferéncia na escola. Em adi¢do, os alunos
podem ser encorajados & producdo de novas telas artisticas usando string art que envolvam padrdes

matematicos e outras formas geomeétricas de interesse.
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Considerac0es finais

Os elementos e propriedades das cOnicas que serdo experimentadas pelos alunos com a
execucdo da proposta estdo diretamente relacionados aos procedimentos algébricos necessarios a
determinacdo/demonstracdo das equagdes dessas curvas.

A técnica artistica string art foi apresentada com conceitos, relagbes historicas, tipos de
expressdes artisticas e praticas vigentes que vém sendo utilizadas para o ensino de Matematica com
Artes. Em adicdo, mostrou-se que a string art pode ser utilizada como uma potencial ferramenta
para 0 ensino de geometria plana, em especial de secBes conicas, a partir do uso de materiais
concretos manipulaveis de baixo custo.

A proposta de sequéncia didatica para o ensino de se¢Bes conicas com string art no 3.° Ano do
Ensino Médio foi desenvolvida, detalhando procedimentos para a reproducdo das curvas como telas
artisticas.

Em suma, as construcBes artisticas realizadas pelos alunos, de forma ativa e ludica, podem
auxiliar significativamente no reconhecimento das formas conicas, de seus elementos e suas
propriedades, as quais sdo importantes para a identificacdo e interpretacdo dos parametros das

equacdes que as representam e para as aplicacdes em Ciéncia e Tecnologia.

Recebido em: 19/09/2022
Aprovado em: 17/09/2023
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