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RESUMO

A notacdo "o pequeno” de Landau é uma notacdo amplamente utilizada em analise. A sua
simplicidade sintatica dissimula uma complexidade semantica que pode confundir alguns estudantes.
Isto resulta principalmente da utilizacdo do simbolo da igualdade no ostensivo que paradoxalmente
ndo desempenha, neste ostensivo, o papel de uma igualdade no sentido classico. A esta dificuldade
acrescenta-se uma outra, nomeadamente a interferéncia da concepgéo comum de negligenciabilidade
sobre a mesma no¢do em matematica. As analises que realizdmos a partir de uma troca, numa aula
normal de matematica, entre os estudantes e o seu professor confirmam as dificuldades que algumas
pessoas para manipular de modo convenente esse ostensivo.
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RESUME

La notation « petit 0 » de Landau est une notation largement utilisée en analyse. Sa simplicité
syntaxique dissimule une complexité sémantique qui pourrait brouiller certains étudiants. Ceci
découle principalement de | 'usage du symbole de I’égalité dans I'ostensif qui paradoxalement ne joue
pas, dans cet ostensif, le role d’'une égalité au sens classique. A cette difficulté s ’ajoute une autre, a
savoir [interférence de la conception commune de la négligeabilite sur la méme notion en
mathématiques. Les analyses que nous avons menées a partir d 'un échange, dans une classe ordinaire
de mathématiques, entre des étudiants et leur enseignant confirment les difficultés de certains a
manipuler convenablement cet ostensif.

Mots-clés : Ostensif ; non-ostensif ; syntaxe ; sémantique ; égalité ; négligeabilité.

ABSTRACT
Landau's notation " little 0 " is a notation widely used in analysis. Its syntactic simplicity hides a
semantic complexity that could confuse some students. This stems mainly from the use of the symbol

of equality in the ostensive which paradoxically does not play, in this ostensive, the role of an equality
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in the classical sense. To this difficulty is added another, namely the interference of the common
conception of negligibility on the same notion in mathematics. The analyzes that we carried out from
an exchange, in an ordinary mathematics class, between students and their teacher confirm the
difficulties of some students in properly handling this ostensive.

Keywords : Ostensive ; non-ostensive ; syntax ; semantics ; equality ; negligibility.

Introducéo

As notagdes de negligénciabilidade ou de preponderancia “o pequeno” e de
dominancia “O grande” conhecidas hoje sob a denominacao de “notagdes de Landau” sdo
amplamente utilizadas em analise. Frequentemente, e por ocasido de um desenvolvimento
limitado de uma funcéo f de ordem n na vizinhanga de 0, 0s matematicos usam a notacao

o(x") para subsituir a expressao x"e(x) com lirré e(x) = 0. o(x") significa um resto, ndo
X—

prciso, para o qual o quociente por x" converge a 0 quando x tende a 0. O que se traduz

o(x™) —0
xm )

simbdlicamente por }ci—%

Os historiadores da matemadtica atribuem a autoria da notagdo “O grande” ao
matematico Paul Bachmann, que a introduziu pela primeira vez em 1894 em sua obra Die
analytische Zahlentheorie. Quanto a nota¢do “o pequeno”, foi introduzida por seu
discipulo Edmund Landau que se inspirou na nota¢do de seu mestre “O grande”. Mas a
divulgacdo dessas duas notacOes deve-se principalmente a Landau que as utilizou
extensivamente em suas publicagcdes e em particular no seu livro Handbuch der Lehrer
von der Verteilung der Primzahlen (2000) publicado em alemdo pela primeira vez em
1909. Neste artigo, limitemo-nos ao estudo das ambiguidades relacionadas a notacao
“pequeno o” para fungbes que sdo localmente negligenciaveis diante de outras.

No6s mostraremos que a simplicidade sintatica dessa notacdo, que certamente
apresenta vantagens, esconde na verdade uma complexidade seméantica que pode nao ser
transparente para alguns estudantes. Nossa hipotese € que essa opacidade provém, entre
outras coisas, da ambiguidade relativa a forma do préprio ostensivo. Isto certamente
desempenha um papel importante na conceituacdo da nocdo de funcbes localmente
negligenciaveis diante de outras, mas também apresenta falhas que podem ser fontes de
muitas dificuldades para uma pessoa desinformada. Esse ostensivo ndo s6 ndo cuida da
complexidade do conceito de negligenciabilidade, mas também e através de certas

propriedades que dela resultam, “viola” a semantica habitual do sinal de igualdade.
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No primeiro paragrafo estudaremos o interesse de considerar a nota¢do “o pequeno”
como uma nogdo que mantém relacdes entre 0 objeto ostensivo e 0 objeto ndo ostensivo.
O segundo paragrafo serd dedicado a destacar a incompatibilidade matematica dessa

notacdo com a utilizacdo do simbolo de igualdade que ela implica.
A notagéo «0 pequeno» entre o objeto ostensivo e 0 objeto ndo-ostensivo

Na abordagem antropolodgica, Bosch e Chevallard (1999) modelam o conhecimento
matematico em termos de objetos e inter-relacdes entre objetos. Eles estdo
particularmente interessados em objetos matematicos que sdo geralmente chamados de
“conceitos” ou “nogdes”. A partir da questao da “natureza” e da “fun¢ao” desse tipo de
objeto, estabelecem uma distingéo essencial entre dois tipos de objetos: objetos ostensivos
e objetos ndo ostensivos. A distin¢do entre esses dois objetos resulta principalmente do
fato de os primeiros, e ndo o0s segundos, serem perceptiveis e poderem ser concretamente

manipulados. Sobre os objetos ostensivos, explicam que:

Nos falaremos de objeto ostensivo - do latim ostendere, « mostrar, apresentar
com insisténcia » - para nos referir a todo objeto tendo uma natureza sensivel,
uma certa materialidade, e que, desse fato, adquire uma realidade perceptivel
para o sujeito humano ». (BOSCH ; CHEVALLARD, 1999, p. 90).

Esses objetos ostensivos desempenham um papel importante na atividade do

matematico e mantém relacdes com objetos ndo ostensivos pertencentes ao mesmo campo

do conhecimento. Bosch e Chevallard especificam que:

Objetos ndo ostensivos sdo... todos esses “objetos” que, como ideias, intuigdes
ou conceitos, existem institucionalmente - no sentido de que lhes é dada uma
existéncia - sem no entanto serem vistos, ditos, ouvidos, percebidos ou
mostrados por eles- mesmo: s6 podem ser evocados ou invocados pela
manipulacdo adequada de certos objetos ostensivos associados (uma palavra,
uma frase, um desenho grafico, uma escrita, um gesto ou um discurso inteiro)
(BOSCH; CHEVALLARD, 1999, p. 90).).

Assim, a notagdo f = o(g) € um objeto matematico ostensivo. A nocdo de funcdes
Xo

localmente despreziveis em torno de um ponto na frente de outra funcdo é um objeto
matematico ndo ostensivo. Essa ligacdo entre o objeto ostensivo e o objeto ndo ostensivo
na notacdo de Landau ¢ explicada na seguinte defini¢do chamada “definicdo de

negligenciabilidade”:
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Sejam f e g duas funcdes reais definidas sobre I. x, € IR e x, aderente a |. Dizemos
que f € negligenciavel diante de g nas vizinhancas de x, se existe uma vizinhanca V de

X, € uma funcdo e: INV—IR para a qual: f(x)=¢(x)g(x) com lime(x) = 0
X—Xg

Indicamos entdo f = o(g) ou f(x) = o(g(x)) e dizemos que « f é igual a o pequeno

—X

de g nas vizinhancas de x,.

Se a funcdo g ndo se anular em x,

fX—0 o(g) & )}Lr)r(lo provs )}Lr)rilos(x) 0.

A modelizagdo, segundo a abordagem antropoldgica, da atividade matematica em
termos de tarefa, técnica, tecnologia e teoria (CHEVALLARD, 1992; CHEVALLARD,
2003), leva a traduzir:

[...] A implementa¢do de uma técnica...por uma manipulacdo de ostensivos
regulada por ndo ostensivos. Os ostensivos constituem a parte perceptivel da
atividade, ou seja, aquilo que, na execucdo da tarefa, é visivel, tanto para o
observador como para 0s proprios atores (lbid, p. 92).

Bosch e Chevallard alertam que a relacdo com os ostensivos ndo deve se restringir a
uma relacdo dependente apenas da percepcdo e da manipulagdo sintatica mecénica. Essa
ultima requer um apelo semantico de objetos ndo ostensivos que estdo ligados a objetos
ostensivos. Os ostensivos, portanto, nao sdo livres. Mantém relac6es com diferentes ndo
ostensivos: "Objetos ostensivos, embora diretamente. (Ibid, p. 92).

A ndo consideragdo desta dialética leva a considerar a notacdo matematica como um
simples objeto ostensivo que € suficientemente transparente e verifica um certo nimero
de propriedades. Essa forma de ver as coisas leva a subestimar a sua complexidade e,
consequentemente, a ndo se deter nela para analisa-la.

Didaticamente falando, € fundamental dar importancia a analise e estudo dessa
dialética, ostensiva/ndo ostensiva, para uma manipulacdo consciente e correta dos
objetos ostensivos por um lado e para uma melhor conceituacdo dos objetos ndo
ostensivos de outro. O professor encarregado desse trabalho é particularmente
necessario quando o ostensivo em si ndo € naturalmente transparente e o seu manejo
em determinados contextos matematicos € confuso para o estudante. A notacdo de
Landau é um exemplo que ilustra claramente os possiveis deslizes devido as
ambiguidades sintaticas que estdo escondidas nessa notacao e que podem perturbar o

aluno que lida com esta notacdo aparentemente simples. Isto apoia o ponto de vista de
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Vergnaud (2002) e Bloch (2015) que apoiam o fato de o apelo ao uso de certos simbolos
matematicos em atividades matematicas € uma fonte de dificuldade para estudantes.
O principal problema na notacdo "pequeno 0" de Landau vem do uso do sinal de

legalidade na forma ostensiva.
Incompatibilidade da nota¢io “o pequeno” com o sinal de igualdade

O interesse das notagdes de Landau e em particular da notagao “o pequeno” resulta
do fato de poder ser facilmente integrada em calculos e assim facilitar a comparagédo
assintotica entre duas func6es tanto nas vizinhangas do infinito como nas vizinhangas de
um ponto. Podemos, por exemplo, considerar, nas proximidades de um ponto

Podemaos, por exemplo, considerar, nas proximidades de um ponto x, a expressao
f=g+o(g) para expressar o fato de que f é equivalente a g nas proximidades de x,. E
também, particularmente. pratico para formalizar aproximac@es por meio da nogéo de
expansdo de Taylor-Young. Entdo, digamos por exemplo que f(x) = 1 + 3x — 5x2 +
o(x?) ) nas vizinhancas de 0, significa que f(x) é assimilavel ao polindmio
P(x)=1+3x-5x? nas vizinhancas de 0, e que o erro cometido por esta assimilaco é
negligenciavel diante os valores vizinhos de 0 que pode assumir o mondémio de graus
mais altos que x? dessa expressdo polinomial. Isso resulta no seguinte objeto ostensivo

(1):0(x?) = lim o(x?). Este objeto ostensivo é ambiguo porque o(x?) que esta a esquerda
x—

do sinal de igualdade ndo é o(x?)que esta a direita deste mesmo sinal. Enquanto o
primeiro representa um elemento, o segundo representa um conjunto. A expressao
ostensiva (1) deve entdo ser interpretada como significando que o(x?) (da esquerda) é
uma funcao entre outras que pertencem ao conjunto o(x?) (da direita) das funcdes.

Portanto, ao escrever f = o(g), devemos ter cuidado. Essa notacéo inclui o sinal de
a

igualdade que, na realidade, ndo expressa igualdade no sentido habitual. Devemos,
portanto, manipular este signo tendo em mente que ele expressa uma relagdo de

pertencimento. Assim, f = o(g), significa que f pertence ao conjunto o(g) de fungdes
a

despreziveis frente a g na vizinhanca de a. Cada elemento de o(g) representa uma funcéo
desprezivel em comparacdo a g, mas a priori desconhecida e diferente de um possivel
outro elemento de o(g). Deve-se, portanto, ter em mente que, na pratica, cada vez que a

expressao o(g) aparece, ela corresponde a uma nova (outra) fun¢do ¢, tal como na
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definicdo de desprezibilidade citada acima. Por exemplo, para mostrar que o(x™) +

o(x™) =limo(x") Vn < m, escrevemos:
x—0
o(x™) = x"&;(x) com lirrgel x)=0
xX—
o(x™) = xMe,(x) com lin&ez (x)=0
X—

Portanto o(x™) + o(x™) = x™&; (x) + x™e, (x) = x™ey (x) + x Mg, (x) =
X" (&1 (x) + xM Ve, (1)) = x™e(x) ol £(x) = (&1(x) + x ™My (1)) -

0 quando x —» O paran < m, lin&el(x) =0e lin&ez(x) =0
X— X—
Assim o(x™) + o(x™) = o(x™m)Vvn<m
X—

Quando perdemos de vista a ligagdo com a definicdo e esquecemos a relacédo
primaria entre a notacao “ 0 pequeno” e a fung¢ao € com todos os detalhes, corremos o
risco de cometer erros que sdo motivados pela sintaxe que apresenta o objeto ostensivo

f = o(g). Por exemplo, se considerarmos as duas expressdes seguintes f = o(g) e
X0 a

f' = o0(g) corremos o risco de concluir que f = f’ nas vizinhangas de a.. O que é
a

obviamente falso.

De fato, x = 0(x?) nav(+w) e x + 1 = 0(x?) na v(+oo) mas isso ndo da o direito de dizer
que x = x + 1 pois para todo x € IR, x # x + 1. Também, escrever f + o(h) = g +
o(h) ndo nos d& o direito de simplificar por o(h) e dizer em consequéncia que f = g.

O sinal da igualdade figurando na expressao f = o(g) tem a mais sua complexidade,
a

ndo é simétrica, contrariamente ao seu sentido usual. Por exemplo, o objeto ostensivo
x? +o(n(x)) = o(x?) deve se compreender como dizendo que : Vh(x) €
o(In(x)),3g(x) € o(x?) tal que x + h(x) = g(x). Ao contréario, o objeto ostensivo
0(x?) = x?+ o(In(x)) deve se compreender como dizendo que : Vg(x) €
0(x?),3h(x) € o(In(x)) tal que

g(x) = x? + h(x). Assim, x?+ o(In(x)) = o(x?) é una coisa, o(x?)=x?+
o(In(x)) é uma outra. E preciso notar também que este exemplo levanta o problema da
quantificacdo implicita em enunciados matematicas (DURAND-GUERRIER, 2003 ;
DURAND-GUERRIER, 2016).

Como podemos também perceber, por exemplo, para m > n que o(x™) = o(x™)
quando x estd na vizinhanga de +oo e que “paradoxalmente” o(x™) # o(x™) na
vizinhanga de +oo, se ndo tratarmos a igualdade na expressdo com muita cautela e

retornarmos a definicdo original de “o pequeno”. Da mesma forma, como podemos
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conceber a primeira vista que o(Af(x)) = o(f(x)) VA€ IR et que o(f(x)) =
O(Af(x)) somente VA € IR*,

Estes exemplos ilustram claramente a n&o simetria do sinal de igualdade na notagéo
“o pequeno” de Landau. Abandonar, por ocasido desta notacéo, a simetria na relagdo de
igualdade néo € algo simples. Porque o uso habitual deste simbolo se baseia exatamente
nesta relacdo. E portanto dificil conceber e utilizar o sinal de igualdade reduzido pela
relacdo de simetria que lhe esta naturalmente ligada.

Dizer que “« f est un o(g) »ndo da estritamente o direito de usar o sinal de igualdade
“=" no objeto ostensivo e assim escrever f = o0(g). Reynes (1994) enfatiza que a
igualdade, em nivel elementar, é apenas uma traducdo matematica de uma propriedade
linguistica do verbo ser: “12 é o dobro de 6” traduz-se natural e formalmente como
12=6%2. O sinal de igualdade ¢ uma traducdo do verbo “ser” na frase. O sinal “=" destaca
gue um mesmo objeto possui dois nomes diferentes ou que o mesmo significado (o valor
12) admite dois significantes diferentes (o numero 12 e o nimero 6x2) (VERGNAUD,
2002). Reynes (1994) adverte que 0 "é" em uma frase como "12 é um nimero par" ndo
desempenha o mesmo papel porque o “um” na expressdao “um nimero par” ¢ um artigo
indefinido. Assim, “12” e “um nimero par” sdo duas expressdes que se referem a dois
significados diferentes e portanto o “¢”, na frase, que os liga ndo pode ser traduzido numa
igualdade: ““...0 “€¢” ndo significa ndo aqui “‘¢ a mesma coisa que” e portanto ndo pode ser
traduzido por “="" (REYNES, 1994, p. 63).

Ele acrescenta um pouco mais que: “...a frase “truc = machin” significa que as duas
escritas truc e machin sdo duas denominagfes de um Unico e do mesmo objeto, dois
nomes para a mesma coisa. » (Ibid., p. 63).

Pensamos, e pelas mesmas razdes, que € perturbador, até mesmo contraditorio,
traduzir a expressdo “f é um o(g)” por “f=o(g)” porque “f” € “um o(g)” ” referem-se a
dois significados diferentes e, portanto, ndo sdo dois significados diferentes do mesmo
significado: “f” designa uma fungdo, enquanto “o(g)” designa um conjunto de fungdes.

O problema da utilizagdo do sinal de igualdade na notacdo de Landau e das
ambiguidades sintaticas e semanticas que ele pode produzir em certos estudantes levanta
a questdo do que é uma boa notagdo em matematica.

Biletch, et al. (2015) desenvolveram um modelo de analise para distinguir notagdes
boas de notagBes ruins em matematica. Eles conseguiram sintetizar e definir quatro

critérios: Concisdo (a Concisdo) (1), Ndo Ambiguidade e Coeréncia (a Inequivoca e
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Consisténcia) (2), Compatibilidade com as Convencdes Existentes (a Compativel com as
Convencdes Existentes) (3) e a Facil Produzir Tipograficamente (4).

Relativamente ao nosso problema, limitamo-nos a apresentar, aqui, o0 segundo e 0
terceiro critério.

Quanto ao segundo critério “A N&o-Ambiguidade e Coeréncia” da escrita
matematica, os autores enfatizam que o respeito por este critério continua a ser um
objetivo almejado por todos 0os matematicos de todos os tempos. Para garantir isso e evitar
confusdo, observam na pagina 34 que a mesma notacao deve satisfazer dois requisitos: o
primeiro consiste em evitar usar a mesma notacdo para usos diferentes. Isto garante
principalmente a inequivoca da notacdo; o segundo consiste em evitar utilizar outra
notacdo diferente para designar o mesmo conceito. Isto garante principalmente a
consisténcia do texto matematico. Segundo eles, este critério é de grande importancia
porque: “...quando as notacdes sdo ambiguas, a escrita matematica torna-se
incompreensivel ou, na melhor das hipoteses, confusa”. (BILETCH et al., 2015, p. 41).

O terceiro critério “A Compatibilidade com as Convencdes Existentes” ¢, em relagdo
ao nosso problema, o mais importante. Biletch, B et al (2015) enfatizam que uma notacéo
matematica é vidvel no mundo das notacGes ja existentes, se, entre outras coisas, for
compativel com as notacGes e convencdes ja existentes. Esta é também uma das
dificuldades mais importantes que 0s matematicos encontram ao introduzir, cada vez,
uma nova notacdo matematica.

Uma notacdo compativel com as notacGes e convengles existentes €, portanto,
necessaria para facilitar a comunicacdo e evitar mal-entendidos que tornam os escritos
matematicos dificeis de decifrar, o que vai exatamente contra os objetivos do formalismo
matematico.

Este critério de compatibilidade com as convencdes existentes €, para ngs, como
didaticos, de capital importancia porque qualquer desacordo entre as convengdes de
notacdo, por menor que seja, pode causar mal-entendidos e dificuldades de
conceituacdo para um estudante ndo especialista. Na notacao “o pequeno” de Landau,
notamos que este terceiro critério de boa notagdo matematica ndo é respeitado. Na

verdade, a notacdo f = o(g) envolve o simbolo de igualdade que é historicamente
a

muito mais antigo que a notacdo de Landau. Segundo Lipscombe (2012), foi
introduzido pela primeira vez pelo matematico Robert Ricorde em 1557 em sua obra

The Whetstone of Witte. Este simbolo, como vimos acima, deve relacionar duas
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expressdes que representam o mesmo objeto matematico. No entanto, este simbolo de
igualdade, tal como esta implicito na notagao “pequeno o” de Landau, conecta duas
expressdes que representam dois objetos matematicos diferentes.

Na verdade, na notacdo f = o(g), enquanto f representa uma funcéo, o o(g)
a

representa um conjunto de funcdes, nomeadamente aquela das fungdes despreziveis
frente a g nas vizinhancgas do ponto a. Assim, o simbolo de igualdade na notacdo " o
pequeno” de Landau "viola" o significado classico de igualdade em matematica. As
repercussdes desta incompatibilidade podem ser consideraveis para os incautos, como
especificamos acima e como veremos no Ultimo paragrafo deste artigo. Esta
incompatibilidade também influenciard, inevitavelmente, o critério 2 (N&ao
Ambiguidade e Coeréncia). De fato, as duas operacdes elementares de adicdo e
subtracdo, por exemplo, perderdo subitamente o seu significado habitual e familiar
quando aparecerem em expressdes matematicas como o(g)+o(g)=o (g) (1) ou o(g) -
0(g)=0(g) (2). Esses dois escritos podem ser embaracosos para alguns devido a
discrepancia que eles expressam em relacdo a norma usual. Certamente
0(g)+o(g)=20(g) e 20(g)=0(g), mas esta Ultima propriedade pode parecer estranha e
ndo oObvia para os desinformados. A segunda escrita também ndo pode ser ignorada.
Pode parecer falta de rigor e clareza. Para remover as ambiguidades, devemos ir além
da sintaxe envolvida no ostensivo e, por exemplo, ler este ostensivo em uma
linguagem de conjunto: seja A=0(g) o conjunto de fungdes despreziveis frente a g e
seja B =0 (g)-0(g)=A-A o conjunto de diferencas de duas funcdes de A. B=A significa
que B estd incluido em A. Em outras palavras o(g) - o(g) = o (g) deve ser entendido
como significando que a diferenca de quaisquer duas funcdes que sao insignificantes
em relacdo a g € uma funcéo que € insignificante em relacéo a g.

NOs sabemos que um dos propdsitos da introducdo de notacdes na atividade
matematica é orientar e ajudar a mente a raciocinar e aliviar a carga cognitiva.
Acreditamos que este objetivo seja dificil de alcancar para alguns estudantes no caso
da notacdo “o pequeno”. Esta notacdo requer manipulagdo sintdtica cuidadosa,
exigindo muita vigilancia. Certamente, um especialista ndo ficara constrangido ao se
deparar com esse tipo de escrita devido ao seu dominio das diferentes dimensdes
sintaticas e semanticas escondidas nesta nota¢do. Mas, como didaticos, constatamos

que esta incompatibilidade e as consequéncias que ela gera em termos de
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ambiguidades e inconsisténcias internas relativas a esta notacdo s6 podem aumentar
as dificuldades de alguns estudantes no manejo desta notacao, especialmente quando
a ligacdo entre esta notacdo e a definicdo de negligenciabilidade € rapidamente
abandonada para deixar o lugar quase exclusivo para esta notagdo na atividade
matematica.

Registramos aqui uma verdadeira quebra de contrato que expressa uma
discrepancia incontestavel entre o significado comum do sinal de igualdade e o
significado deste mesmo sinal nas notacdes de Landau. Esta situacdo é incomum em
matematica. O simbolo elementar da igualdade, que tem um significado consolidado
e familiar desde os primeiros anos de escolaridade e que manteve o seu significado ao
longo da escolaridade, perde subitamente, durante as ocoasides de Landau, todo o seu
significado habitual.

Além da incompatibilidade do sinal de igualdade com a sua utilizacdo na notagdo
“pequeno o, surgiu outro problema inesperado, nomeadamente a interferéncia da
concepcdo comum de negligenciabilidade com a nocdo matematica de

negligenciabilidade.

A negligéncia entre 0 senso matematico e o do senso comum

A negligenciabilidade nfo é apenas um conceito matematico. E também um termo
comumente usado na vida cotidiana. Esta saturado de significado que pode ser
problematico nas aulas de matematica.

Em Le Robert online, o termo “insignificante” ¢ um adjetivo que se refere a “que
pode ser negligenciado, que ndo vale a pena levar em conta. ". E sinénimo de “que se
pode abandonar”, “minimo”, “insignificante”... Larousse online sugere: “O que pode
ser negligenciado, o que ndo deve ser levado em conta”. Para ilustrar esta definigao,
Larousse propde a seguinte expressao: “Tratar alguém ou algo como (a) quantidade
insignificante, ndo levando em conta a sua existéncia, a sua opiniao, considerando-0s
sem importancia”. Em arabe o termo insignificante pode ser traduzido pelas seguintes
expressdes: “bila kima” (Ch 4ed), “dha-il” (Ji=), “mouhmalon” (degx),
“mouhamachon” (uisg=)... Dependendo do contexto, use uma ou outra das

expressdes. Mas, com referéncia ao dicionario arabe online “Al Maany”, a ideia
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comum que emerge de todas estas expressdes €, como em francés: “o que nao €
importante”, “insignificante”, “pequeno”...

Em matematica, a negligenciabilidade admite uma definicdo que especifica, de
forma inequivoca, o seu significado e que envolve diversas nogdes matematicas.
Negligenciabilidade em seu uso comum n&o se refere a uma definicdo. O seu
significado esta profundamente ancorado nos usos quotidianos de acordo com as
exigéncias da situacdo e do estado socio-psicolégico do individuo: o que é
insignificante hoje pode ndo ser insignificante amanhd. O que é insignificante aqui
pode ndo ser insignificante em outro lugar. A negligéncia em seu uso atual é uma
avaliacdo subjetiva.

Em matematica, a negligéncia é uma nocéo relativa e ndo absoluta. Nao estamos
falando de uma funcédo desprezivel, mas sim de uma funcédo desprezivel comparada a
outra. A negligenciabilidade em matematica é uma relacdo de comparacdo explicita
entre duas funcdes. No seu uso comum, a negligéncia ndo requer comparacao
explicita. N@o precisamos colocar as coisas em perspectiva. O contexto pode ser
suficiente para compreender o significado buscado pelo uso da palavra insignificante,
mesmo que esse significado possa suscitar questionamentos, desentendimentos.
Camus (1947), por exemplo, em “A Peste” sublinha a manipulagcdo exercida pela
agéncia de inteligéncia Ransdoc que um dia anunciou a recolha de cerca de oito mil
ratos e no dia seguinte “...anunciou que o fendmeno tinha parado repentinamente e
que o servico de controle de roedores coletou apenas uma quantidade insignificante
de ratos mortos. A cidade respirava. » (pag.21).

Com este segundo anuncio, a agéncia Ransdoc, e por razdes politicas, quer
banalizar o fendmeno dizendo que é insignificante, e ndo merece continuar a
polémica.

Estas diferencas levam-nos a procurar compreender os possiveis efeitos didaticos
do significado da negligenciabilidade na vida quotidiana na conceitualizacdo da nogéo
de negligenciabilidade na matematica e em particular no desenvolvimento limitado,
entre certos estudantes.

Quando escrevemos uma expansao limitada de uma fungdo num ponto, fazemos
uma aproximacao polinomial desta funcdo nas proximidades deste ponto. Ou seja,

escrevemos esta funcdo como a soma de uma funcdo polinomial e uma funcéo
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desprezivel na frente desta funcdo polinomial na vizinhanga do ponto considerado.
Por exemplo, a expansdo limitada a ordem n na vizinhanca de 0 de uma funcéao f n-
vezes diferencidvel é dada por: f(x) = B,(x) + o(x™). B,(x) é a funcdo polinomial e
o(x™) é uma funcdo insignificante comparada a B,(x) na vizinhanca de 0. Dizer que
o(x™) é insignificante comparado a B,(x)faz sentido em matematica. “Ser
insignificante diante” ndo significa de forma alguma “ser insignificante”. No entanto,
na vida quotidiana “ser insignificante” muitas vezes significa “ser insignificante”.
Essa concepcéao de negligéncia do senso comum poderia impactar a conceituacao de
negligenciabilidade na aula de matematica, especialmente quando a notagdo “o
pequeno” permanece enigmatica, contendo areas cinzentas e, portanto, assimilada
superficialmente.

A negligenciabilidade é, portanto, um conceito de dupla cor. E um conceito
cotidiano e um conceito matematico. Sobre esse assunto, Brossard (2008) destaca a
forca e a fraqueza dos conceitos cotidianos e dos conceitos cientificos estudados na

escola:

[...] Os conceitos quotidianos sdo “fortes” na medida em que estdo
saturados de experiéncias concretas... mas tém um baixo grau de generalidade
(esta é a sua fraqueza). Por outro lado, os conceitos cientificos tém um elevado
grau de generalidade e sdo implementados de forma consciente e voluntaria
(esta é a sua for¢ca), mas no momento da sua transmissao, devido a sua pura
generalidade, ainda ndo permitem conceptualizar experiéncias concretas (ai
reside sua fraqueza) (BROSSARD, 2008, p. 76).

Em relacdo ao nosso questionamento, descobrimos que esta passagem é mais
significativa quando substituimos o termo “generalidade” pelo termo “precisdo”. Esse
conflito entre o conceito cotidiano e o conceito cientifico poderia levar alguns estudantes
a considerar, inconscientemente, o conceito cotidiano quando a situacao exige recorrer ao
conceito cientifico (BOERO; DOUEK, 2008) e (VYGOTSKI, 1934-1997). Isto pode ser
explicado pelo facto de o conceito quotidiano estar “saturado de experiéncias concretas”
(esta é a sua forca) e o conceito cientifico ndo ter realmente em conta as experiéncias
concretas (esta é a sua fraqueza). Brossard (2008, p.76) enfatiza que para que o estudante
adote o conceito cientifico & necessario levar em conta o conceito cotidiano a ele
associado e toméa-lo como ponto de partida para uma melhor conceituacdo do conceito
cientifico.

No nosso caso, a complexidade sintatica, que pode confundir o acesso aos
aspectos semanticos (DUVAL, 2006) na notacdo Landau, pode ser fonte de erros para

os desinformados. Esta complexidade poderia levar este Gltimo a reter apenas a ideia
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de negligéncia do conceito matematico, ignorando todos os detalhes ocultos pela
notacdo. Porém, apenas levar em conta na notacdo de Landau a ideia de negligenciavel
que interfere na ideia de negligenciavel no seu uso cotidiano poderia confundir alguns
estudantes. Aqui estd um exemplo de um erro possivel :

Determinar um desenvolvimento limitado nas vizinhangas de 0 de h(x) = e*cos(x)
2 2
sabendo que nas vizinhancas de 0, e* = 1 + x + x? +o(x?*)ecos(x) =1— x? + o(x3).

Um inadvertido pode proceder como segue:

2 2 2 3 2 4 3 4
A+x+9)(1-F)=1-Z+x-Z+-Z=1-x-2-Z
2 2 2 2 2 4 2 4

3 4
Logo na vizinhanga de 0, h(x) = e*cos(x) =1 —x — x? — x: + o(x*).

Ou isso ¢ falso. De fato:

h(x) = e* cos(x) = (1 +x + x2_2 + 0(x2)> ( 1- xz_z + o(x3)>

2 3 2 4 2

X X x x
=1 — — 3 - 3 I R 3 2
1 2+o(x)+x 2+xo(x)+2 4+20(x)+o(x)

x2
- 70(962) + o(x?)o(x?)

x3  x*
= 1—x———-
T TG

x? x?
+ <o(x3) +xo0(x3) + 70(x3) + o(x?) — 70(x2) + o(xz)o(x3))

_ 1 x3  x*

=l-x-7-7

+ (0(x®) + o(x*) + 0(x5) + 0(x?) + 0(x*) + 0(x"))
3 .4

=1-—x-— - I-I_ o(x?) car o(x™) + o(x™)

= o(xmin(m)) gy voisinage de 0.

Portanto,

2

h(x) = e¥*cos(x) = 1 —x + x? (—;—%+ 0(1)> =1—x+x%(o(1))

=1—x+o0(x?)
Nos pensamos que o retorno a primeira escrita X" e(x) = o(x™) com lirr(l) e(x) =0
X—>

2

pode ajudar a evitar certas dificuldades que poderiam gerar a notagdo “o pequeno’

desconectada de sua definicdo primeira. De fato, uma vez chegado a esta expressao:
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h(x) = e* cos(x)
x3  x*

=1y
XTS5 T,

x? x?
+ <0(x3) +xo0(x3) + 70(x3) +o(x?) — 70(x2) + o(xz)o(x3)>

nds podemos escrever
x x%  x* 3 4 5
h(x) =e*cos(x) =1—x -5 -5t (x e(x) +x*e,(x) + x°e5(x) +

x2e,(x) — x%e5(x) + x5g4(X)e; (X)) avec lim g(x) =0,Vi€{1,2,3,4,5,6,7}
X—

x  x? 2
—=—=+xgx) +x°e(x) +

donc h(x) = e*cos(x) =1 —x+x2< i

x3e3(x) + £,(x) — e5(x) + x3s6(x)£7(x)> =1 —x + x?&(x) puisque

x—0

x x?
lim (_E - +xe,(x) +x%e,(x) +x3e3(%) + £,(x) —&5(x) + x3£6(x)£7(x)>
= lime(x) =0
x—-0
De onde h(x) = e*cos(x) = 1 —x + o(x?).
A seguir, analisaremos uma troca que ocorreu entre estudantes e seus professores

em uma aula regular de matematica em torno de questdes relacionadas a notacédo

“pequeno o” de Landau.
Dificuldades relacionadas a notacdo Landau em uma aula

Ao discutir por acaso, em abril de 2021, com um colega matematico sobre as questdes
levantadas neste artigo, ele me contou que recentemente encontrou esse tipo de problema
com seus estudantes em um de seus cursos. no primeiro ano universitario do curso de
Engenharia Mecanica. O curso € ministrado em francés). Ele me informa que a ocasido
de um célculo simples relativo ao desenvolvimento limitado, uma troca entre os
estudantes o interpelou. Ele acrescenta que infelizmente ele ndo se encontrava
suficientemente sensivel em relacdo as dificuldades que surgiram. Esta troca ocorreu em
uma aula comum (LABORDE et al. (2002, p. 95) em um curso online que ocorreu no
més de marco de 2021 durante o periodo de confinamento (neste periodo o corona virus
estava em plena proliferacdo na Tunisia e as aulas online sdo incentivadas).

O professor reproduz a gravagao e me mostra a troca em questao.
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Atroca diz respeito a um simples exercicio de aplicacdo de desenvolvimento limitado
. !
nas vizinhangas de 0 de ordem 3 da funcao = e*.

Poucos minutos depois de propor aos estudantes, um deles se manifesta e sugere sua
correcdo. O professor anota o que diz em sua propria folha. Os escritos sdo entdo exibidos

nas telas dos estudantes:

E: (o estudante dita e o professor escreve): Nas vizinhangas de 0 fem-se 1T1x =1+

24 .3 3 x x2  x° 3 1 x
x+x“+x°+o(x°)e e =1+x+; +;+0(x).p0rtantoE—e =1+x+
24 .3 3 x2  x° 3 x? 5.3
x“+x*+o(x)-(1+x+ +5+o0(x°) = +-x

Apds uma dezena de segundos de silencio, o professor intervém:

En (o professor) : Vocés concordam?
E2 : Falta o o pequeno
EI Ele desaparece nés temos o(x3)menos o(x?)

Alguns estudantes dizem que ¢é preciso colocar o “ozinho” sendo nao é um

desenvolvimento limitado.

El : E verdade... é estranho... mas eles desapareceram ...
E2 : E preciso deixar um o pequeno...
E3 : Como o ultimo termo é o(x®) colocamos o(x3)

\ e ~ x? 5
O professor (En) acrescenta a tltima expressio o o(x3) : 5+ gx3+o(x3) e pede
explicacdes.
En : Por que é preciso colocar o o(x>) ?
E2 : O pequeno o ndo sai pois esse ndo é o mesmo. E uma quantidade
negligenciavel, mas ela ndo é a mesma...
El : Eundo compreend;...
E2 : O primeiro pequeno o é uma fungdo negligenciavel o segundo pequeno o
é uma outra fungdo negligenciavel. Portanto a diferenga ndo e nada é outra
fungdo negligenciavel
En : Pois é...estd claro ?...passamos se estd ao segundo exemplo...
Mas outro estudante, dando a impressdo de estar brincando, pergunta ao professor a
seguinte questio:
E4: (sua entonacdo mostra que ele esta sorrindo) Tem problema se ndo colocarmos o
zero?
En: O zero?... Nio ¢ zero. Tenha cuidado...E um pouco...
E4: Sim sim um pouquinho...é insignificante...no final ndo é nada...entdo n&o muda

nada...
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En: Mas claro que tem que colocar 0 0 pequeno sendo ndo havera igualdade...é
desprezivel sim mas ndo é nada...0o 0 pequeno representa a diferenca entre a fungéo e o
polindmio € pequeno mas nao € nada ... esta claro?

E2: Sim, sim, esta tudo bem...

En: Cuidado eh... passamos entdo para o segundo exemplo

Antes de analisar esta troca, gostariamos de salientar que ap6s discuss@es informais
com o professor, ele nos informou que as propriedades relativas ao tratamento da notagéo
“o pequeno” nao foram explicitamente ensinadas neste curso. Ele acabou de introduzir
esta notacdo durante a primeira definicdo de negligéncia. Disse-nos que a sua escolha se
justifica pelo fato de esta notacdo ser apenas uma ferramenta e ndo representar, por si
sO, um objetivo de ensino, isto por um lado e por outro em parte devido ao fato de por
falta de tempo alocado ao capitulo “desenvolvimentos limitados”, ele ndo pode se deter
muito nesta notacdo. Isso mostra que a dialética, ostensiva/nao ostensiva, no caso da
notagdo “ozinho”, ndo foi realmente trabalhada por esse professor. Neste posicionamento

encontramos a importante observagao de Bosch e Chevallard (1999):

O erro que consiste em supor que a percepg¢do dos ostensivos seria natural — ou
seja, ndo construida — explica em grande parte o que a teoria das situa¢fes tem
destacado sob o nome de estratégias didaticas de ostensdo. Por este termo
designamos a pratica em que o professor se limita a mostrar aos alunos um
objeto ostensivo na crenca de que se criard espontaneamente uma relacéo
adequada com esse ostensivo e, sobretudo, com 0s ndo ostensivos aos quais se
supde. consulte (pag. 92).

Analisemos agora as intervenc@es acima transcritas entre os alunos e o professor.
Esta breve troca mostra a dificuldade que alguns estudantes tém em conceituar o
significado e o papel da expressdo o(x3) no desenvolvimento limitado.
O estudante E1 parece considerar o(x®) como uma funcéo particular de modo que, para
ele, o(x3)- o(x?) da 0, por exemplo dizendo que f(x) -f(x) =0 sendo f qualquer funcio
real. Apesar da expressdo de sua perplexidade, ele admite ndo compreender seu erro
mesmo apos a observagao feita pelo estudante E2 quando afirma que “O pequenino ndo
sai porque ndo ¢ o mesmo. E uma quantidade insignificante, mas nio é a mesma coisa...”.
O erro cometido pelo aluno E1 revela sua dificuldade em compreender o significado
matematico da notacdo o(x3). Ele parece ndo perceber que o(x3)- o(x3)representa a
diferenca de quaisquer duas func@es, cada uma sendo insignificante comparada a x3 e
que, consequentemente, essa diferenca nédo é zero, mas sim igual a o(x?)).
O estudante E3 parece ter uma concepg¢do do “ozinho” que consiste em considerar
o(x™)como uma expressdao que € essencial e que deve aparecer na expressao de um

desenvolvimento limitado, ndo por razdes matematicas claras, mas por razdes formais: o
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termo que segue a funcao polinomial do monémio de maior grau é x™. O uso da palavra
“desde” na sua intervengdo parece-nos ser indicativo desta concepgdo. Alem disso, ele
ndo defendeu o seu ponto de vista posteriormente, 0 que poderia testemunhar a sua
incapacidade de explicar matematicamente a sua concepc¢éo do significado e do papel da
expressdo o(x™) num desenvolvimento limitado.

O estudante E4 levanta com sua intervencdo, ao final do trecho estudado, o
problema do senso comum da negligenciabilidade (Ressalte-se que esta intervencédo
inesperada esteve na origem do desenvolvimento do paragrafo acima intitulado
“Negligenciabilidade entre conotacdo matematica e o0 do bom senso). Pensamos que
0 uso da palavra “zero” para expressar o “o pequeno” ¢ um deslize que revela a
representacdo desse ostensivo que se aparece no final do desenvolvimento limitado.
Parece-nos que, para ele, esse ostensivo ndo desempenha um papel matematico
importante ou mesmo sem interesse por um desenvolvimento limitado. Para ele, o “o0”
¢, em ultima analise, “nada”, como ela diz em seu discurso. Porém, no senso comum
“zero” ¢ sindnimo de “nada”. Para se convencer, basta lembrar a conhecida expressao
“comecar do zero”, que significa comecar algo do “nada” com suas proprias
habilidades. A ideia de “nada” nao estd longe da ideia de negligéncia. Como
explicamos acima, no uso comum, o que € insignificante € muitas vezes sinbnimo de
“nada” ou “quase nada”. Além disso, 0 estudante E4 diz isso explicitamente na sua
intervengdo: “Sim, sim, o pouco... ¢ insignificante... no final ndo ¢ nada...".

Esta concepgédo de negligéncia parece estar na origem do seu questionamento:
“Sera falso se ndo colocarmos o zero? . Em resposta as suas dificuldades, o professor
esclarece que, por um lado, 0 “0” ndo é um “zero” ¢ que, por outro lado, este 0stensivo
na expressdo do desenvolvimento limitado desempenha um papel e que a sua auséncia
leva a ilegitimidade do uso do simbolo da igualdade. Ele enfatiza que este “0”
representa “...a lacuna entre a fung¢do e o polindmio...” e acrescenta que certamente
“...é

Ele é pequeno, mas ndo ¢ nada.” As suas explicagdes podem sensibilizar e convencer
certos estudantes do papel e significado do “o pequeno”, mas parece-nos que a utilizagdo
de uma representacdo grafica em que o professor especifique o significado do “o
pequeno” € essencial e pode ajudar 0s ndo advertidos a dar mais sentido a esse ostensivo.

Em artigo submetido para publicacdo, mostramos por meio de um exemplo numeérico que
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o resto do desenvolvimento limitado nem sempre é desprezivel e que o problema ligado
ao ostensivo “0” ¢ muito mais complexo do que parece.

Através dessa troca, percebemos que o professor, antes da intervencédo do estudante
E4, ndo problematizava realmente as dificuldades dos estudantes E1 e E3. Foi suficiente
e se apoiou na intervencdo do estudante E2, que parece conceituar a notacdo o(x™), para
avancar seu curso como se esta intervencdo fosse suficiente e suficientemente
transparente para que os demais superassem suas dificuldades. Essa pratica e classica

quando o professor esta sob influéncia do tempo didatico e que:

Ter em conta as respostas inesperadas dos alunos envolve um custo que
ele julga na acédo ser, sem dlvida, demasiado elevado face ao avanco e
progresso a garantir. Esse custo seria o de atrasar a producéo do tempo
didatico. (COTRET; GIROUX, 2003, p. 166).

Tambeém é possivel que o professor, em relacdo aos objetivos do seu curso, ndo tenha
visto as dificuldades dos alunos em relacédo a essa notacdo como algo que deveria ser
focado. Mas a pergunta do aluno E4 surpreendeu-o e viu-se obrigado a esclarecer algumas
coisas embora, em nossa opinido, as suas observagdes, como explicamos acima,
continuem a ser insuficientes para uma boa conceitualiza¢do da notagdo “pequeno o0”.

As diversas dificuldades que surgiram por esta breve troca entre os estudantes e o
professor mostram a importancia e a legitimidade do nosso problema. Eles revelam
especificamente a complexidade sintitica e semantica do aparentemente simples “0”
ostensivo de Landau. Embora muitos estudantes consigam superar esta complexidade,

outros, que nao estdo suficientemente informados, podem conceber mal esta notacao.

Concluséao

Neste artigo estudamos a opacidade relativa ao “0” ostensivo de Landau. Mostramos
que a simplicidade da estrutura sintatica dessa notacdo é apenas aparente e que na
realidade esconde uma complexidade semantica que pode ndo ser detectado por alguns
aestudantes. Este trabalho de investigacdo permitiu destacar que a utilizacdo do simbolo
da igualdade nesta notacdo embora represente um bem util, é uma fonte de dificuldades,
para uma pessoa desinformada, devido ao fato de o simbolo da igualdade que aparece
nesta a notagao “viola” a semantica classica da no¢cdo matematica de igualdade. Isto nos

leva a considerar esta classificacdo entre as ruins com referéncia ao modelo de Biletch et
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al. (2015) uma vez que transgride o terceiro critério de boa notacdo matematica,
nomeadamente “Compatibilidade com Convengdes Existentes”.

A negligenciabilidade, que estd intimamente ligada a notacdo “pequeno 0" de
Landau, € ao mesmo tempo um conceito matematico e um conceito cotidiano. Este
ultimo, que remete a concepgao comum a ideia de “nada” ou “quase nada”, pode impactar
a conceituagdo de negligenciabilidade na aula de matematica para determinados alunos,
principalmente quando a notacdo de Landau é assimilada superficialmente. As analises
que realizamos a partir de uma troca, em uma aula normal de matematica, entre alunos e
seu professor mostram a interferéncia do conceito cotidiano de negligenciavel na
atividade matematica. As analises também mostraram que alguns alunos ndo construiram
o significado matematico desta notacdo e que suas dificuldades estdo ligadas ao uso do
simbolo de igualdade na notacao de Landau.

Este trabalho de investigacdo necessita de ser enriquecido em Varios pontos, em
particular a observagdo de muitos estudantes manipulando a notagdo “pequeno o” de
Landau em situacfes matematicas mais complexas. Um estudo didatico com professores
de matematica e fisica em aulas normais sé poderd lancar mais luz sobre as reais
dificuldades relativas ao ensino e aprendizagem desta notacdo. Um estudo comparavel a

este sobre a notacdo “Grande O” também ¢ desejavel.

Recebido em: 16/12/2022
Aprovado em: 24/08/2023
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