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CorrelacOes entre os diferentes registros de representacao das quadricas no Ambiente
de Matematica Dinamica do GeoGebra: uma proposta para discriminacéo dos
possiveis casos de elipsoides
Correlations between the different representation registers of quadrics in GeoGebra's Dynamic
Mathematics Environment: a proposal for discrimination of possibles cases of ellipsoids

Nubia Guimarges?

Marcia Notare?
RESUMO

Esse artigo apresenta a andlise tedrica de uma abordagem informética para discriminag@o dos possiveis casos
de elipsoides. Conforme a Hipdtese Fundamental de Aprendizagem de Duval, a compreensdo de um conceito
matematico depende da coordenagdo de ao menos dois registros de representacdo. E, essa coordenacao entre
registros, depende da correlacdo entre as diferentes representacfes semidticas. Esse estudo vem apresentar uma
proposta que combina o uso do Ambiente de Matemética Dindmica do GeoGebra com a abordagem de Duval,
para viabilizar a correlacdo entre os diferentes registros de representacdo dos elipsoides. A anélise realizada
evidenciou que a proposta cumpre as condi¢cBes necessarias para a correlagdo entre esses registros de
representacéo.
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ABSTRACT

This article presents the theoretical analysis of an informatics approach for discrimination of possibles cases of
ellipsoids. According to Duval's Fundamental Learning Hypothesis, understanding a mathematical concept
depends on the coordination of at least two representation registers. This coordination between records depends
on the correlation between the different semiotic representations. This study presents a proposal that combines
the use of GeoGebra's Dynamic Mathematics Environment with Duval's approach, to enable the correlation
between the different representation records of ellipsoids. The analysis carried out showed that the proposal meets
the necessary conditions for the correlation between these representation records.

Keywords: Quadric Surfaces; Semiotic Representation Registers; GeoGebra Dynamic Mathematics
Environment; Objetos-de-pensar-com.

1. Introducéo
Esse artigo tem por objetivo apresentar a analise tedrica de uma abordagem informatica para
discriminacdo dos possiveis casos de elipsoides, associada a escolhas pedagdgicas baseadas na

hipbtese de aprendizagem de Duval. Como parte de uma pesquisa de doutorado, que investiga o
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processo de ensino e aprendizagem dessas superficies, este estudo teve varias motivacdes. Uma delas
refere-se a necessidade de enfrentamento dos obstaculos de aprendizagem comuns na préatica docente

em matematica.

A Geometria Analitica apresentou-se como um desafio pedagdgico em diversas oportunidades,
em especial, o conteudo de superficies quadricas. Englobando parte significativa dos conhecimentos
neste dominio, esse conteddo pode ter importante contribuicdo na formacdo do professor de
matematica. Aliado a isso, esta a questdo da insercdo tecnoldgica na pratica docente, que ainda
caminha a passos lentos no contexto brasileiro (MEDEIROS, 2020). Também a necessaria mudanca
de paradigma em relacdo as concepgdes sobre 0 processo de ensino e aprendizagem, em especial, 0
apoiado pelas tecnologias (GRAVINA; SANTAROSA, 1999; GUIMARAES et al, 2019; NOTARE;
BASSO, 2018).

Com base nisso, investigando o estado do conhecimento sobre o processo de ensino e
aprendizagem das superficies quadricas, verificamos que as pesquisas apontam para um privilégio
pelo uso do registro simbdlico, pouca indicacdo do uso de software e de abordagem das quadricas a
partir das conicas. E, quando as propostas de ensino utilizam as se¢des planas das quadricas, as
correlagcdes semidticas costumam ser negligenciadas (LONDERO, 2017; SALCEDO et al, 2021;
SIQUEIRA, 2018; SILVA, 2018).

Diante da complexidade epistemoldgica, cognitiva e didatica que envolve a aprendizagem das
quadricas, estudos sugerem estratégias de ensino que promovam maior engajamento dos estudantes;
mesclar atividades com as midias “lapis e papel” e software; uso de um procedimento informético
em sintonia com a abordagem de Duval para correlacionar registros simbdlicos e graficos; uso das
secOes planas dessas superficies e do GeoGebra para exploragdo dos aspectos visuais (LONDERO,
2017; SILVA, 2018; ALVEZ et al, 2019).

Apoiando-se nos conhecimentos ja construidos e, como recorte de uma pesquisa que aprofunda
a investigacdo sobre o processo de ensino e aprendizagem das quadricas, o presente artigo traz uma
proposta para viabilizar a correlagdo entre os registros simbdlicos, gréficos e em lingua natural dos

elipsoides.

Combinando o uso do Ambiente de Matematica Dindmica do GeoGebra com uma abordagem
elaborada por Duval, sdo propostas atividades concebendo a tecnologia como estruturadora do
pensamento (MEDEIRQOS, 2020; NOTARE; BASSO, 2016; GRAVINA; SANTAROSA, 1999;
GUIMARAES et al, 2020).
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2. Hipd6tese Fundamental de Aprendizagem

Segundo Duval, os problemas de compreensdo em matematica estdo relacionados ao carater
semiotico da atividade nessa area do conhecimento (DUVAL, 2003). Isso decorre do fato de que um
objeto matematico ndo possui existéncia fisica, sendo necessario o uso de representacdes semioticas
para acessa-lo e operar sobre ele. No exemplo deste estudo, 0 objeto cognitivo elipsoide pode ser

representado por uma equacdo (representacdo simbolica) ou gréfico (representacao grafica).

A denominacdo dada a esse objeto matematico (elipsoide) é a sua representacdo em lingua natural
que, nesse caso, sera dita geral. Uma representacdo em lingua natural sera considerada especifica
quando incluir termos que determinam a posicdo da superficie em relacdo ao sistema cartesiano
ortogonal. Cada representacdo semiética apresenta propriedades parciais do objeto representado e

pertence a um registro de representacdo que possui regras proprias de funcionamento.

As operacdes sobre os registros de representagdo séo classificadas em transformacgdes internas
(tratamentos) e externas (conversdes). Os tratamentos sdo transformacfes dentro de um mesmo
registro, como passar uma equacao da forma implicita para a explicita. As conversdes consistem na
passagem da representacdo semidtica em um registro de representacdo para 0 outro, como por

exemplo, a passagem da equacdo do elipsoide para o seu grafico, ou vice-versa.

Aplicando um teste a estudantes franceses apds o ensino de func¢des, Duval constatou que € na
conversdo entre registros de representacdo, que exige regras de correspondéncia semiética, onde
ocorrem 0s principais obstaculos a compreensdo em matematica (DUVAL, 2011). Para avaliar a
compreensdo em matematica, Duval utilizou o reconhecimento como critério cognitivo, uma vez que
compreender em matematica €, primeiramente, reconhecer 0s objetos matematicos representados
(DUVAL, 2012a). E, para Duval, uma atividade que envolva a conversdo entre representacoes € o
tipo de tarefa que permite estudar o reconhecimento dos objetos representados.

Tendo sido utilizado nas décadas de 80 e 90, esse critério cognitivo tornou-se a base para a
Hipdtese Fundamental de Aprendizagem de Duval, segundo a qual, para a compreenséo integral de
um conteddo conceitual é necessaria a coordenagdo de ao menos dois registros de representagdo. E
esta coordenagdo consiste na rapidez e a espontaneidade da atividade cognitiva de conversao
(DUVAL, 2012b).

Na Figura 1, apresentamos uma adaptacdo do esquema proposto por Duval para explicar como

estrutura-se o funcionamento cognitivo do pensamento matematico.

Figura 1 - Modelo cognitivo de funcionamento do pensamento matematico de Duval.
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Fonte: Autores (2023).

Neste esquema, 0 acesso ao objeto cognitivo “elipsoide” (representado) ocorre por meio de suas
representacdes: simbdlica (representacdo A) e grafica (representacdo B). Além do reconhecimento do
elipsoide em cada um desses registros de representacao, é necessario saber operar no interior de cada

registro de representacédo (tratamento) e transitar de um registro para o outro (conversao).

E, para a compreensao integral de um objeto matematico, torna-se necessaria a coordenacéo
entre a0 menos dois registros. Essa coordenagdo ou transito espontaneo entre os registros, por sua

vez, exige o estabelecimento da correlacdo entre as suas respectivas unidades significantes.

No modelo cognitivo proposto por Duval é possivel ver que a apreensdo conceitual
(conceitualizacdo) de um objeto matematico (conceito) depende da apreensdo ou producdo de
representacdes semidticas. E, mais que isso, a conceitualiza¢do implica coordenacdo de registros de
representacdo (DUVAL, 2012b) ou, segundo D’ Amore, a conceitualizagdo comega somente quando

se coloca em acdo a coordenacdo de dois registros de representacdo (MAGGIO, 2018).

Esse processo, que ndo € espontaneo no aprendiz, exige abordagem que oportunize tal
coordenacdo. A Abordagem de Interpretagdo Global das Propriedades Figurais proposta por Duval,
consiste na discriminacdo e correspondéncia entre as unidades significantes em cada registro.
Permitindo que se identifique o que é visualmente diferente de modo significativo, essas unidades
significantes favorecem a correlagdo entre 0s registros e 0 consequente transito entre estes

(conversdo), até a naturalizacéo dessas conversdes (coordenacao).

No caso de representacOes pertencentes a registros simbdlicos e graficos, Duval constatou que a
conversdao de uma representacdo grafica para simboélica ndo costuma ser tdo facilmente realizada,
como no caso contrario (DUVAL, 2009). Essas dificuldades aparecem inclusive em casos mais

simples, como o da funcéo linear, e mesmo apds o seu ensino (MORETTI, 2003). As correlagdes

Ensino da Matematica em Debate (ISSN: 2358-4122), Sdo Paulo, v. 11, n. 2, p. 23-39, 2024 26



geralmente utilizadas, abordagens ponto a ponto ou de extensdo do tracado, ndo carregam as

condicOes necessarias para superar essas dificuldades (DUVAL; MORETTI, 2011).

Vérios autores tém investigado formas de abordar os conhecimentos matematicos em sintonia
com a abordagem de Duval (DUVAL; MORETTI, 2011; MORETTI, 2003; SILVA, 2018). A secdo
a seguir apresenta uma analise tedrica das unidades significantes simbolicas e graficas, estas Gltimas

também conhecidas por variaveis visuais, para o caso do elipsoide.

3. Correlagdes entre registros simbolicos e gréficos dos elipsoides

Nessa secdo, serd apresentada uma analise tedrica das unidades significantes simbdlicas e
gréaficas, que possibilita a distingdo entre os tipos de elipsoides nos diferentes registros, a correlacao

entre esses registros e a constituicdo das representa¢fes em lingua natural.

O procedimento inicia-se com a discriminacdo das unidades significantes graficas a partir da
identificacdo do que é visualmente diferente. Essa discriminacdo das unidades significantes pode ser
obtida por meio da combinacdo dos valores de trés varidveis visuais do elipsoide: “comprimento dos

9 <6

eixos”, “posi¢do dos eixos em relacdo aos eixos coordenados” e “comprimento do eixo de medida

diferente” (SILVA, 2018).

2 2

L. . Y L. X 2z
O elipsoide com centro na origem tem representacdo simbolica — + L+ = 1, com
a bz = 2

a, b, c € IR e ndo nulos. As unidades significantes simbdlicas gerais, que diferenciam essa quadrica
das demais, podem ser identificadas a partir da composicdo dos membros da equacdo. Um lado da
equacdo consiste na soma de trés termos quadraticos e de coeficientes positivos e, o outro, na

constante unitéria positiva.

As intersec¢des dessa superficie com os planos coordenados séo trés elipses, com eixos dois

a dois comuns, que consistem nos trés eixos do elipsoide (Figura 2).

Figura 2 - Valores da variavel visual “comprimento dos eixos”.
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Fonte: Autores (2023).

A variavel visual “comprimento dos eixos” do elipsoide pode assumir trés valores: trés eixos
com medidas diferentes, dois eixos com medidas iguais e trés eixos com medidas iguais. As
representacfes em lingua natural especificas para esses trés casos serdo definidas, respectivamente,
como: elipsoide em a e B, esferoide alongado (ou achatado) em a e esfera de raio r, onde o e
correspondem aos eixos coordenados (eixo X, y ou z) sobre 0s quais encontram-se 0S maiores eixos

do elipsoide.

No caso dos elipsoides em a e B, a variavel visual “posi¢ao dos eixos em relagdo aos eixos
coordenados” pode assumir Seis valores visuais. Se 0 eixo maior estiver sobre o eixo das abscissas,
ha duas possibilidades para a posi¢do dos demais eixos: médio sobre 0 eixo das ordenadas e menor
sobre o eixo das cotas (elipsoide em x e y) ou médio sobre o eixo das cotas e menor sobre o eixo das

ordenadas (elipsoide em X e z).

De forma analoga, ha mais quatro possibilidades, duas para o caso do eixo maior sobre 0 eixo
das ordenadas (elipsoide em y e X, para 0 caso em que 0 eixo médio esteja sobre 0 eixo das abscissas;
ou elipsoide em y e z, para 0 caso em que 0 eixo médio esteja sobre o0 eixo das cotas) e duas para o
caso do eixo maior sobre o eixo das cotas (elipsoide em z e x, para 0 caso em que 0 eixo médio esteja
sobre o0 eixo das abscissas; ou elipsoide em z e y, para 0 caso em que 0 eixo médio esteja sobre 0 eixo

das cotas).

Por exemplo, a Figura 2a apresenta o caso em que o elipsoide tem eixo maior, médio e menor,
respectivamente, sobre o eixo das abcissas, das ordenadas e das cotas. Assim, sua representacao em
lingua natural especifica fica “elipsoide em x e y”. As unidades significantes simbolicas especificas
podem ser identificadas a partir dos denominadores dos termos quadréaticos das suas equagdes. No
caso deste exemplo, o maior denominador é o de x2, o médio é o de y2 e 0 menor é o de z2,

coincidindo com os eixos maior, médio e menor do elipsoide.

No caso dos esferoides, a variavel visual “comprimento do eixo de medida diferente” tem dois
valores visuais: o esferoide alongado em o, se a medida diferente for maior que as outras duas; e
esferoide achatado em a, se a medida diferente for menor que as outras duas. Alongado (ou achatado)
em o significa dizer que o eixo maior (ou menor) estd sobre o eixo o, onde a ¢ um dos eixos

coordenados (eixo X, y ou z), 0 que resulta em um total de seis casos.

No exemplo da Figura 2b, o eixo de medida diferente do esferoide esta sobre o eixo y e a
medida deste eixo é maior do que a medida dos demais. Assim, a representagdo em lingua natural

especifica para essa quadrica fica “esferoide alongado em y”. No caso dos esferoides, as unidades
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significantes simbolicas especificas referem-se a existéncia de dois denominadores iguais nos termos
quadréticos das equacdes e ao fato do denominador diferente ser maior ou menor do que os demais.
Nesse exemplo, os denominadores de x2 e z? sdo iguais e o denominador de y? é maior do que os

demais.

Por fim, no caso em que os trés eixos do elipsoide tém medidas iguais, temos uma superficie
esférica de raio 2 (Figura 2c). Dessa forma, obtemos treze possibilidades para o elipsoide: seis para
o caso dos elipsoides com trés eixos de medidas diferentes (elipsoide em a e ), seis para o caso em
que dois eixos tém medidas iguais (esferoide alongado ou achatado em o) e um para 0 caso de trés

eixos com medidas iguais (esfera de raio r).

Nessa secdo, foi possivel perceber que a aprendizagem em matematica envolve um processo
semidtico que inclui identificacOes, delimitacdes e regras de articulacBes entre registros. Como isso
nem sempre é uma tarefa facil, em especial no caso de superficies, a seguir discutiremos uma forma
de viabilizar a correlagdo entre registros com o apoio do Ambiente de Matematica Dindmica do
GeoGebra.

4. O GeoGebra na correlacdo entre os registros simbolicos e gréaficos

O tréansito entre os registros simbdlicos e graficos proposto para o caso das retas (DUVAL;
MORETTI, 2011) e das pardbolas (MORETT]I, 2003), exige um procedimento que inclua um
software para objetos matematicos mais complexos. O denominado Procedimento Informatico de
Interpretacdo Global, em sintonia com a abordagem proposta por Duval, permite a correlacdo entre
as unidades significantes simbolicas e graficas (MORETTI; LUIZ, 2010). O caminho informético
para as conversdes entre esses registros pode ser observado no esquema da Figura 3.

Para a correspondéncia entre as representacfes simbélicas (1) e gréficas (4), a conversdo no
sentido de (1) para (4) pode ser realizada por meio do uso de um software. E a volta, sentido de (4)
para (1), pode ser obtida a partir das unidades significantes graficas (3) e suas respectivas unidades
significantes simbolicas (2). Este ultimo caminho, consistindo em tratamentos em (1) para obter (2)
e em (4) para obter (3) e correspondéncia entre as unidades significantes simbdlicas (2) e gréaficas (3)
(MORETTI; LUIZ, 2010).

O GeoGebra é o software utilizado para a realizacdo desse procedimento informatico neste
estudo, que € um recorte de uma pesquisa de doutorado que investiga o processo de ensino e
aprendizagem das superficies quadricas. O acesso as quadricas nessa pesquisa ocorre a partir de

representacfes semidticas obtidas de diferentes recursos, que podem ser classificados em bi ou
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tridimensionais € em estaticos ou dindmicos. O termo “dindmico” opde-se ao ‘“‘estatico” pela

possibilidade de movimento.

Figura 3 - Procedimento Informatico de Interpretagdo Global
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Fonte: Autores (2023).

O acesso a um objeto matematico tridimensional pode ser obtido por meio de um desenho no
papel ou no quadro (representacdo 2D-estatica), de um modelo produzido com a impressdao 3D
(representacdo 3D-estética) ou de um gréfico obtido na janela de visualizagcdo 3D (representacdo 2D-
dindmica), através de imagens anaglifas ou com Realidade Aumentada (representacGes 3D-

dindmicas).

Todas essas representacdes podem ser obtidas por meio do GeoGebra e, as suas
potencialidades e limitacGes em revelar as propriedades do objeto matematico, consistem em objeto
de analise da pesquisa de doutorado. No presente recorte dessa pesquisa, 0 acesso € a manipulacéo
das representacdes graficas do elipsoide serd realizada por meio das representacBes semioticas
oriundas do Ambiente de Matematica Dindmica do GeoGebra.

Através de suas janelas de algebra e de visualizacdo, essa tecnologia permite 0 acesso e a
manipulacdo das representacdes graficas e simbolicas de objetos matematicos bi ou tridimensionais
(Figura 4).

Figura 4 - Representagdes simbdlica e grafica do elipsoide.
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Fonte: Autores (2023).

A possibilidade de obter uma representacdo manipulavel de um objeto matematico da lugar a
novas formas de pensar e fazer mateméatica (NOTARE; BASSO, 2016). Na Matematica apoiada no
uso de software, diferente da baseada em lapis e papel, hd uma moldagem reciproca entre pensamento
e tecnologia (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2014). Esses autores destacam que a producao
de conhecimento € condicionada pela tecnologia utilizada, que ndo é neutra, influenciando o

pensamento matematico.

A expressdo “matemdtica dindmica” surge das novas possibilidades de ‘“pensar-com
tecnologias” que esses sistemas proporcionam a atividade matematica (BASSO; NOTARE, 2015). A
movimentacdo oferecida pelo Ambiente de Matematica Dindmica do GeoGebra possibilita o
confronto entre a imagem mental do sujeito e a imagem oferecida pelo software (MEDEIROS;
BASSO, 2020). A mediacdo proporcionada por essa tecnologia permite que os alunos testem e

validem ou refutem suas hipoteses, (re)construindo seus conhecimentos.

Estudos que se dedicaram a analise do papel dos recursos digitais de matematica dindmica na
construcdo de conceitos, constataram que as representaces de um objeto matematico obtidas por
meio das tecnologias consistem em “objetos-de-pensar-com” (BASSO; NOTARE, 2015). Assim, na
construcdo de uma situacdo-problema, a tecnologia precisa ser um instrumento necessario para a
mobilizacdo do pensamento matematico (BASSO; NOTARE, 2015).

E nesse sentido que as ferramentas se situam nesse estudo, ndo apenas como uma forma de
acesso ao objeto de estudo, mas como estruturadora do pensamento matematico (MEDEIROS, 2020).
E, com base nessa concepcao, a secdo seguinte propde estratégias pedagadgicas envolvendo registros
de representagdo grafico, simbolico e em lingua natural dos elipsoides, visando conduzir o

participante ao transito espontaneo entre eles.
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5. Estratégias pedagdgicas para a coordenacao entre registros de representacdo dos elipsoides

As tecnologias digitais abrem novas possibilidades para o pensamento matematico, a partir de
situacbes com potencial para levar o aluno a compreensdo dos conceitos envolvidos (BASSO;
NOTARE, 2015; MEDEIROS; BASSO, 2020). Para isso, 0s métodos de ensino ndao podem
privilegiar a simples transmissdo de contetido, medindo o sucesso pela capacidade de reproduzi-lo,
sem evidéncias de compreensdo (GRAVINA; SANTAROSA, 1999).

A concepcdo de uma situacdo de ensino e aprendizagem com essa abordagem deve ter como
principio a construgdo do conhecimento a partir das a¢Ges do sujeito, mediadas por suas estruturas
mentais ja constituidas e/ou que vdo sendo construidas durante o processo. A aprendizagem nesta
perspectiva depende de acBGes que caracterizam o ‘fazer matematica’. experimentar, interpretar,
visualizar, induzir, conjecturar, abstrair, generalizar e, enfim, demonstrar (GRAVINA;
SANTAROSA, 1999). Diferente do papel passivo frente a uma apresentacdo formal do
conhecimento, baseada essencialmente na transmissdo ordenada de fatos, isso exige uma postura ativa

do aluno.

Os recursos digitais ddo acesso a numerosas representacdes, acrescentando novas relagoes entre
a acdo e o pensamento (NOTARE; BASSO, 2012, 2016, 2018; BASSO; NOTARE, 2015;
GRAVINA; SANTAROSA, 1999). Essas representacOes possibilitam ndo apenas 0 acesso ao objeto
matematico, mas também acgdes que desencadeiem a construcdo do conhecimento. Sdo as acdes,
inicialmente sobre objetos concretos, que se generalizam em esquemas, € num estagio mais avancgado,
sdo as acOes sobre objetos abstratos que se generalizam em conceitos e teoremas (GRAVINA;
SANTAROSA, 1999).

Na perspectiva de Duval, no inicio do ensino de um novo conteludo, € necessaria uma
aprendizagem centrada na converséo de representacdes (DUVAL, 2009). Com base nisso, nessa se¢ao
apresentaremos uma proposta que, em ambiente informatico, pode oportunizar a correlacdo entre 0s
registros graficos e simbdlicos dos elipsoides e possibilitar a constituicdo das representacdes em

lingua natural especificas dessas superficies.

As subsecBes a seguir apresentam as trés atividades propostas, cada uma explorando um dos

valores visuais da variavel “comprimento dos eixos” do elipsoide.

5.1. Elipsoides com trés eixos de medidas diferentes

Para o valor visual “trés eixos com medidas diferentes” da variavel “comprimento dos eixos”,
ha seis valores visuais obtidos da combinagéo com a variavel visual “posicdo dos eixos em relacao

aos eixos coordenados”. A primeira atividade apresentara uma estratégia pedagogica para possibilitar
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a descoberta pelo proprio aluno dos seis casos de elipsoides e a correlacdo entre seus registros

simbolicos e gréaficos, com constituicdo dos registros em lingua natural (Quadro 1).

Quadro 1 — Estratégia pedagdgica para identificar e correlacionar registros simbolicos, graficos e em lingua natural dos
seis casos de elipsoides com trés eixos de medidas diferentes.

No Ambiente de Matematica Dindmica do GeoGebra 3D, insira as equacdes dos elipsoides abaixo para
responder as questdes a seguir:

x2 yZ ZZ x2 y2 ZZ
i 4i=1e —+L+Z=1
9 12 4 16 8 2

a) Qual a diferenca visual entre eles?

b) Qual a relacéo entre essas diferencas graficas e as suas respectivas equacdes?

c) Existem outra(s) possibilidade(s) para a equacédo do elipsoide? Se sim, quantas e quais?

d) Obtenha os gréficos de todos 0s casos.

e) Como podemos denominar os diferentes casos de elipsoides de forma que seja possivel diferencia-
los?

Fonte: Autores (2023)

Para isso, sdo dados os registros simbdlicos de dois dos seis casos de elipsoides:

ZZ x2 2 ZZ

x? y? y
Tt tg =10 ts T3

9 16 =1

sendo solicitada a identificacdo das diferencas visuais entre eles, por meio do acesso, da manipulagéo
e da observacao das secdes planas de suas representacdes graficas, obtidas pelas interseccGes com
planos coordenados.

Inserindo as equacOes na janela de &lgebra do GeoGebra e, observando as correspondentes
representacdes graficas, € possivel constatar que ambos elipsoides tém trés eixos de medidas
diferentes. Porém, os eixos maiores, médios e menores em cada elipsoide posicionam-se de maneiras

distintas em relacéo aos eixos coordenados (Figura 5).

Figura 5 - Representagdes simbodlicas e graficas dos elipsoides (1) e (2).

() (b) (c)

Fonte: Autores (2023).
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No caso do elipsoide de equacao (1), os eixos maior, médio e menor ficam sobre os eixos das
ordenadas, cotas e abcissas, respectivamente (Figura 5b). Ja o elipsoide de equacdo (2) tem eixos
maior, médio e menor, respectivamente, sobre 0s eixos das abcissas, ordenadas e cotas (Figura 5c).
O GeoGebra possibilita a comparacao entre esses aspectos visuais com as respectivas caracteristicas

simbdlicas (Figura 5a).

Assim, é possivel verificar a relacdo entre os valores das medidas dos semieixos na
representacdo grafica e os denominadores das variaveis quadraticas na representacdo simbolica da
superficie. Os segundos correspondem aos quadrados dos primeiros, respeitando-se as posi¢oes dos
eixos dos elipsoides em relacdo aos eixos coordenados. Como os trés denominadores das variaveis
quadraticas sdo diferentes, esses elipsoides tém representacdes em lingua natural: (1) elipsoide em y
e z e (2) elipsoide em x e y. Isso porque no primeiro caso 0s eixos maior e medio do elipsoide estéo
sobre os eixos coordenados y e z e, no segundo, sobre x e y.

A seguir, essa atividade convida a pensar sobre a existéncia de outros casos de elipsoides em o ¢
B e, na sequéncia, estabelecer as demais correlacBes entre as unidades significantes simbdlicas e
graficas. Por fim, sendo proposta uma forma de designar os elipsoides de maneira Unica, sdo

constituidas as representacdes em lingua natural para cada um dos seis casos.

Desse modo, ficam identificados os seis casos de elipsoides com os trés eixos de medidas

diferentes e correlacionadas as representacées graficas, simbdlicas e em lingua natural.

5.2. Elipsoides com dois eixos de medidas iguais

Na segunda atividade, s&o tratados os casos oriundos do valor visual “dois eixos com medidas
iguais”, casos em que se tem um elipsoide de revolugdo ou esferoide (Quadro 2). Um esferoide é uma

forma geométrica que pode ser obtida pela rotacdo de uma elipse em torno de um de seus eixos.

Quadro 2 — Estratégia pedagdgica para identificar e correlacionar os registros simbélicos, graficos e em lingua natural
dos seis casos de elipsoides com dois eixos de medidas iguais.

Um esferoide ou elipsoide de revolucéo € uma superficie quadrica obtida através da rotacao de uma elipse
ao redor de um de seus eixos principais. Para responder as questdes a seguir, abra o arquivo do GeoGebra
denominado ‘RS, RG e RLN dos esferoides’. Mova o ponto P e observe o esferoide obtido a partir do giro
da elipse apoiada na circunferéncia.

a) Quais as caracteristicas visuais do esferoide?

b) Qual a relacdo entre as suas caracteristicas visuais e a sua equacdo?

c) Existem outros casos possiveis para os esferoides? Se sim, quantos e quais?

d) Obtenha os gréficos de todos os casos, a partir das suas equacdes.

e) Como podemos denominar os diferentes casos de esferoides de forma que seja possivel
diferencia-los?

Fonte: Autores (2023)
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O problema inicia com a identificacdo das caracteristicas visuais do esferoide por meio das
secOes planas, que podem ser obtidas por cortes dessas superficies com os planos coordenados. Para
isso, um arquivo do GeoGebra apresenta um ponto mdvel sobre uma circunferéncia na janela de
visualizacdo 2D e uma elipse apoiada nessa circunferéncia na janela de visualizacdo 3D (Figura 6).
Com a funcéo rastro habilitada, ao mover o ponto P sobre a circunferéncia na janela de visualizacéo

2D (Figura 6a), obtém-se o esferoide na janela de visualiza¢do 3D (Figura 6b).

Figura 6 — Arquivo no GeoGebra denominado “RS, RG e RLN dos esferoides”.

(@ (b)
Fonte: Autores (2023).

No primeiro momento, € proposta a diferenciacdo entre esferoides e elipsoides, a partir da
observacao da representacao grafica obtida na janela de visualizacdo 3D do GeoGebra. Observando
as caracteristicas visuais do esferoide, por meio dos cortes por planos coordenados dessa superficie,

0 aluno pode constatar que dois dos seus eixos tém medidas iguais.

A partir dos valores visuais identificados, a correlacéo entre os registros graficos e simbélicos
é proposta por meio da obtencdo de um exemplo de registro simbolico que represente esse esferoide.
Ao inserir equacdes na janela de algebra, o aluno pode confirmar ou refutar suas conjecturas, apoiado
na mediacdo oferecida pelo software. A seguir, partindo da relacdo estabelecida entre as
caracteristicas visuais e simbodlicas, é proposta uma generalizacdo com a representacdo simbolica de

um esferoide qualquer.

Na sequéncia, é solicitado que se identifiguem os demais casos de esferoide, considerando as
possiveis posicdes em relacdo aos eixos coordenados e o tamanho do eixo de medida diferente em
relacdo aos demais. Inserindo as representacdes simbdlicas em novo arquivo do GeoGebra e
visualizando as correspondentes representagdes graficas, o estudante pode explorar as possiveis
posicdes do esferoide. Confirmando ou refutando suas conjecturas, ele pode constatar que além dos
trés casos em que o eixo de medida diferente € maior do que os outros dois, ha mais trés casos com

este eixo menor do que os demais.
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Apos a diferenciacdo entre os seis casos de esferoides, € proposta uma discussdo para
constituir as representa¢cdes em lingua natural, quando o aluno pode ser conduzido a pensar em como
denominar essas superficies de modo que seja possivel diferencia-las. No caso do esferoide proposto
nessa atividade, o eixo de medida diferente é maior do que os demais e estd sobre o eixo dos z,

portanto a representacdo em lingua natural sera dita “esferoide alongado em z”.

Assim, ficam identificados os seis casos de elipsoides com dois eixos de medidas iguais e

correlacionados os registros graficos, simbolicos e em lingua natural.
5.3. Elipsoides com trés eixos de medidas iguais

Na ultima atividade, é tratado o caso oriundo do valor visual “trés eixos com medidas iguais”,

caso em que se tem uma esfera (Quadro 3).

Quadro 3 — Estratégia pedagdgica para identificar e correlacionar os registros simbélicos, graficos e em lingua natural
dos elipsoides com os trés eixos de medidas iguais.

Superficie de revolucéo € a superficie gerada pela rotagdo ou revolucdo de uma curva em torno de uma
reta.

a) Que superficie de revolugéo é obtida pela rotacdo de uma circunferéncia? Obter no GeoGebra.

b) Quais as caracteristicas visuais dessa superficie?

¢) Qual a relacdo entre essas caracteristicas visuais e a sua equagao?

d) Como podemos denominar essa superficie?

Fonte: Autores (2023)

O problema é proposto indagando que superficie de revolucao é obtida pela rotacdo de uma
circunferéncia. Uma superficie de revolucdo € a superficie obtida pelo giro de uma curva em torno de
uma reta. Diferente da atividade de exploracdo proposta para os esferoides, aqui o aluno é convidado
a obter a representacdo grafica da esfera, a partir da rotacdo de uma circunferéncia em torno de um

dos eixos coordenados.

Dessa forma, a atividade requer exigéncias cognitivas maiores, aprofundando a construcao do
conhecimento do estudante. Além de verificar a sua resposta a primeira questdo desta atividade, o
aluno pode constatar que a diferenga em relagdo aos demais casos de elipsoides € que todos 0s eixos
tém medidas iguais. Assim, a observacdo das se¢des planas obtidas por cortes dessas superficies com
os planos coordenados possibilita a verificagdo de que se trata do caso unico de uma “esfera de raio

r”, representacdo em lingua natural que pode ser constituida nessa oportunidade.

Para correlacionar os registros simbolicos e graficos, o aluno pode inserir equacdes de
elipsoides com os trés denominadores de medidas iguais em novo arquivo do GeoGebra, visualizando

as correspondentes representacdes graficas. Explorando essas possibilidades por meio do software,
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ele pode confirmar que a esfera de raio r é o unico caso para o valor visual “trés eixos de medidas

iguais”.

Além disso, convidando o aluno a pensar sobre a relagdo entre as caracteristicas visuais dessa
superficie e a sua representacdo simbolica, € possivel conduzi-lo a percepcdo de que os valores dos
denominadores das trés variaveis quadraticas sao iguais e referem-se ao raio da esfera. Por fim, é
proposta uma generalizacdo ao obter a representacdo simbdlica de uma esfera qualquer, o que

confirma e complementa as constatac6es obtidas pelo aluno.

Assim, com as trés atividades propostas nessa se¢édo, é possivel identificar os treze casos para
os elipsoides e correlacionar seus registros graficos, simbélicos e em lingua natural. E importante
observar que o relevante papel do GeoGebra é indissociavel de estratégias pedagodgicas que

promovam o pensamento matematico por meio das tecnologias.
6. Considerac0es finais

A conversdo das representacdes semioticas constitui atividade cognitiva menos espontanea e
mais dificil de adquirir para a grande maioria dos alunos. Assim, a mudanca de registro € uma variavel
fundamental em didatica, uma vez que ou ela facilita a aprendizagem ou oferece procedimentos de
interpretacéo (DUVAL, 2009).

Com base nisso, a situacao de ensino e aprendizagem proposta através das trés atividades na
secdo anterior, envolveu o0 acesso ao objeto matematico por meio de representacdes simbdlicas,
graficas e em lingua natural e a correlacdo entre esses registros. A atividade cognitiva de conversao
permeou todas as atividades propostas, sendo possibilitada pelo Ambiente de Matematica Dindmica

do GeoGebra, que permitiu 0 acesso e a manipulacdo das representacfes semidticas.

No entanto, com a simples inser¢do de uma equacdo na janela de algebra ndo ha garantia de
ganho cognitivo. O potencial do GeoGebra precisa estar aliado a estratégias pedagdgicas que
possibilitem estabelecer relaces entre as diferentes representacdes. E, seguindo cuidadosamente a
Hipdtese Fundamental de Aprendizagem de Duval, a situacdo de ensino e aprendizagem proposta

busca atender as condi¢des necessarias para a correlacdo entre esses registros de representacao.

Para promover o engajamento em atividades que envolvam a experiéncia, a deducdo e a
autonomia por meio do fazer para compreender, a abordagem pedagogica proposta coloca o aluno
como protagonista no processo de construcdo do seu conhecimento. Com exigéncias progressivas, as
atividades envolvem a exploracdo, a construgdo e a criagdo, esta Ultima considerada um nivel mais

avancado de compreensdo na teoria piagetiana.
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As atividades propostas para o uso do GeoGebra possibilitam que os alunos realizem acdes
inerentes ao fazer matematica, experimentando, interpretando, conjecturando, generalizando etc. E a
mediac&o oferecida pelo software permite que o aluno teste suas conjecturas, validando ou refutando
suas hipoteses, desenvolvendo habilidades que permitam continuar aprendendo de forma cada vez

mais autbnoma.
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