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Figuras isoperimétricas equivalentes, pentaminds e geoplano

Equivalent isoperimetric figures, pentominoes, and geoboard

Inacio de Sousa Fadigas'
Jeane de Jesus Soares?

RESUMO

Este artigo apresenta uma investigacdo sobre estratégias para a construgdo de figuras poligonais
isoperimétricas (aquelas com mesmo perimetro) e equivalentes (aquelas com mesma drea),
utilizando como base elementos da geometria recreativa e manipulativa. O objetivo ¢ usar as
propriedades de isoperimetria e equivaléncia de poliminos, em particular de pentaminds, em
combinag¢do com o geoplano, como recursos didaticos para a construgdo de figuras poligonais
isoperimétricas e equivalentes. No presente estudo, adotou-se uma abordagem metodologica
baseada em um ensaio tedrico, com potencial para aplicagdo em contextos de ensino e
aprendizagem. Tal abordagem apresenta potencial para o ensino e a aprendizagem, pois
possibilita uma compreensdo aprofundada dos mecanismos envolvidos na concepgdo dessas
representacoes e sua func¢do pedagogica. Os resultados indicam que a articulagdo entre
pentaminos e geoplano configura uma estratégia didatica eficaz para o ensino e a aprendizagem
de conceitos geomeétricos, favorecendo a visualiza¢do, comparagdo e andlise de propriedades
métricas de figuras planas.
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ABSTRACT

This article presents an investigation into strategies for constructing isoperimetric polygonal
figures (those with the same perimeter) and equivalent figures (those with the same area), based
on elements of recreational and manipulative geometry. The objective is to use the properties of
isoperimetry and equivalence of polyominoes, particularly pentominoes, in combination with the
geoboard as didactic tools for constructing isoperimetric and equivalent polygonal figures. The
study adopts a methodological approach grounded in a theoretical essay, with potential
applicability in teaching and learning contexts. This approach is pedagogically valuable, as it
enables a deeper understanding of the mechanisms involved in designing such representations and
their educational function. The results indicate that the integration of pentominoes and the
geoboard constitutes an effective didactic strategy for teaching and learning geometric concepts,
promoting visualization, comparison, and analysis of metric properties of plane figures.
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Introduciao

O estudo de areas e perimetros de figuras planas constitui um contetido
fundamental da matematica escolar, sendo contemplado nas diretrizes curriculares
brasileiras desde os primeiros anos do Ensino Fundamental. Esse tema esta presente
tanto nos anos iniciais (do 3° ao 5° ano), quanto nos anos finais (do 6° ao 9° ano),
conforme estabelecido pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), com o objetivo
de desenvolver a compreensdo geométrica e a capacidade de resolucdo de problemas
envolvendo medidas. Embora o célculo de areas e perimetros seja relativamente direto
para figuras geométricas elementares, como retangulos, triangulos e circulos, a
generalizagao desses conceitos para figuras planas arbitrarias pode envolver um grau de
complexidade significativamente maior. Nessas situagdes, torna-se necessario o uso de
ferramentas matematicas mais avancadas, como o Calculo Integral, que permite a
determinagdo precisa de areas sob curvas e de contornos irregulares. Por outro lado, a
relagdo entre area e perimetro ¢ um tema que possui raizes historicas profundas,
remontando a Antiguidade Classica. Essa conexdo ¢ ilustrada desde relatos lendarios,
como a fundacdo de Cartago, até investigagdes matematicas realizadas por matematicos
notaveis como Zenodoro e Papus de Alexandria (BOYER, 1996, p. 217; GARBI, 2010,
p. 87-89). O aprofundamento tedrico desse vinculo culminou em formulagdes rigorosas,
como a demonstragdo de Jakob Steiner sobre problemas isoperimétricos, posteriormente
aperfeicoadas por Karl Weierstrass e outros matematicos do século XIX (COURANT e
ROBBINS, 1971, p. 383-385). Todo esse desenvolvimento histérico e matematico
converge para a resolugdo de uma questdo aparentemente simples: dentre todas as
figuras planas com o mesmo perimetro, qual apresenta a maior area? Essa indagagao,
conhecida como problema isoperimétrico, motivou importantes avangos na geometria.
A demonstra¢do de que o circulo ¢ a figura que maximiza a area entre todas as que
possuem perimetro fixo levou a formulacao do que hoje ¢ denominado desigualdade
isoperimétrica.

No contexto das relagdes entre perimetro e area, embora distinta da desigualdade
isoperimétrica classica, a questdo abordada neste estudo refere-se a uma problematica

de natureza mais elementar. Especificamente, investiga-se a construcao de figuras
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poligonais simples que apresentem simultaneamente o mesmo perimetro (figuras
isoperimétricas) € a mesma area (figuras equivalentes), a partir da justaposicdo e
recortes de poliminds. A problematica pode, portanto, ser compreendida sob a
perspectiva da equivaléncia isoperimétrica. Este artigo propde uma analise de
estratégias para a obten¢do de figuras poligonais que sejam simultaneamente
isoperimétricas e equivalentes, a partir da composi¢do com poliminds, com €nfase nos
pentaminds, explorando suas construcdes e transformacdes no geoplano, este como
recurso didatico manipulavel e investigativo.

A proposta apresentada alinha-se aos pressupostos da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), especialmente nas competéncias previstas para o Ensino
Fundamental. No componente de Matematica, especificamente na unidade tematica
Grandezas e Medidas para o 4° ano do Ensino Fundamental, consta entre os objetos de
conhecimento o topico “Areas de figuras construidas em malhas quadriculadas”. A
habilidade associada, descrita como (EF04MAZ21), orienta que os estudantes devem
“medir, comparar e estimar area de figuras planas desenhadas em malha quadriculada,
pela contagem dos quadradinhos ou de metades de quadradinho, reconhecendo que duas
figuras com formatos diferentes podem ter a mesma medida de area” (BRASIL, 2018,
p. 292-293). Tal diretriz corrobora a relevancia pedagdgica da abordagem adotada neste
estudo, que articula conceitos de area e equivaléncia por meio de representagdes em
malhas. No 5° ano do Ensino Fundamental, ainda no dmbito da unidade tematica
Grandezas e Medidas, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) contempla, entre os
objetos de conhecimento, o topico “Areas e perimetros de figuras poligonais: algumas
relacdes”. A habilidade correspondente, identificada como (EFO5SMA20), estabelece que
os estudantes devem ‘“‘concluir, por meio de investigacdes, que figuras de perimetros
iguais podem ter areas diferentes e que, também, figuras que t€ém a mesma area podem
ter perimetros diferentes” (BRASIL, 2018, p. 296-297). Essa diretriz evidencia a
importancia do desenvolvimento de estratégias investigativas no ensino de relagdes
métricas, em consonancia com a abordagem proposta neste estudo. No 7° ano do Ensino
Fundamental, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) mantém a articulagdo com o
tema na unidade temadtica Grandezas e Medidas, ao incluir, entre os objetos de
conhecimento, a “Equivaléncia de area de figuras planas: calculo de areas de figuras que
podem ser decompostas por outras, cujas areas podem ser facilmente determinadas,

como triangulos e quadrilateros”. A habilidade associada, descrita como (EFO7MA32),
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orienta os estudantes a “resolver e elaborar problemas de calculo de medida de 4rea de
figuras planas que podem ser decompostas por quadrados, retingulos e/ou tridngulos,
utilizando a equivaléncia entre areas” (BRASIL, 2018, p. 308-309). Essa diretriz
reforga a relevancia da decomposicdo e recomposi¢ao de figuras como estratégia
pedagbgica para o desenvolvimento da compreensdo sobre equivaléncia de dareas,
fundamento central da proposta apresentada neste trabalho.

Considera-se que a compreensao da relagdo entre os conceitos de area e
perimetro, conforme abordada neste estudo, por meio das propriedades isoperimétricas
dos pentaminos e da manipulacdo dessas figuras no geoplano, revela-se pertinente tanto
para o docente, no contexto do ensino, quanto para o discente, no processo de
aprendizagem. Embora a literatura cientifica aborde, separadamente, temas como area,
perimetro, pentaminos e o uso do geoplano, identificou-se uma lacuna no que se refere a
articulagdo desses elementos na andlise de figuras poligonais isoperimétricas
equivalentes.

A estrutura do artigo estd organizada da seguinte maneira: o topico Pentaminos e
Geoplano, apresenta as definigdes fundamentais, uma breve contextualizagdo histérica
sobre a origem desses elementos, bem como as propriedades relevantes para a
investigacdo proposta. No topico Extensdo da propriedade dos pentaminos a figuras
poligonais isoperimétricas e equivalentes, sdo analisadas figuras derivadas dos
pentaminds, construidas por meio de combinagdes e transformagdes geométricas
apropriadas. Ao final dessa se¢do, discute-se ainda a viabilidade de estender a anélise a

outros tipos de poliminds, ampliando o escopo da proposta.

Pentaminds e Geoplano

O termo poliminé foi introduzido pelo matematico Solomon W. Golomb,
inicialmente em seu artigo Checker Boards and Polyominoes (Golomb, 1954), e
posteriormente consolidado na obra Polyominoes (1965). Essa publicacdo, mais tarde
ampliada sob o titulo Polyominoes: Puzzles, Patterns, Problems, and Packings
(Golomb, 1994), tornou-se uma referéncia fundamental para investigagcdes e
desenvolvimentos subsequentes na area. O termo ¢ utilizado para designar "formas
construidas pela conexao de um determinado nimero de quadrados congruentes, cada

um dos quais deve estar unido a pelo menos outro quadrado ao longo de uma de suas
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bordas" (Golomb, 1994). Conforme a quantidade de quadrados unitarios que os
compdem, os poliminds sdo classificados como monominé (1 quadrado), dominé (2
quadrados), trimin6 (3 quadrados), tetramind (4 quadrados), pentamind (5 quadrados),
hexamino6 (6 quadrados), entre outros. Cada tipo de poliminé pode ser representado no
plano por um conjunto distinto de pecas, cuja quantidade ¢ determinada pelas diferentes
combinagdes possiveis dos quadrados, desconsiderando transformagdes por simetria
reflexiva e simetria de rotagdo. Como resultado da classificacio segundo as
combinagdes distintas, desconsideradas as simetrias por rotagao e reflexao, tem-se que:
o monomind e o domind possuem apenas uma pega cada; o trimind apresenta 2 pegas
distintas; o tetramind, 5 pecas; o pentamind, 12 pegas; o hexamind, 35 pegas, e assim
sucessivamente. A escolha do pentamindé como objeto central de andlise nesta pesquisa
fundamenta-se em diversos fatores: (i) o nimero reduzido de pecas nos casos do
monomind, domind e trimind limita a diversidade necessaria para a exploracdo das
propriedades isoperimétricas; (ii) embora o tetramind possua cinco configuragdes
distintas, uma delas apresenta perimetro inferior ao das demais, o que compromete a
isoperimetria; (iii)) o hexamind, por sua vez, apresenta uma quantidade relativamente
elevada de pecas, sendo que oito delas possuem perimetros inferiores aos das demais, o
que dificulta a andlise comparativa entre figuras isoperimétricas. O pentamind ¢
constituido pela justaposicdo de cinco quadrados congruentes, unidos ao longo de suas
bordas, resultando em 12 configuragdes distintas, quando desconsideradas as simetrias
de rotacdo e reflexdo. Dentre essas pegas, apenas uma apresenta perimetro inferior ao
das demais, o que favorece a analise de propriedades isoperimétricas. Além disso, a
escolha do pentaminé neste estudo também se justifica por sua utilizagdo como recurso
manipuldvel em investigacdes voltadas ao ensino e a aprendizagem de conceitos
geométricos.

A Figura | apresenta as 12 configuragdes distintas de pentaminds. Cada uma
dessas configuragdes pode ser considerada uma pega pertencente ao conjunto dos
pentaminds. As pecas sdo tradicionalmente identificadas por letras do alfabeto latino,
atribuidas com base em sua semelhanga visual com essas letras (Golomb, 1996, p. 6).
Essas pecas podem ser confeccionadas utilizando-se papeldo, madeira fina, plastico
rigido ou outros materiais apropriados, tornando-as materiais manipuléveis. Seu uso ¢é
recorrente em atividades didaticas, especialmente em problemas de ladrilhamento, jogos

geométricos e tarefas exploratorias no ensino de geometria.
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Figura 1 — Representacdo dos pentaminos e suas denominagdes usuais

[ I HESER

v W X Y Z

Fonte: Autores

Uma propriedade fundamental dos pentaminés, decorrente diretamente de sua
defini¢do, ¢ que todas as pecgas possuem a mesma area, correspondente a 5 unidades de
medida quadrada. Além disso, essas figuras sdo equidecomponiveis, ou seja, podem ser
subdivididas e reconfiguradas em partes congruentes de modo a formar outros
poligonos de mesma area. Quanto ao perimetro, observa-se uma regularidade derivada
do processo construtivo: com excecdo da peca identificada pela letra “P”, que tem
perimetro de 10 unidades, todas as demais possuem perimetro igual a 12 unidades de
medida linear. Dessa forma, as 11 pegas restantes constituem um conjunto de figuras
poligonais isoperimétricas equivalentes.

O geoplano configura-se como um instrumento pedagogico relevante para o
ensino e a aprendizagem de conceitos matemadticos, especialmente no ambito da
geometria. Apesar da limitada acessibilidade as fontes primdrias concernentes a sua
génese e aplicacdo inicial, a literatura especializada, a exemplo de De Bock e
Vanpaemel (2015), atribui a sua invencdo, na década de 1950, a Caleb Gattegno,
educador, psicologo e matematico de nacionalidade egipcia, com o propdsito de aplicar
ao ensino de geometria. Ademais, em consondncia com os referidos autores, Vahamme
(1955) explora a ferramenta em suas multiplas facetas, complementando que o proprio
Gattegno explicou a aplicabilidade de geoplanos de distintas dimensdes, tanto na
geometria elementar quanto em topicos de maior complexidade. Conforme amplamente
documentado na literatura especializada, o geoplano tradicional caracteriza-se por uma
base plana de formato quadrangular, tipicamente confeccionada em madeira ou outros
materiais como um plastico rigido. Nesta base, sao fixados pinos, geralmente metalicos
ou de madeira, dispostos de maneira a constituir uma grade regular de pontos
equidistantes. O espacamento ortogonal (horizontal ou vertical) entre pinos adjacentes ¢

convencionalmente adotado como a unidade de medida de comprimento. A construgdo
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de figuras geométricas planas ¢ efetuada mediante a aplicacdo de elasticos, os quais, ao
serem tensionados entre os pinos, facilitam a visualizacdo e a manipulagdo de formas
como quadrados, retangulos, tridngulos e outros poligonos simples.

A aplicagdo mais proeminente do geoplano reside na determinacao de areas de
poligonos simples, frequentemente empregando o Teorema de Pick. Este teorema, cuja
descoberta ¢ atribuida a Georg Alexander Pick e cuja publicacdo original data de 1899,
obteve maior disseminacao a partir da publicagdo da obra "Mathematical Snapshots" de
H. Steinhaus (STEINHAUS, 1969, p. 100). O teorema postula que, para um poligono
simples cujos vértices estdo localizados em pontos de coordenadas inteiras de uma
malha, e definindo i como o numero de pontos inteiros situados no interior do poligono
e f como o numero de pontos inteiros coincidentes com sua fronteira, a area 4 do

poligono ¢ expressa pela seguinte relagao (1), conhecida como formula de Pick:
_f ;o
A==+1-1 (1)

No que concerne a poligonos delimitados exclusivamente por segmentos de reta
horizontalmente ou verticalmente em relagdo a malha do geoplano, a determinacao do
comprimento do perimetro limita-se a quantificagdo dos segmentos unitarios (espacos
entre pinos adjacentes) que compdem o contorno da figura geométrica. Com excegao do
pentamindé denominado “P”, todos os demais apresentam perimetro de 12 unidades
lineares. Por defini¢do, os pentaminods, considerados como poligonos, podem ser
representados em um geoplano retangular. Dado que esses poligonos ndo possuem
pontos interiores, a aplicagdo da Equacgdo (1) aos 11 pentaminds isoperimétricos
equivalentes resulta em f=2(4+1) e sendo A= 5 unidades quadradas, obtém-se f =12, o
que indica que esses pentaminds possuem 12 pontos do geoplano localizados em sua
fronteira. Como os pentaminds sdo poligonos, o valor de f corresponde numericamente
ao seu perimetro, o que confirma a consisténcia com quantificacdo previamente
realizada. Esse resultado ndo apenas evidencia a relacdo entre os pentaminds e a
formula de Pick, como também fornece um método para a determinacao do perimetro
de outros poliminds sem pontos interiores. Por exemplo, para 0 monomind o perimetro
p =f=2(1+1) = 4, enquanto para os hexaminds (sem pontos interiores) tém-se o valor p
=f=2(6+1) = 14.

Cabe destacar a existéncia de versdes digitais do geoplano, como o geoplano

virtual, nas quais o perimetro de poligonos pode ser exibido automaticamente pelo
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sistema. Entretanto, esse valor ¢ obtido por meio de algoritmos implementados no

software, ndo sendo resultado direto de uma acao do usuério.

Extensao da propriedade dos pentaminds a figuras isoperimétricas e equivalentes

Neste topico, analisamos como ampliar as propriedades de isoperimetria e
equivaléncia observadas nos pentaminds para outras formas poligonais, por meio da
combinag¢do de duas ou mais pecas, bem como por modificagdes na malha quadriculada.
O objetivo ¢ obter figuras poligonais que preservem a propriedade de isoperimetria
equivalente. Para isso, introduzimos dois tipos fundamentais de manipulacdo: (i) a
justaposicao de pecas e (ii) o “recorte” retilineo das pecas, de modo a gerar figuras

poligonais com lados contendo segmentos diagonais.

Justaposi¢cdo de pentaminés

A justaposi¢cdo de pentaminds ¢ definida como a formacdo de uma nova figura a
partir da unido de duas ou mais pegas, conectadas por um ou mais quadrados adjacentes
em seus contornos. Para fins de analise, restringimo-nos a figuras poligonais simples,
isto €, aquelas que ndo apresentam vazios internos. A Figura 2 ilustra um exemplo de
justaposic¢do entre os pentaminds “F” e “T”, unidos por um lado de um quadrado, bem

como sua correspondente representagdo no geoplano.

Figura 2 — (a) Justaposig@o dos pentaminds “F” ¢ “T” ¢ (b) sua figura correspondente no
geoplano

(a) (b)
Fonte: Autores

Demonstramos que a justaposi¢cdo de pares de pentaminds isoperimétricos
equivalentes, com excecdo do pentamin6d “P”, resulta em figuras que preservam a
equivaléncia isoperimétrica. Considerem-se, por exemplo, os pares de pentaminos “F” e
“T” e “W” e “X”, justapostos por um lado de quadrado adjacente, conforme ilustrado na

Figura 3.
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Figura 3 — (a) Pares de pentaminés justapostos e (b) suas figuras correspondentes no geoplano.

(a) (b)
Fonte: Autores

Verifica-se que a justaposi¢cdo preserva a area individual dos pentaminds,
resultando em uma figura composta com area total igual a 24, sendo 4 = 5 unidades
quadradas. Assim, a area das figuras obtidas por justaposicdo ¢ de 10 unidades
quadradas. Quanto ao perimetro, observa-se que, ao serem justapostos por um lado
comum, cada pentamin6 tem uma unidade de perimetro compartilhada, o que implica
uma reducao de duas unidades no total. Dessa forma, o perimetro da figura composta ¢
dado por 2p; - 2, onde p, = 12 corresponde ao perimetro de um pentaminoé isolado, o que
resulta em um perimetro da figura poligonal p = 22 unidades lineares. Por outro lado,

aplicando a formula de Pick, considerando que a area da figura é conhecida e que ndo
ha pontos interiores (i = 0), obtém-se a relacdo 24 = -ZL — 1.Como A =5¢ef=p,

temos p = 22 unidades lineares, o que confirma o valor do perimetro obtido
anteriormente.

Consideremos novamente os pares de pentaminés “F” e “T” e “W” e “X”, agora
justapostos por dois lados de quadrados adjacentes, conforme ilustrado na Figura 4.
Ressalta-se que a justaposicdo ndo ¢ Unica, sendo possivel realizar diferentes
configuragdes por meio de transformagdes posicionais (translagdes, rotagcdes ou

reflexdes) aplicadas a cada pentamind.

Figura 4 — (a) Pares de pentaminos justapostos com dois lados do quadrado e (b) suas figuras
correspondentes no geoplano
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Fonte: Autores

Novamente, a area das figuras resultantes da justaposi¢do permanece igual a 24,
com A = 5 unidades quadradas, totalizando uma area de 10 unidades quadradas. No
entanto, ao serem justapostos por dois lados de quadrados adjacentes, cada pentamind
compartilha duas unidades lineares de seu perimetro com o outro, o que implica uma
reducdo total de quatro unidades lineares. Assim, o perimetro da figura composta ¢ dado
por 2p;, — 4, sendo p; = 12 o perimetro de um pentamind isolado, resultando em um
perimetro total de p = 20 unidades lineares. Para a aplicagdo da féormula de Pick, ¢

necessario considerar a ocorréncia de pontos interiores que surgem em decorréncia da

justaposicao. Temos entdo que 24 = % +i—1.ComA = 5,i=1¢ef=p. Os célculos

resultam em p = 20 unidades lineares, validando a estratégia de calculo anterior.

Nao ¢ objetivo deste trabalho apresentar uma demonstragdo por indugdo para n
unidades de lados de quadrados compartilhados. Contudo, a anélise da Figura 1 indica
que o numero maximo de lados compartilhados entre quadrados justapostos ocorre nos
pares de pentaminos “I-L”, “L-Y”, “I-Y” nos quais cada peca compartilha um maximo
de 4 unidades lineares de seu perimetro com o outro, o que implica uma reducao total de
8 unidades lineares em seu perimetro. Dessa forma, o perimetro da figura composta ¢
dado por 2p; - 8, onde p; = 12, resultando em 16 unidades lineares. At¢ o momento,
demonstramos a obtengdo de figuras por meio da justaposicdo de pares de pentaminds.
A partir desses resultados, ¢ possivel generalizar a construcdo de outras figuras
isoperimétricas equivalentes através da justaposi¢do de trés ou mais pentaminds, desde

que a configuragdo preserve a mesma quantidade total de lados compartilhados entre as

pecas.

Recortes em pentaminos
Com o intuito de ampliar as possibilidades de obtencdo de figuras

isoperimétricas equivalentes, investigamos alteragdes topoldgicas nos pentaminos,
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denominadas 'recortes'. Nesse contexto, o termo refere-se a remocdo estratégica de
por¢des dos quadrados que compdem a peca original, de modo a preservar a
propriedade de isoperimetria equivalente. A Figura 5 exemplifica uma das

configuragdes possiveis resultantes dessa operagao.

Figura 5 — (a) Exemplo de recortes nos pentaminos e (b) suas correspondentes figuras no geoplano.

(@) ()
Fonte: Autores

Conforme ilustrado na Figura 5, as figuras poligonais resultantes dos recortes
preservam a mesma area, uma vez que, em cada pentamind, trés quadrados foram
divididos diagonalmente, preservando a quantidade total de unidades de area. Em
relacdo ao perimetro, ndo se observa variagdo relativa, pois cada figura resultante
apresenta trés segmentos diagonais de mesmo comprimento. A combinacdo de
justaposi¢des, tanto entre pentaminds integros quanto entre figuras recortadas,
possibilita a construcdo de uma ampla variedade de figuras isoperimétricas
equivalentes.

A partir da analise apresentada na Figura 5, foi possivel verificar empiricamente
a preservagao da propriedade de isoperimetria equivalente, mesmo sem a necessidade de
calculo explicito do perimetro. No entanto, para figuras de maior complexidade
geométrica, o célculo preciso do perimetro torna-se essencial para a validacdo dessa
propriedade. Uma revisdo da literatura especializada revelou uma escassez de
abordagens que generalizem o calculo do perimetro em geoplanos, excetuando-se os
casos em que se utiliza o geoplano virtual. Diante disso, propomos uma estratégia em
analogia a contagem de pontos da férmula de Pick, adaptada para considerar a presenga
de segmentos diagonais, a fim de viabilizar o cdalculo do perimetro em tais
configuragdes.

A estratégia proposta baseia-se no conceito de distancia entre dois pontos no
plano, embora apresentada de maneira simplificada. Para cada segmento diagonal
presente na figura, considera-se a constru¢do de um triangulo retingulo em que a

diagonal corresponde a hipotenusa. Dessa forma, o comprimento do segmento pode ser
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obtido por meio da contagem dos pontos que definem os catetos do tridngulo, conforme

expressa a equagao (2).

d = \/(nh - D'+, - 1) 2)

Na Equagao (2), n, e n representam, respectivamente, o numero de pontos ao

longo dos catetos horizontal e vertical do tridngulo retangulo associado a cada segmento
diagonal. Embora a equagdo também seja valida para segmentos puramente horizontais
ou verticais, sua aplicagdo nesses casos torna-se desnecessdria, uma vez que O
comprimento pode ser diretamente determinado por contagem linear. O calculo do
perimetro total da figura consiste, portanto, na soma dos comprimentos dos segmentos

horizontais e verticais, acrescida da soma dos comprimentos dos segmentos dl,

diagonais. A Figura 6 ilustra esse procedimento.

Figura 6 - Célculo da medida do perimetro usando pontos no geoplano

13- 12+ (4- 1)2=¢13
3
B(2-1)2+(2-1)2=¢2

| ro

—_
w

+3+E2+2=5+E13+ £2 = 10,02 unidades

Fonte: Autores

Apresentamos, a seguir, um exemplo de figuras isoperimétricas equivalentes
geradas por meio da combinagdo de justaposicdo e recortes de pentaminds. Na
Figura 7(a), a esquerda, exibe-se a composicao formada pelos pentaminos “F”, “T” e
“L” (este ultimo rotacionado), apos a realizacdo de recortes adequados; a direita,
apresenta-se a configuragdo andloga obtida com os pentaminds “W”, “X” e “N”
(igualmente rotacionado). A Figura 7(b) mostra as correspondentes figuras poligonais
representadas no geoplano. A justaposicao foi conduzida de modo que o nimero de
lados compartilhados entre quadrados seja idéntico em ambos os conjuntos, o que
garante que a quantidade de pontos interiores gerados também permaneca invaridvel,

preservando assim a equivaléncia isoperimétrica das figuras resultantes.
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Figura 7 - Calculo da medida do perimetro usando pontos no geoplano

(a) (b)
Fonte: Autores

O calculo da area das figuras poligonais na Figura 7 (b) pode ser feito usando a

equacdo (1). Para as duas figuras f = 16e i =5, o que resulta em
A= % + 5 — 1 = 12 unidades quadradas. Para o célculo do perimetro, pode ser

usada a Equacdo (2) no computo dos comprimentos das diagonais. Temos entdo da
Figura 7 (b):
Figura poligonal a esquerda, calculando o tamanho dos segmentos a partir do ponto O

no sentido anti-horario, em unidades lineares
pP=54+24+24+2+1+\5+24+1+1+5=2/5+ 22+ 12219,3

Figura poligonal a direita, calculando o tamanho dos segmentos partir do ponto O no

sentido anti-horario, em unidades lineares
p=1+1+1+1+1+1+1+w/20+1+1+\/§+1+1+1=2 54+ 242 + 12=19,

Os célculos mostram que as figuras sao isoperimétricas equivalentes.

Em contextos praticos de ensino e aprendizagem, as pecas de pentaminds podem
ser utilizadas como materiais manipulaveis para a constru¢do de figuras isoperimétricas
equivalentes, por meio de justaposi¢des apropriadas. Posteriormente, essas
configuragdes podem ser representadas no geoplano fisico, utilizando-se elasticos para
demarcar os contornos. A manipulagdo criteriosa dos elasticos permite a formacao de
figuras com segmentos diagonais, sem alteragdo relativa do perimetro, conforme
exemplificado no exemplo da Figura 7(b).

No exemplo anterior, foram utilizadas apenas trés pecas de pentaminds na
construgdo de cada figura. Esse nimero, no entanto, pode ser ampliado, e ¢ possivel

empregar outras pecas pertencentes a diferentes classes de poliminds, além dos
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pentaminés. Para garantir a equivaléncia isoperimétrica entre as figuras resultantes, ¢
fundamental observar os seguintes critérios: (i) preservar a area total, assegurando que
as pecas adicionadas em cada etapa sejam da mesma categoria € compartilhem a
propriedade de isoperimetria relativa; e (i) manter iguais a quantidade de lados
compartilhados em cada justaposi¢do, de modo a conservar o numero de pontos
interiores nas figuras poligonais correspondentes no geoplano. A partir da observagio
do critério (i), € possivel generalizar a constru¢do com pentaminés, incluindo o uso do
pentamindé “P” em ambas as figuras, desde que sejam respeitadas as condi¢oes

mencionadas.

Consideracoes finais

Este ensaio tedrico tracou um caminho metodologico para a construgdo de
figuras poligonais simples que apresentem, simultaneamente, as propriedades de
isoperimetria e equivaléncia. Como resultado relevante sob a perspectiva didatica,
especialmente no contexto dos processos de ensino e aprendizagem, destacou-se a
utilizagao dos poliminds, em particular, dos pentaminds, como elementos matematicos
eficazes na construgcdo dessas figuras. A integra¢do dos poliminds ao geoplano, ambos
empregados como materiais manipulaveis, constitui uma estratégia pedagogica que
possibilita a professores e estudantes superar dificuldades relacionadas a abstragdo
tipica da geometria, promovendo abordagens ludicas e significativas no ensino desse
dominio matematico.

A presente investigacdo ajuda a preencher uma lacuna identificada na literatura
académica ao estabelecer conexdes entre dois conceitos fundamentais da geometria:
area e perimetro, via isoperimetria e equivaléncia de figuras. Além disso, possibilitou a
articulagdo entre os poliminos, tratados simultaneamente como figuras poligonais
simples e como objetos manipulaveis, ¢ o geoplano, ampliando as possibilidades
didaticas de ambos. Os resultados obtidos apontam para potenciais implicagdes praticas
e metodoldgicas, tais como o desenvolvimento de sequéncias didaticas voltadas a
aprendizagem de figuras poligonais isoperimétricas equivalentes, bem como a
organizagdo progressiva e significativa do ensino desse conteido no ambito da

educacao matematica.
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Pesquisas futuras podem aprofundar a compreensdo e possibilitar a
generalizacdo da relacdo entre o numero de lados dos quadrados elementares que
compdem os poliminds e a quantidade de pontos interiores resultantes, quando tais
figuras poligonais sdo representadas em geoplanos. Tal investigagdo pode contribuir
para a criagdo de modelos matematicos mais solidos no contexto da geometria discreta e
da teoria dos poliminos.

Este ensaio tedrico ndo abrangeu analises empiricas com estudantes, nem
explorou computacionalmente a totalidade das combinag¢des entre poliminds, o que

pode ser aprofundado em trabalhos futuros.
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