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Resumo

O presente artigo tem como objetivoidentificar e interpretar dificuldades de estudantes
na compreensdo de conceitos que envolvem o estudo da estrutura algébrica grupo.
Para tanto, realizamos entrevistas semiestruturadas com oito graduandos em
Matematica, as quais nos permitiram, por meio de respostas incorretas, identificar
vinte dificuldades no estudo de grupos. A partir dessas dificuldades, caracterizamos as
concepcdes (agdo, processo, objeto), segundo a teoria APOS de Dubinsky, de cada
estudante. Dentre as dificuldades, evidenciamos dificuldades com conceitos prévios ao
estudo de grupos, como os conceitos de conjunto e de funcdo, além de dificuldades em
compreender grupo como um objeto matematico. Com relacdo as concepgdes,
obervamos que a maioria dos estudantes possui uma concepc¢éo ac¢édo do conceito.
Palavras-chave: dificuldades; teoria APOS; estrutura algébrica grupo.

Abstract

The objective of this study was to identify and interpret the difficulties that students
have to understand concepts related to the study of the algebraic structure group. To do
so, semi structured interviews were conducted with eight students majoring in
mathematics, whose incorrect answers led to the identification of twenty difficulties in
the study group. From these, we characterized the conceptions (action, process, object),
according to Dubinsky’s APOS theory, of each student. Among the listed difficulties, we
could evidence difficulties with conceptsprior to the study of groups, such as the
concepts of sets and functions, and also difficulties to comprehend group as a
mathematical object. With regard to the conceptions, we observed that most of the
students have an action conception of the concept.
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Introducéo

A disciplina de Algebra (ou Estruturas Algébricas) esta presente em muitos cursos de
graduacdo em Matematica no Brasil. Porém, poucas pesquisas no pais tém tratado de
aprendizagem das estruturas algébricas. Se observarmos em eventos recentes, tais como
X e XIV EBRAPEM (Encontro Nacional dos Estudantes de Pds-Graduagdo em
Educacdo Matematica) e X ENEM (Encontro Nacional de Educacdo Matematica) ou se
pesquisarmos no banco de teses da CAPES as teses e dissertacGes defendidas entre os
anos 2000 e 2010 em programas de pds-graduacdo deinstituicbes como UNICAMP
(Universidade Estadual de Campinas), UNESP (Universidade Estadual Paulista “Julio
de Mesquita Filho”), USP (Universidade de Sao Paulo), PUC/SP (Pontificia
Universidade Catdlica de Sdo Paulo), UEL (Universidade Estadual de Londrina), UFPR
(Universidade Federal do Parand), entre outras, perceberemos que poucos trabalhos tém
tratado de aprendizagem de estruturas algébricas.

Se olharmos especificamente para a estrutura algébrica grupo, encontramos os trabalhos
de Brandemberg (2010) e Bussman e Savioli (2011).

Contudo, em outros paises as pesquisas sobre aprendizagem de conceitos da Algebra
estdo mais avancadas. O grupo de pesquisa Research in Undergraduate Mathematics
Education Community (RUMEC), encabecado por Ed Dubinsky, se dedica a estudar a
natureza e o desenvolvimento do conhecimento matematico de universitarios. O grupo
realizou pesquisas como Dubinsky et al (1994) e Brown et al (1997), que tratam da

maneira como estudantes podem vir a compreender conceitos da teoria de grupos.

No Canada, temos como referéncia a tese de doutorado de Lajoie (2000), cujo titulo
traduzido ¢ Dificuldades ligadas as primeiras aprendizagens em Teoria de Grupos, que
teve como objetivo descrever e interpretar dificuldades apresentadas por estudantes
universitarios no estudo das nog¢des de grupo, isomorfismo de grupos, subgrupo e grupo

ciclico, bem como identificar as origens dessas dificuldades.

Estas pesquisas evidenciam que a Algebra e, em particular, a teoria de grupos, € um dos
temas mais problematicos da graduacdo, podendo ocasionar dificuldades tanto em
termos de lidar com os conteudos quanto no desenvolvimento de atitudes em relagédo a
Matematica (DUBINSKY et al,1994, p.2).

Os motivos para tais dificuldades no estudo de grupo podem ser diversos, como 0

simbolismo, o sofisticado grau de abstracdo que o conceito de grupo envolve
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(MILIES,1992, p.1) ou, conforme afirmam Dubinsky et al (1994, p.26), por ser a
Algebra uma das primeiras disciplinas enfrentadas pelos estudantes que ndo é dominada
pela memorizacdo de formulas e pela imitacdo de solugbes de um conjunto de

problemas.

E neste cenério que o presente artigo — que é resultado das pesquisas que realizamos
durante 0 mestrado de um de seus autores — se encontra. Nosso objetivo aqui é
identificar e interpretar dificuldades na aprendizagem de conceitos que envolvem o
estudo da estrutura algébrica grupo. Com isso, queremos suscitar reflexdessobre e se 0s
objetivos tracados para a disciplina de Algebra na formacéo do estudante estdo sendo
alcancados, bem como servir como um diagnéstico parcial do curso, suscitando

possiveis alteragdes em seu curriculo.

Para tanto, utilizaremos como referencial tedrico as ideias de Dubinskyet al (1994),
Dubinsky (2002), Brown et al (1997), com a teoria APOS (Action — Process — Objects —

Schemas), e Lajoie (2000), com dificuldades de estudantes em Teoria de Grupos.

1. Teoria APOS (Action, Process, Object, Schema) e o conceito de
grupo

A teoria APOS €é uma teoria cognitivista que visa compreender como ocorre a
construcdo de conceitos matematicos por uma pessoa que esta comecando a entendé-los.
Tem como hip6tese, de acordo com Dubinsky e McDonald (2001, p.2), que o
conhecimento matematico consiste em uma tendéncia do individuo em lidar com
percepcOes matematicas em situacGes-problema pela construcdo mental acéo, processo
e objeto, organizando-0s em um esquema para dar sentido a esta situacdo e resolver

problemas.

Essa teoria surgiu da tentativa de entender o mecanismo da abstracéo reflexionante?,
introduzida por Piaget para descrever a construcao do pensamento l6gico em criancgas, e
estendida para conceitos mateméticos mais avancados (DUBINSKY; MCDONALD,
2001, p.2).

4 Piaget distingue trés grandes tipos de abstragdo: a abstracdo empirica, a abstracdo pseudoempirica e a
abstracdo reflexionante. A abstracdo empirica lida com propriedades obtidas pela observagdo do objeto,
propriedades estas inerentes a esse; a abstracdo pseudoempirica também necessita do objeto para
observagdo, mas as propriedades obtidas estdo ligadas as aces do sujeito sobre os préprios objetos; a
abstracdo reflexionante independe da observacdo do objeto e lida com as inter-relagfes entre agdes, as
chamadas coordenacdes gerais das acdes.
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A esséncia da teoria APOS, afirmam Dubinskyet al (1994, p.4), € que um individuo
desequilibrado por uma percebida situacdo-problema em um contexto social particular
tentara se reequilibrar assimilando a situacdo para esquemas existentes disponiveis, ou,
se necessario, utilizar a abstracéo reflexionante para reconstruir aqueles esquemas a um
nivel superior de sofisticacdo. A (re)construcdo do conhecimento matematico, do ponto
de vista da teoria APOS, passa pelas etapas acédo, processo, objeto que se organizam em

estruturas chamadas esquemas.

A acdo é qualquer transformacéo fisica ou mental de objetos, de forma algoritmica, que
ocorre em reacdo a estimulos externos ao individuo. E a etapa em que o sujeito
manipula objetos matematicos partindo apenas de fatos que estdo na memoria, sem que

haja um controle consciente dessa transformagéo.

No caso da compreensdo do conceito de grupo, um exemplo desta primeira fase é
guando um estudante tenta provar as propriedades para verificar se um conjunto com
uma dada operacdo é um grupo, sem entendé-lo como um objeto matematico. Neste
caso, um estudante pode, inicialmente, compreender grupo como um objeto matematico
que lhe é familiar: um conjunto, por exemplo. Assim, as propriedades mostradas seriam
propriedades do conjunto e a operacdo seria algo a parte. Ou, possivelmente, o
contrério, o estudante compreende grupo como sendo uma operagao e,
consequentemente, as propriedades sdo relativas a operagdo, sendo o conjunto algo

complementar.

Ao estudante que se limitar a operar com acles, sem outras etapas do processo de
construgcdo do conhecimento, tratando os conceitos de forma algoritmica, apenas
reproduzindo o0s passos para verificar se um conjunto munido de uma operacéo € um
grupo, por exemplo, consideraremos que esta na concepc¢ao acdo. Porém, esse estudante
pode permanecer com este entendimento elementar de grupo (assimilando a situacdo
para um esquema de conjunto ja existente, ignorando a operacdo presente, por exemplo)
e, eventualmente, prosseguir nas etapas de construcdo do objeto, encapsulando® esse
processo em um objeto que, para ele, representa 0 grupo em questdo, conforme
Dubinsky et al (1994, p.8). Ocorrendo isso, podemos afirmar que o estudante criou uma

concepcao equivocada de grupo.

> O termo encapsular, de acordo com Dubinsky (2002), significa o ato consciente de transformar
processos (dindmicos) em objetos (estaticos), por meio de alguma a¢ao ou operagéo.
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A acao constitui “a esséncia da construgdo de uma nogdo matematica, pois o individuo
ao executar a mesma acao por Vvarias vezes e refletir sobre ela poderd interioriza-la em
um processo” (PRADO, 2010, p.34). Um processo €, portanto, a interiorizacao
resultante de uma acdo. E uma construcdo interna do individuo, consciente da
transformacédo realizada sobre o objeto matematico, possibilitando-o descrever ou

refletir sobre todos os passos dessa transformacgéo sem a necessidade de explicita-los.

Podemos considerar um exemplo para essa etapa da constru¢do do conceito de grupo, a
qual chamaremos de concepgao processo, 0 caso em que 0 estudante comeca a entender
grupo como um conjunto com operagdes. Como afirmam Dubinsky et al (1994, p.9),
uma vez que o estudante percebe sua concep¢do equivocada de grupo como um
conjunto, ele pode comecar a incluir a operagcdo em suas determinac6es de grupo. Neste
caso, o0 estudante pode considerar o conjunto como o aspecto predominante do grupo e a
operacdo como secundaria. E mais, as operacfes nas quais o0s estudantes consideram e
lidam melhor s&o aquelas mais comuns para eles, tais como adi¢do e multiplicacdo em

conjuntos numeéricos.

Construido um processo, o individuo pode trabalhar com processos ja existentes para
construir novos processos, seja por reversibilidade ou coordenagdo com outros
processos. O ato de transformar processos de uma forma consciente €, segundo
Dubinsky (2002, p.101), uma construgdo necessaria para a compreensdo da Matematica,
mas que estudantes podem sentir dificuldades. Segundo Dubinsky et al (1994, p.5),
guando se torna possivel para um individuo transformar um processo por alguma acao,

entdo dizemos que o processo foi encapsulado, tornando-se um objeto.

Da mesma forma, um individuo deve ser capaz de desencapsular um objeto para obter
0s processos dos quais se originou, a fim de pensar sobre o0 processo que o0 gerou ou, até
mesmo, reconstruir um objeto que estava construido de uma forma equivocada. Por
exemplo, o conceito de grupo exige dos estudantes a coordenagdo entre trés esquemas
ja existentes: conjunto, funcdo e axioma. Assim, um estudante que ndo tem bem
construidos esses trés esquemas pode, por exemplo, encapsular o objeto matematico
grupo tendo claro apenas algumas operagdes sobre um conjunto, excluindo outras
operacOes que poderiam ser aplicadas aquele conjunto. Sendo necessaria uma
desencapsulacéo do objeto grupo para retomar algumas operagdes que foram deixadas
para tras.
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De acordo com Dubinsky et al (1994, p.13), encapsular um processo dindmico em um
objeto pode ser complexo para um estudante, podendo inclusive ocorrer tardiamente ou
até mesmo ndo ocorrer. No caso do conceito de grupo, um estudante possui uma
concepcao objeto quando o compreende como um conjunto com uma operagdo binéria
que goza das propriedades, ou seja, que compreende grupo como um objeto matematico
estatico, que possui caracteristicas proprias, além de conhecer diversos exemplos de

grupos.

A etapa final da construcdo de um grupo especifico, consideram Dubinsky et al (1994,
p.14), comeca com a percepcdo de que outras formas aparentemente diferentes de
construir um grupo acabam por ndo ser diferentes. Assim, pode ocorrer um
desenvolvimento conceitual de isomorfismo de grupos, em que um estudante pode criar
0 processo de construir varios grupos especificos estabelecendo isomorfismos entre
eles. Porém, nesse caso, consideramos, em concordancia com Leron, Hazzan e Zazkis
(1995, p.158), necesséria a coordenacado entre, pelo menos, trés outros conceitos: grupo,
funcgéo e quantificadores.

Um esquema para determinado conceito matematico € uma reunido de acdes, processos
e objetos e outros esquemas que se organizam de uma forma coerente na mente de um
individuo. De acordo com Dubinsky e McDonald (2001, p.3), esses esquemas Sao
ligados por alguns principios gerais para formar um quadro na mente do individuo, que
sera colocado em pratica em uma situacdo-problema que envolva esse conceito. Este
quadro deve ser coerente no sentido de que fornecera, explicita ou implicitamente, os

meios de determinar quais fendmenos estdo ou ndo no ambito do esquema em questéo.

Assim como um processo pode ser encapsulado e formar um objeto, um individuo pode
refletir sobre um esquema e, a partir disso, formar um novo objeto. O que nos leva a

considerar, entdo, “pelo menos duas formas de construir objectos: a partir dos processos

e a partir dos esquemas” (DOMINGOS, 2006, p.25).

Um exemplo é o conceito de grupo que, segundo Brown et al (1997, p.192), pode ser
entendido como um esquema que contém trés esquemas: conjunto, operacdo binéria e
axiomas. Os esquemas de conjunto e operacdo binaria devem ser tematizados® para

formar objetos que séo coordenados por meio do esquema de axiomas.

® Tematizar ¢ “reconstruir em um nivel superior aquilo que ja realizamos em outro nivel. Tematizar é
construir um novo conhecimento [...]” (MACEDO, 1993).
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De acordo com Brown et al (1997, p.192), o esquema de axiomas inclui a nogdo geral
que uma operacao binaria sobre um conjunto pode ou ndo satisfazer uma propriedade,
que é essencialmente o processo de verificagdo da propriedade. Inclui, também, quatro
objetos especificos pela encapsulacdo de quatro processos correspondentes a quatro
grupos de axiomas. Verificar um axioma consiste em coordenar a nocdo geral de
satisfazer uma propriedade com o processo especifico para o axioma (desencapsulagédo
do objeto) e aplicar isso a um conjunto e uma operacdo em particular. Fazendo isso, a
operacdo binaria e o conjunto sdo desencapsulados em seus processos e 0s trés
processos (axiomas, operacdo binaria e conjuntos) sdo coordenados para estabelecer que
0 axioma € satisfeito. Os quatro casos desta operacdo sdo coordenados para 0 processo
total de verificacdo dos axiomas.

Ainda conforme Brown et al (1997, p.192), o esquema de grupo é tematizado para
formar um objeto, no qual ac6es podem ser aplicadas. Exemplos dessas a¢Ges incluem
determinar que um conjunto e uma operacao particular formam um grupo, verificar as

propriedades que um grupo pode ter e averiguar se dois grupos dados sdo isomorfos.

2. Dificuldade

Na busca de identificar a etapa da construcdo do conceito de grupo em que um
estudante se encontra, acreditamos que uma maneira de fazé-lo seria por meio das
dificuldades manifestadas por esses. Desta forma, primeiro faremos uma analise visando
identificar dificuldades reveladas por estudantes, para, em seguida, identificarmos a
etapa da construgdo do conceito de grupo em que o estudante se encontra, utilizando,
para isso, a teoria APOS.

Portanto, uma dificuldade tem, neste trabalho, um papel de transparecer a concepcao
(acdo, processo, objeto) do estudante acerca do conceito tratado. Da mesma forma, a
auséncia de dificuldades significa, para nds, a manifestacdo da compreensdo dos
conceitos.

Das defini¢cbes encontradas em Bueno (1966) e Weiszflog (1998), podemos entender
uma dificuldade como algum impedimento ou hesitagdo ao lidar com uma dada situagéo

proposta.

No presente artigo, entendemos o termo dificuldade da mesma forma que Lajoie (2000)
e Campos (2009), considerando que uma dificuldade pode estar ligada ao sujeito

levando em conta aspectos subjetivos, mas também relacionada & no¢do matemaética. E
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que a manifestacdo dessa dificuldade pode se dar por meio da hesitacdo, do embaraco
ao lidar com os questionamentos que fizemos e, ainda, da auséncia de respostas ou do

erro ao responder os questionamentos.

3. Procedimentos metodoldgicos

Para identificar e interpretar dificuldades apresentadas por estudantes quanto ao
conceito de grupo, optamos por realizar uma pesquisa de natureza qualitativa, seguindo

as caracteristicas tracadas por Bogdan e Biklen (1994).

Os participantes da pesquisa foram oito estudantes do curso de licenciatura em
Matematica de uma universidade estadual paranaense, cujo sistema académico era, na
época da realizacdo da pesquisa, o seriado anual, com disciplinas anuais e
semestrais.Esses estudantes cursaram ou estavam cursando a disciplina de Estruturas
Algébricas no ano de 2010. Para seleciond-los, fomos as aulas das disciplinas de
Tépicos em Educacdo Matematica lle de Estruturas Algébricas, destinadas a terceira
série da licenciatura e a segunda série do bacharelado, respectivamente. Fizemos o
convite para toda a sala, sendo selecionados apenas aqueles que se dispuseram a
participar, ou seja, esses participantes sdo voluntarios. Da turma de Toépicos em
Educacdo Matematica Il (licenciatura) tivemos sete voluntarios, enquanto que na
disciplina de Estruturas Algébricas (bacharelado) tivemos apenas um voluntério, que

também cursava licenciatura.

Combinamos dia, horario e local da preferéncia de cada participante. Mas, dois deles
ndo compareceram ao encontro, mesmo depois de remarcado. Por isso, fomos em busca
de novos estudantes para substitui-los. Convidamos outros dois que participavam de um
projeto de pesquisa’, que se prontificaram a participar, completando assim os oito

estudantes que participaram da pesquisa.

Para aqueles que cursavam a disciplina na época da realizacdo da coleta dos dados,
tivemos o cuidado de fazé-la somente apds o contato deles com o conceito de grupo.

Como instrumento de coleta de dados, decidimos pela entrevista semiestruturada, por
sua maleabilidade (LUDKE; ANDRE, 2001) e liberdade de trocar a ordem ou inserir
questdes no roteiro que elaboramos (anexo 1) de acordo com as respostas dadas pelos

estudantes, isto é, conforme identificavamos possiveis erros, equivocos, hesita¢cdes que

" Projeto de pesquisa coordenado pela orientadora da dissertacdo de mestrado que estava sendo realizada
na época.
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poderiam nos indicar uma dificuldade com relagdo a determinado conceito, faziamos
novas perguntas ou pediamos uma explicacdo mais detalhada. Durante as entrevistas,
gravadas com equipamento de audio, fornecemos aos estudantes folhas em branco para
que pudessem registrar no papel o que achassem necessario. Por isso, temos, em nossas

analises, trechos das entrevistas transcritas e alguns registros escritos.

O roteiro preparado para a entrevista contém setequestdes, sendo algumas com subitens.
Todas as questdes, com excecdo da segunda e do item (ii) da quinta (elaboradas pelos
autores), foram retiradas dos questionarios elaborados nas pesquisas de Hazzan (1999) e
Lajoie (2000), que também focavam a aprendizagem de conceitos da Algebra Abstrata.
Assim, selecionamos destes dois trabalhos questdes que poderiam nos ajudar a alcancar

0s objetivos pretendidos nesta pesquisa.

A analise dos dados foi realizada em dois momentos. O primeiro identificou as
dificuldades apresentadas pelos estudantes, listando-as. Para isso, examinamos as
comunicagfes — orais e escritas — dos estudantes, a procura de indicadores que nos
permitissem realizar inferéncias com relacdo as mensagens fornecidas por eles, ou seja,
buscamos respostas erradas, incoeréncias ou auséncia de resposta para caracterizar
como uma dificuldade. Percebidas as dificuldades que emergiram dos dados, agrupamos
aquelas em comum e nomeamos cada um dos diferentes tipos. Elaboramos trésclasses
de dificuldades de uma forma mais ampla e, dentro destas classes, subclasses contendo

dificuldades mais especificas.

O segundo momento objetivou interpretar estas dificuldades percebidas no primeiro
momento, mostrando-nos, por meio da teoria APOS, as concepcbes (acédo, processo,

objeto) dos estudantes a respeito do conceito de grupo.

4. Analises das entrevistas

Esta secdo esta dividida em duas: uma contendo as dificuldades identificadas nas
entrevistas e registros escritos, seguida de trechos de falas dos estudantes que
caracterizam dificuldades; e outra destacando a concepgdo (agédo, processo, objeto) de
cada estudante quanto ao conceito de grupo segundo o referencial tedrico adotado. Para

manter 0 anonimato dos oito participantes, os chamaremos de E1, E2, E3, ..., E8.
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4.1 Dificuldades apresentadas pelos estudantes

Apresentamos a seguir a lista das dificuldades que fizemos a partir das analises das
transcrigdes das entrevistas e de seus registros escritos. Na sequéncia, acrescentamos a
esta lista alguns trechos que nos evidenciaram dificuldades, a fim de “ilustrar e
substanciar a apresentagdo” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p.48).

As dificuldades percebidas foram:

Quadrol - Dificuldades percebidas

1. Dificuldades relacionadas a Conjuntos

1.1 Dificuldade em conhecer uma diversidade de exemplos de conjuntos, além dos

convencionais conjuntos numeéricos;

1.2 Dificuldade em lidar com conjuntos diversos, como, por exemplo, o conjunto das

matrizes (propriedades, operagdes);
1.3  Dificuldade em reconhecer os simbolos que representam determinado conjunto;
2. Dificuldades relacionadas a Funcéo
2.1 Dificuldade com a definigdo de classe de equivaléncia;

2.2 Dificuldade relacionada as opera¢fes em conjuntos. Conhecer e saber trabalhar
com diferentes tipos de operacBGes, ndo apenas adicdo e multiplicacdo em

conjuntos numéricos;

2.3 Dificuldades com as propriedades das operacdes (associatividade, existéncia do

elemento neutro e todo elemento admite simétrico):

2.3.1 dificuldade em explicar as propriedades de operagoes;

2.3.2 dificuldade em provar as propriedades de operacdes;

2.3.3 ndo verificar a existéncia do elemento neutro a direita e a esquerda;

2.3.4 confusdo entre as propriedades (elemento neutro com inverso, associativa

com comutativa);
2.3.5 dificuldade em provar a unicidade do elemento neutro;

2.3.6 dificuldade em perceber que o elemento simétrico é Unico para cada

elemento do conjunto e que cada elemento tem o seu simétrico;

2.3.7 utilizar o elemento simétrico para provar a existéncia do elemento neutro e

para encontrar o préprio simétrico.
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3. Dificuldades relacionadas a Grupo
3.1 dificuldade com a definigdo de estruturas algébricas;

3.2 dificuldades com a definicdo de grupo (ndo relaciona os conceitos envolvidos na
definicéo de grupo):

3.2.1 néo saber definir grupo de nenhuma forma;
3.2.2 entender grupo como um conjunto;
3.2.3 entender grupo como uma operacao;
3.2.4 entender grupo como as propriedades que devem ser provadas;
3.2.5 entender grupo como um conjunto e uma operagéo.
3.3 Dificuldades em trabalhar com a tbua de operacéo:
3.3.1 dificuldade em identificar um grupo pela tdbua de operagéo;

3.3.2 dificuldade em operar com os elementos da tabua.

Listamos, portanto, vinte dificuldades, que dividimos em trésclasses: dificuldades
relacionadas a conjuntos, dificuldades relacionadas a funcéo e dificuldades relacionadas
a grupo. No presente artigo, das vinte dificuldades listadas, selecionamos seis casos para

substanciar a apresentacédo, as quais trataremos agora.

No caso das dificuldades relacionadas a conjuntos, trazemos como ilustracdo a
dificuldade 1.1, nomeada Dificuldade em conhecer uma diversidade de exemplos de

conjuntos, além dos convencionais conjuntos NnUMericos.

Durante as entrevistas percebemos que alguns estudantes conhecem 0 nome de
determinados conjuntos, como o conjunto Z,, de classe de restos, porém ndo sabem
quais sdo os elementos que os compdem. Entendemos que um estudante conhece uma
diversidade de exemplos de conjuntos quando ele é capaz de dizer quais sdo seus

elementos, ndo apenas seu nome.

Mostramos 0 caso do estudante E3. Quando questionado, aparentou se lembrar do

conjunto Z,,, mas néo sabia quais elementos o compdem. Vejamos:
Pesquisador — Vocé lembra o que é este simbolo? O Z,?
E3 - O Z,? Ai, vocé tem que fazer uma tabela, ndo é?

Pesquisador — Isso daqui é um conjunto...
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E3 —de divisdo, que o resto... Quer ver, ndo tem que ser aquilo 14, zero barra,
um barra, dois barra, trés barra até o quatro barra? E isso?

Pesquisador — Até quatro barra?

E3 — Nao! Porque... quer ver! O que eu lembro, é uma coisa assim... eu nédo
lembro se tem zero. Quatro! Como é soma, entdo eu vou somando... ndo esse
quatro aqui ndo tem (rabiscou o0 4 da tabela).

FIGURA 1: Registro escrito do estudante E3

5 1 5 3. @
| @ 6 L =2 F |
353 6 £
23 0 % 3

Pesquisador —O que € essa tabelinha que vocé fez? Para que é?

E3 — Para vocé provar que ele é grupo, ndo é€? Se a diagonal dele for simétrica,
prova que é um grupo abeliano.

Percebemos que E3 ndo sabe afirmar qual é o conjunto Z,, de classe de restos, pois
buscava pela memdria quais eram os elementos de Z,, ora considerando o quatro barra,

ora desconsiderando o zero barra. Entendemos que um estudante conhece o conjunto

Z., quando sabe que € composto pelos elementos {5, 1,..,m— 1}.

Além disso, um detalhe intrigante foi a primeira reacdo do estudante ao considerar a
necessidade de se fazer uma tabua, dando a impresséo de ter decorado. Assim, parece-
nos que o estudante associa que para mostrar que o conjunto Z,, de classe de restos com

uma operacdo dada é grupo, deve-se montar a tabua de operagéo.

Pensamos que este seja um exemplo de reprodugdo do que o professor ensinou,

caracterizando a etapa acdo, conforme a teoria APOS, na qual o estudante faz
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manipulacdes sobre objetos matematicos partindo apenas de fatos que estdo na
memoria. E possivel, por este trecho, considerar que o estudante, possivelmente, tenha
apenas decorado que, para mostrar que (Z,, +) € um grupo, seja necessario montar a
tdbua de operacéo e, ainda, verificar se esta tabua é simétrica com relacéo a diagonal
principal para verificar se 0 grupo é abeliano. Notemos que ndo perguntamos se 0 grupo

€ ou ndo abeliano, mas o estudante tem memorizado como deve proceder.

Mesmo ndo sabendo mostrar se vale a propriedade associativa para a adicdo em Z,, a
concluséo de E3 foi que (Z,4, +) € um grupo, e justificou, incorretamente, dizendo que
se “provar que ele ¢, através da diagonal, que ele ¢ abeliano, eu ja provo que ele ¢
grupo” (E3).

Com relacdo a segunda classe, dificuldades relacionadas a funcdo, apresentamos um
exemplo da dificuldade 2.2, intitulada Dificuldade relacionada as operacGes em
conjuntos. Conhecer e saber trabalhar com diferentes tipos de operagfes, ndo apenas

adicao e multiplicacdo em conjuntos numéricos.

Entendemos que um estudante tem uma concep¢ao objeto de operacdo quando sabe
lidar com diferentes tipos de operacdes em conjuntos diversos, ndo apenas adicdo e

multiplicacdo sobre conjuntos numeéricos.

Percebemos que alguns estudantes tém dificuldades em lidar com operacfes genéricas,
precisando sempre se reportar a operacdes como adicdo entre numeros. Este fato fica
claro na fala do estudante E6 quando questionado sobre a propriedade comutativa e a

associativa:
Pesquisador — Por exemplo, a comutativa, vocé lembra o que é?
E6 — A comutativa é a mais b é igual a b mais a.
Pesquisador — Isso se a operacéao for adicdo. E a associativa?

E6 — Associativa € a mais, entre parénteses, b mais c € igual a a mais b, entre

parénteses, mais c.
Pesquisador —Isso. “Mais”, porque no caso a operagdo é adi¢do.
E6 — Isso.

Esta claro que o estudante quis dizer que a comutativa é: a+b=b+a,Va,b €G ¢

que a associativa é: a+ (b+c)=(a+b)+c, Va,b,c €G. Sua ideia destas duas
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propriedades esta correta, todavia espera-se que os estudantes se desprendam de casos

particulares, como é o caso da adigdo, e pensem em uma operacao qualquer.

Podemos considerar também que um estudante, ao atingir certa familiaridade com o
conteddo, passea utilizar o sinal da adicdo para representar uma operacdo qualquer.
Mas, de acordo com o que analisamos da entrevista do estudante E6, pensamos que esse
recorreu ao caso particular da adi¢do ndo pelo alto grau de familiaridade que possui com
0 contedo, mas por ser um caso mais comum a ele, o que caracteriza uma tentativa de
reduzir o nivel de abstracdo, conforme Hazzan (1999), que ha em pensar em uma

operacdo qualquer.Vejamos outro caso, o do estudante E7:
Pesquisador — O elemento neutro de um grupo é Unico?

E7 — E Unico com a operagdo dele. Quando é soma, é o zero. Quando é

multiplicacdo, é o 1.

Falavamos do elemento neutro de forma genérica, ndo de uma forma especifica como
E7 tratou. Parece-nos que para o estudante E7 s6 existem duas operacdes possiveis para
grupos: multiplicacdo e adicdo. Esse caso é evidenciado por Dubinsky et al (1994),
quando ressaltam que um estudante que ndo tem bem construidos os trés esquemas que
envolvem o conceito de grupo (conjunto, aplicacdo e axioma) pode, por exemplo,
encapsular o objeto matematico grupo tendo claro apenas algumas operacdes sobre um
conjunto, excluindo outras operacfes que poderiam ser aplicadas aquele conjunto.
Sendo necessaria uma desencapsulacdo do objeto grupo para retomar algumas
operacOes que foram deixadas para tras.

Para ilustrar as dificuldades relacionadas a grupo, selecionamos exemplos da
dificuldade 3.2, nomeada Dificuldades com a definicdo de grupo (ndo relaciona os
conceitos envolvidos na definicdo de grupo). Dentro desta classe de dificuldade
(dificuldade 3.2), selecionamos exemplos de quatro subclasses:

3.2.2 entender grupo como um conjunto

Segundo Dubinskyet al (1994), é possivel que alguns estudantes em fases iniciais de
aprendizagem do conceito de grupo o interpretem primeiramente como um conjunto.

Este é o0 caso do estudante E7, que define grupo da seguinte forma:

Pesquisador — [...] 0 que é grupo?
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E7 —[...] Bom, grupo é um conjunto fechado que tem elemento neutro para a

soma, associatividade, comutatividade e elemento inverso.

Compreendemos desta fala que o estudante considera grupo como um conjunto que
contém o elemento neutro para a adicdo e que seja associativo e comutativo para uma
operacdo qualquer, uma vez que ndo definiu uma operacdo para essas propriedades ou

que esteja considerando a adic¢éo para estas propriedades.

Entdo, a caracteristica que predomina na definicdo do estudante E7 é o conjunto.
Quanto ao elemento inverso, isto é, que todos seus elementos séo simetrizaveis,
constatamos no decorrer da conversa que o mesmo ndo sabe o que significa esta
propriedade, conforme dificuldade 2.3.1. Inferimos, entdo, que o estudante vé grupo
como conjunto, independente da operacdo, manifestando uma concep¢do acgdo do

conceito.

Consideramos também para tirarmos essa conclusdo de que o estudante entende grupo
como conjunto a fala “conjunto fechado”. Poderiamos supor que o estudante quis dizer
“conjunto fechado para uma dada operacdo”, mas, ao deixar de mencionar operagao,

acreditamos que a ignora ou ndo a considera necessaria para a nog¢ao de grupo.

Dois outros equivocos, estes mais evidentes, sao com rela¢do a nocdo de que o elemento
neutro existe somente para a operacdo adicdo e ndo para uma operacdo qualquer, e a

incluséo da propriedade comutativa nas propriedades que caracterizam um grupo.
3.2.3 entender grupo como uma operacao

Encontramos um estudante que tem uma concepc¢do diferente dos demais. Para o
estudante E3 um grupo é apenas a operacdo. Vejamos isso em dois momentos da

conversa.

Pesquisador — O que vocé gostou do curso? Vocé se lembra de algum assunto

especifico?

E3 — Entéo, o que eu gostei mais foi vocé provar que uma operacao € grupo ou

nado, aquelas tabelas 1a, eu gostava bastante de provar.

Na sequéncia da entrevista, ele demonstra novamente esta concep¢do equivocada do

conceito de grupo:

Pesquisador — Bom, entéo, o que € grupo? Vocé lembra? Eu vi que vocé lembra

um pouquinho, mas vocé sabe definir grupo?
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E3 — Grupo é um conjunto que tem que ter a operacdo que satisfaca a
associatividade, comutatividade, é... [tempo], sdo quatro, né? Nao, trés.
Associatividade, comutatividade e... [tempo] mais uma...pior é que eu estava

explicando para a menina ontem. Distributividade?
Pesquisador —N&o.

E3 —Nao... ndo é isso? Ah... deixa eu ver. Se a esta relacionado com b e b esta

relacionado com a, é comutatividade, ndo é? E...
Pesquisador — Vocé disse que é um conjunto, né? Com uma operagao?
E3 — Grupo é uma operagao, né?

Temos aqui dois erros quanto ao conceito de grupo. Um com relacdo as propriedades
gue um conjunto munido de uma operagdo deve gozar e outro com relacdo a nogédo de
grupo. Assim sendo, entendemos a manifestacdo da concepcdo acdo, no sentido da
teoria APOS, com relacdo ao conceito, ao tentar associar grupo a outro objeto
matematico que lhe é familiar, a operacéo.

3.2.4 entender grupo como sendo as propriedades que devem ser provadas

Analisando as falas dos estudantes, encontramos algumas que nos levaram a inferir que
alguns estudantes tém a concepcdo de que um grupo significa gozar das propriedades
associativa, existéncia do elemento neutro e que todo elemento do conjunto €

simetrizavel. Podemos perceber isto nas falas dos estudantes E2:
Pesquisador — [...] vocé sabe me falar o que é grupo?

E2 — 0 que é? Olha, lembro que tinha uma lei de composi¢do. Mas vocé fala
pela defini¢do ou o que significa o...

Pesquisador — Isso, vocé sabe definir? A gente sabe que é uma estrutura

algébrica.
E2 — Tem que ser fechado em relag@o a uma operacgéo. Ai eu sei que...
Pesquisador — O que significa ser fechado?

E2 — Que se eu pegar dois numeros dentro daquele conjunto a operagéo entre
eles tem que dar naquele conjunto. Teria que ter a associativa, elemento neutro

e teria que ter inversa, para ser grupo.

Pesquisador — O que € inversa?
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E2 — Quer dizer que se eu pegar um elemento x e operar com o inverso dele tem

que dar o elemento neutro. Eu acho que isso ja define um grupo. Esta sequéncia.
Pesquisador — VVocé pode repetir para mim?

E2 — Associatividade, elemento neutro e inverso. E a operagdo definida dentro

deste conjunto.

Neste dialogo com o estudante E2, podemos ver que ele se lembra e destaca
principalmente as propriedades das quais um conjunto com uma operagdo devem gozar,
0 que nos leva a crer que, em seu entendimento, grupo € definido apenas pelas
propriedades. Tiramos esta conclusdo porque o estudante sequer mencionou que um
grupo consiste de um conjunto e uma operacao, ele disse apenas que se lembrava de
uma lei de composi¢ao e que esta esta definida dentro “daquele conjunto” — 0 qual ele
ndo explicitou. Porém, ndo deixou claro se enxerga uma relagdo entre conjunto,

operacdo e as propriedades, ou seja, ele ndo coordena estes trés processos.

Destacamos também a propensdo do estudante em considerar um conjunto numerico ao
invés de um conjunto qualquer. Apesar de ndo explicitar conjunto em sua defini¢do de
grupo, E2 da indicios de considerar apenas os conjuntos numéricos quando afirma “J...]

dois nimeros dentro daquele conjunto [...]” (E2).

Desse modo, identificamos aqui que o estudante ndo entende grupo como um objeto
matematico, mas sim como propriedades a serem mostradas. Entendemos, entdo, que
ainda ndo interiorizou o0 conceito de grupo em um processo, uma vez que ainda esta
focado nas propriedades a serem provadas, nos algoritmos que lhes foram ensinados,
sem coordenar conjuntos, operacdo e propriedades. Indicando estar na chamada

concepcao acao, segundo a teoria APOS.
3.2.5 entender grupo como um conjunto e uma operagao

De acordo com Dubinsky et al (1994), um estudante com uma concepgéo equivocada de
grupo como um conjunto, pode comecar a incluir a operagdo em suas determinagdes de
grupo. Neste caso, 0 estudante pode considerar 0 conjunto como 0 aspecto

predominante do grupo e a operagdo como secundaria.

Sobre isso, encontramos um estudante que, possivelmente, esteja nesse processo de
inclusdo da operagdo em sua concepgédo de grupo. Vejamos o didlogo com o sujeito E5

seguido da analise.
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Pesquisador — Vocé sabe me dizer o que é grupo?

E5 — [tempo] Grupo é... uma estrutura algébrica, no caso ai de uma operagéo,

que satisfaz aquelas condicdes la.

Essa resposta &, praticamente, uma reproducéo do que haviamos dito ao E5 no inicio da
entrevista, quando falavamos sobre estruturas algébricas. Entdo, considerando esta

resposta insuficiente e vaga, continuamos questionando e o estudante responde:

E5 — O elemento neutro tem que estar... tem um conjunto, né, na verdade, e a
operacdo. Definido sobre essas... conjunto e operacéo. O elemento neutro, dado

um elemento do conjunto.
Pesquisador — N&o entendi. N&o entendi o que vocé falou.

E5 — N&o, eu que ndo soube explicar mesmo. Dado um elemento, tem que ter o
inverso no grupo, no conjunto, na verdade. Inverso a direita e a esquerda. O
produto deles tem que estar. [...] Tem que ser fechado com relagcdo a operacao,
né!

Esse fragmento do didlogo nos permite perceber que o conceito de grupo ndo esta bem

definido para o estudante.

Quando ES5 diz “O elemento neutro tem que estar...” e, em seguida, se lembra de que um
grupo é um conjunto associado a uma opera¢do, concluimos que entende o elemento
neutro como uma coisa ja definida que deve estar no conjunto, ndo que um elemento
e pertencente ao conjunto seja tal que axe =exa=a, Va € G. Isto é, o estudante
ndo percebe o elemento neutro como um elemento pertencente ao conjunto que, para

aquela operacdo especifica, possui a propriedade de elemento neutro.

Portanto, entendemos que esse estudante compreende grupo como um conjunto e uma
operagdo, mas que para esse conjunto e essa operacdo sejam um grupo, o conjunto deve
conter o elemento neutro e cada elemento do conjunto deve ter seu simétrico no
conjunto, ou seja, 0 conjunto € o aspecto predominante, enquanto a operagao é

secundaria.

Para finalizar esta secdo, apresentamos a tabela sintese das dificuldades com os

estudantes que as evidenciaram:
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Tabelal -Sintese das dificuldades dos estudantes

Dificuldades Subclasse 1 | Subclasse 2 | Estudantes
1. Ligadas a Conjuntos

1.1

1.2 E2. E3.E4. E7, E8
1.3 E6. E7, E8
2.1

2.2

E6. E7
E7. E8
E2, E3, E4, E6
E2, E3, E4, E7
(E3. E5, E7
E2, E8

2. Ligadas a Funcéo
2.3
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4.2 Concepcdes (acdo, processo, objeto) dos estudantes

Apresentamos agora um breve perfil de cada estudante, ressaltando algumas
informacdes que consideramos relevantes para a caracterizacdo de suas concepcoes

(acdo, processo, objeto) do conceito de grupo.
Estudante E1

O estudante E1 cursa o bacharelado e, concomitantemente, a licenciatura em
Matematica. Na época da entrevista, estava no final de seu segundo ano da graduacdo e
cursava a disciplina Algebra, o que, possivelmente, colaborou em seu desempenho na

entrevista. Segundo ele, suas notas na disciplina estavam boas.

Esse estudante apresentou quatro das dificuldades que listamos. Apesar disso, mostrou,
em diversos momentos, compreender o conceito de grupo, pois: apresentou
corretamente a definicdo formal do conceito; conseguiu trabalhar com a tabua de
operacgdes; soube provar a unicidade do elemento neutro; soube identificar grupos
representados pelas tdbuas de ordem seis; demonstrou conhecer algumas maneiras de
identificar grupos pela tabua de operagdo, como néo ter elementos repetidos nas linhas e
colunas, e reconhecer um grupo comutativo verificando a simetria dos elementos em

relacdo a diagonal principal; entre outras evidéncias.

Educ. Matem. Pesq., Séo Paulo, v.15, n.1, pp.51-82, 2013 69



Entendemos que o estudante E1 possui uma concepcdo objeto, no sentido da teoria
APQOS, pois compreende grupo como um conjunto com uma operagao binaria que goza
das propriedades, isto &, compreende grupo como um objeto matemaético estatico, que
possui caracteristicas proprias, além de conhecer exemplos de grupos. Na entrevista nao
abarcamos muitos exemplos, mas E1 mostrou conhecer, além dos grupos aditivos de
classes de restos e dos grupos lineares de grau n cobrados na questdo cinco, outros,

como o grupo das permutagoes.

Na questdo cinco, E1 nos mostrou fortes evidéncias de sua concepc¢do objeto de grupo.
Quando perguntado sobre (Z,,+) ser ou ndo um grupo, o estudante ndo hesitou em
garantir que é grupo, sem precisar realizar passos mais detalhados para confirmar,
indicando familiaridade com o exemplo. Com relacdo ao outro suposto grupo, O
(M,(R), .), a resposta ndo foi imediata, mas ainda sem realizar passos detalhados,
conseguiu concluir que um elemento de (M, (R), .) so seria simetrizavel em relacdo a
multiplicacdo se seu determinante fosse diferente de zero. Concluindo que (M5, (R), .)

¢ um grupo “so se o determinante [da matriz] for diferente de zero” (E1).
Estudante E2

Estudante da licenciatura em Matematica, E2 concluiu o curso Algebra ha pouco menos
de um ano antes da entrevista. Foi aprovado logo na primeira vez que fez o curso,
porém fez “quase todas as provas que tinha direito” (E2), isto é, precisou realizar o
exame. Na época da entrevista, esse estudante estava no final de seu terceiro ano da

graduacao.

Durante varios momentos da entrevista, E2 apresentou indicios de que ainda lida com o
objeto matematico grupo de maneira elementar. Dizemos isso ndo apenas pelo numero
de dificuldades que apresentou, foram sete, mas sim pela forma como elas apareceram.
O estudante parecia buscar lembrangas que estavam desconexas em sua memaria para
tentar responder as questdes. Por exemplo, quando questionado sobre (Z,4, +) ser grupo
ou ndo, sua primeira resposta foi: “Ai a questdo da inversa. A inversa ja ¢ mais
complicado, tem que ver se é primo ou ndo. E que se esse ndmero é primo, entfo ja é
grupo. Por exemplo, se fosse Z,, eu acho que ja garantia a inversa dele” (E2). O
estudante faz confusdo com o grupo multiplicativo das classes de resto modulo m, em

que m € primo. Ao invés de refletir sobre o grupo pedido, E1 resgata alguma lembranca
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de que m deveria ser primo, 0 que nao é necessario para o grupo aditivo das classes de

restos médulo m.

Podemos citar outro exemplo. Quando o estudante trabalhava com a tdbua de operacdes,
disse: “Acho que a tdbua de operacdes indica se ¢ associativa ou ndo, nesse caso” (E2).
O estudante se recordava que a simetria em relacdo a diagonal principal indica alguma
propriedade, mas ndo sabia qual. Em um primeiro momento, E2 afirmou que verificar
essa simetria seria suficiente para garantir que a tabua definiria uma estrutura de grupo.
Em seguida, disse que asseguraria a propriedade associativa, tentando, de alguma
forma, encontrar a utilidade de ser simétrico em relagdo a diagonal principal.

Esses e outros indicios nos permitiram afirmar que E2 possui uma concepc¢ao acao, de
acordo com a APQOS, com relacdo ao conceito de grupo. Isso significa que o estudante
ainda ndo interiorizou o conceito, pois ainda ndo refletiu sobre 0 mesmo, isto é, suas

acdes sobre 0 objeto matematico ainda sdo de forma mecanica.
Estudante E3

O estudante E3 ingressou em 2007 no curso de licenciatura em Matematica. Ficou
retido no segundo ano do curso “[...] por culpa da Algebra” (E3). Com relagdo ao que
mais gostava em Algebra, E3 afirmou que era “[...] provar que uma operagdo é um
grupo ou ndo e aquelas tabelas 14 [...]”, manifestando uma nogéo equivocada de grupo,
considerando grupo como uma operagdo. Cursou a disciplina pela segunda vez em

2009, um ano antes da entrevista que realizamos.

E3 manifestou oito das dificuldades que listamos, sendo duas relacionadas a conjuntos,

trés relacionadas a fungdo e trés relacionadas a grupo.

Esse estudante apresentou uma concepcdo equivocada do conceito de grupo,
explicitando uma tentativa de construir o conceito matematico grupo relacionando-o
com um conceito familiar — operacdo. Além disso, mostrou desconhecer o conjunto Z,,
de classes de restose ndo saber lidar com o conjunto das matrizes de ordem dois,
conjuntos que munidos da operacdo adigdo, por exemplo, sdo exemplos de grupos
estudados no curso de Algebra. Apresentou também confusdo com as propriedades das
operacgdes, como, por exemplo, enunciar a propriedade transitiva quando perguntado

sobre a propriedade associativa.

Dessas dificuldades manifestadas, entendemos que esse estudante esteja em uma

primeira fase do entendimento de grupo, em que ainda ndo o entende como um novo
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objeto matematico, mas sim como uma operacgéo (objeto matematico familiar) que pode
ser um grupo ou ndo. Essa é uma caracteristica da concepgdo acao, a qual o estudante
permanece com um entendimento elementar de grupo, sem prosseguir nas etapas da

construcdo conhecimento (no sentido da teoria APOS).
Estudante E4

E4 ¢ estudante de licenciatura em Matematica. Na época da entrevista, E4 cursava a
disciplina de Algebra. Segundo ele, naquele momento, o professor da disciplina ja havia

encerrado os conteddos, faltava apenas realizar a prova final.

Dos conteudos estudados, E4 relata que o que mais gostou foi estudar grupo e subgrupo,

XA

pois “[...] tudo segue o mesmo padrao” (E4). Apesar de gostar, o estudante ndo soube
definir grupo, ja que, segundo ele, no curso “ndo estuda muito o que ¢ anel, o que é... A
gente estuda mesmo para provar, para usar a formula” (E4). Isto €, para esse estudante,
0 estudo das estruturas algébricas significa seguir um algoritmo para provar um grupo
ou anel, porém, sem entender grupo e anel com objetos matematicos. Isso fica evidente
quando o estudante afirma que era “facil, porque tudo segue o mesmo padrdo, para

provar um anel, segue um algoritmo para vocé fazer. Grupo também” (E4).

Outro destaque feito pelo estudante, que vai ao encontro das dificuldades que listamos
nessa pesquisa, € a dificuldade com os conhecimentos prévios no estudo de grupo. De
acordo com o estudante

[...] dificil era interpretar antes de comecar a fazer, sabe? Onde que eu estou? Que
conjunto eu estou? Como define aquele conjunto? Como escrevo? Para mim isto €
dificil. Antes de comecar. Porque depois que eu sei como € o conjunto, depois que
define como ele fica, dai eu consigo. (E4)

O que o estudante da a entender é que conhecendo o0 conjunto e a operacao, provar que é
grupo ¢é facil, pois basta seguir o algoritmo. Isso mostra que o estudante ainda possui
uma concepcéo acado do conceito matematico, provando as propriedades para verificar
se um conjunto munido de uma operagdo € um grupo, mas sem entendé-lo como um

objeto matematico originario da coordenacao dos esquemas: conjunto, funcéo e axioma.

Das dificuldades que listamos, o estudante E4 apresentou oito delas. Algumas mostram
que esse estudante reproduz a maneira que o professor ensinou, sem realizar reflexdes
mais profundas. Por exemplo, o costume de chamar os elementos de conjuntos de

a, 3, y. Quando tratamos do conjunto Z,, ao tentar mostrar as propriedades, o0 estudante
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automaticamente fez e« =a, f=b e y = ¢. O mesmo ocorreu quando trabalhamos

com 0 conjunto M,,,. O estudante fez a = (Ccl Z) B = (Z ?) e y= (? Z)

Quando perguntado sobre 0 motivo de sempre chamar os elementos de um conjunto de
a, 8, o estudante respondeu: “Ah, ndo sei. E mais... O professor faz assim. Acho que

ndo precisa fazer isso” (E4).

Outro exemplo foi quando perguntamos sobre o que significa a barra sobre os elementos
do conjunto Z, = {0,1,2,3}. O estudante respondeu “Porque quando a gente estd
falando de Z alguma coisa, a gente coloca barra. Ah, eu ndo sei, mas eu sei que precisa
colocar” (E4).

Percebemos que o estudante realiza acdes com o conjunto Z, = {0,1,2,3} sem se
questionar sobre a natureza dos elementos desse conjunto, mostrando ndo conhecer o

conceito de classe de equivaléncia e de conjunto-quociente.
O estudante mostrou, também, dificuldade em escrever uma matriz genérica2x2,
utilizando o exemplo especifico como a matriz (% i) para mostrar que a multiplicacéo

entre matrizes ndo ¢ comutativa, com a justificativa de que “¢ menos complicado fazer
para uma” (E4). Além disso, cometeu um erro grave ao considerar que qualquer matriz

2x2 terd inversa.

Por essas dificuldades apresentadas pelo estudante relacionadas a conjuntos e a funcao
e, principalmente, a concepc¢do equivocada de grupo, entendemos que o estudante esteja
na primeira etapa da construcdo do conceito de grupo, evidenciando uma concep¢ao

acao, segundo a APOS.
Estudante E5

Esse estudante cursa licenciatura e bacharelado em Matematica. Ingressou no curso em

2008 e cursou Algebra em 2009, ano anterior a realizacdo da entrevista.

E5 afirmou que a parte do curso de Algebra de que mais gostou de estudar foi
congruéncia modulom. Com relacdo ao que menos gostou, afirmou ser o estudo de
grupos €, menos ainda, anéis, pois tem “muita definicao na parte de anéis” (E5). Quanto
as dificuldades, esse estudante disse que, mais do que a disciplina de Andlise, a

disciplina de Algebra é muito abstrata, 0 que a torna pouco atraente. Além disso, as
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demonstragdes dos teoremas sdo também muito dificeis para ele. Porém, “demonstrar

que € grupo, essas coisas, beleza!” (ES).

Ainda com relacéo as disciplinas, E5 relata que as disciplinas mais dificeis no curso de
Matematica, até o momento do final do seu terceiro ano, sdo Algebra e Corpos e
Extensfes — sendo esta uma disciplina para o bacharelado, que o estudante cursava na

época da entrevista.

Com relagdo ao conceito de grupo, E5 néo soube definir corretamente, manifestando a
dificuldade 3.2.5 Entender grupo como um conjunto e uma operacdo. Apesar disso, 0
estudante enunciou os axiomas corretamente, mostrou conhecer as definicdes de
elemento neutro e de elemento simetrizavel, soube trabalhar com os conjuntos Z, e
M, (R), mostrou que para (M,(R), .) ser um grupo, devemos considerar apenas as

matrizes inversiveis, isto €, o conjunto GL,(R).

Entdo, considerando que esse estudante apresentou, além de uma concepcéo equivocada
de grupo como um conjunto e uma operacao, a dificuldade 2.3.4 confusdo entre as
propriedades e a necessidade de se remeter a casos particulares quando deveria
considerar um caso genérico — como, por exemplo, quando tentava provar a unicidade
do elemento neutro, E5 disse: “Fala ai um grupo pra mim [...]”, quando deveria
considerar um grupo qualquer —, entendemos que este estudante esteja no processo da
construcdo do conceito de grupo e, talvez, na eminéncia de encapsular esse processo em
objeto, necessitando trabalhar com conjuntos e operacOes diferentes dos usuais para
que, a partir dos processos ja existentes, possa construir NnOvos processos e, assim,
encapsular em um objeto. Por isso, entendemos que esteja em uma concepgao processo

desse conceito matematico.
Estudante E6

Estudante de licenciatura em Matematica. Iniciou o curso em 2005 e, segundo ele, o
motivo de estar ha tantos anos fazendo o curso (seis anos até o dia que realizamos a
entrevista) foram as varias reprovacdes. E6 fez a disciplina de Algebra em 2008, o que
certamente influenciou em sua entrevista, pois, conforme afirma, ndo voltou a estudar

os conceitos da Algebra ap6s o curso, o que pode causar esquecimento das definicdes.

Porém, nesta analise, estamos interessados ndo apenas na enunciacdo da definicdo dos
conceitos, mas também na forma como os estudantes compreendem o conceito abstrato

de grupo. Por isso, mesmo que o estudante ndo se recordasse da definicdo de grupo,
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conduziamos a entrevista promovendo discussfes até que as defini¢cbes se tornassem
claras para que, a partir de entdo, esse estudante manifestasse sua concepcdo (acao,
processo, objeto) desse objeto da matemética avancada. Foi assim que procedemos com

0 estudante EB.

Segundo esse estudante, no curso de Algebra o estudo de “grupos foi bem legal. Prova
de grupos era legal. [...] A parte de organizar o raciocinio, falar: isso é grupo por causa
disso, disso e disso” (E6). Mesmo ndo sabendo a defini¢do de grupo, o estudante E6 tem
uma ideia de que grupo € provar as propriedades. Isso fica evidente em sua resposta
quando foi perguntado sobre o que ¢ grupo: “Nao lembro, eu lembro que tinha que

provar 3 coisas”(E6).

Podemos afirmar que esse estudante ndo entende grupo como um objeto matematico
definido, com caracteristicas proprias e com propriedades construidas a partir dessa
definicéo.

Com relagdo aos conhecimentos prévios necessarios para a construcdo do conceito
grupo, E6 também apresentou dificuldades. Nao se lembrava dos simbolos Z, e M, (R),
ndo soube mostrar a associativa tanto em (Z,, +) como em (M, (R), .), além de quase

sempre utilizar a operacdo adi¢cdo ao invés de uma operacdo genérica.

Assim, pelas dificuldades relatadas acima e pela concepcdo equivocada de grupo,

entendemos que o estudante possui uma concepc¢ao acao do conceito de grupo.
Estudante E7

Estudante do terceiro ano da licenciatura em Matematica, E7 cursou Algebra no ano
anterior a entrevista. Foi aprovado na primeira vez que fez a disciplina, apesar de ndo

ter gostado de Algebra. Sua justificativa foi clara:

[...] eu fago Matemaética porque quero dar aula em escola, entdo ndo
me sentia muito motivada a estudar aquilo [Algebra], porque eu acho
gue nunca vou usar. [...] Eu ndo me esforcei para aprender, porque ndo
me sentia muito motivada, porque pra mim ndo fazia muito sentido.
[...] eu estudei para passar de ano, ndo para aprender, porque ndo me
vejo nesse contexto, sabe? (E7)

O discurso desse estudante merece uma reflexdo mais profunda sobre o ensino de

Algebra em cursos de licenciatura, mas que foge ao objetivo deste artigo.
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Com relacgdo aos conceitos algébricos, E7 apresentou oito das dificuldades que listamos.
Algumas dessas dificuldades estdo ligadas a generalizacdo, a simbologia, ao trabalho
com conjuntos outros que ndo apenas 0s conjuntos numericos. Por exemplo, o estudante
definiu estruturas algébricas como um “conjunto dentro dos numéricos que segue
algumas propriedades” (E7). E definiu grupo como um “conjunto fechado que tem
elemento neutro para a soma, associatividade, comutatividade e elemento inverso” (E7).
As duas definicdes mostram que o estudante estd um pouco preso aos conjuntos

numéricos e as operagdes mais comuns, como adi¢do e multiplicacao.

Outro exemplo dessa limitacdo as operacdes familiares pode ser visto quando
perguntamos se o elemento de um grupo € Unico. A resposta foi: “E. E Unico com a

operagao dele. Quando ¢ soma, ¢ o zero. Quando ¢ multiplicagdo, ¢ o 1”’(E7).

O estudante apresentou também a dificuldade 1.3 Reconhecer os simbolos que

representam determinado conjunto, pois ndo soube dizer qual era o conjunto M, (R).

Portanto, a no¢do equivocada de grupo como um conjunto, a limitacdo aos conjuntos
numeéricos e operagdes mais comuns, a dificuldade em reconhecer e lidar com o
conjunto M, (R), a dificuldade em lidar com o conjunto Z,, nos levam a dizer que o

estudante E7 possui uma concepcao ac¢ao do conceito de grupo.
Estudante E8

Estudante de licenciatura em Matemética, E8 cursava a disciplina de Algebra no ano da
entrevista, porém parou 0 curso, pois “estava com muitas disciplinas, estudando para

varias disciplinas e fazendo muitas provas” (ES).

Sobre o conceito de grupo, o estudante ndo soube dar a defini¢cdo, ndo reconheceu o
conjunto Z, - apesar de relatar que o que gostou e achou facil no curso de Algebra foi a
parte de congruéncia médulo m —, ndo soube dizer o que é cada uma das propriedades

que uma operacdo sobre um conjunto deve gozar para ser um grupo.

As respostas dadas pelo estudante eram curtas, quase sempre negativas, indicando que
ndo sabia responder o que era perguntado, e, ainda, ndo fez nenhum registro escrito. O
estudante ndo expds suas dificuldades com relagdo ao conceito de grupo, talvez por ndo
ter realizado acgdes sobre este objeto que o levassem a interiorizar, mesmo que de forma

equivocada, o conceito.
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A desisténcia do curso pode estar ligada a dificuldade que o estudante tinha no estudo
das estruturas algébricas, pois, segundo E8, “dificil foi o Gltimo contetdo, corpos. [...]
Foi ai que eu parei” (E8). Por isso, entendemos que as respostas dadas pelo estudante
E8 foram insuficientes para afirmarmos qual concepcao (acdo, processo, objeto) este

estudante esta do conceito de grupo.

Concluindo a etapa das interpretacfes das dificuldades, identificando as concepcdes
(acdo, processo, objeto) dos estudantes, apresentamos a seguir uma tabela com as

concepcdes (acdo, processo, objeto) dos estudantes com relacdo ao conceito de grupo.

Tabela 2 - Concepcoes (a¢do, processo, objeto) dos estudantes sobre o conceito de grupo

Concepcéo El E2 E3 E4 ES5 E6 E7 ES8
Concepcéo acéo X X X X X ?
Concepcgéaoprocesso X

Concepcédo objeto X

Dos oito estudantes entrevistados, cinco apresentaram uma concepc¢ao agdo do conceito
de grupo, de acordo com as analises que fizemos. Essa quantidade revela que mesmo
apos o estudo grupo, muitos estudantes permanecem com uma noc¢do equivocada ou,

muitas vezes, elementar dessa estrutura algébrica.

A seguir, apresentamos as consideracfes finais, em que tecemos comentarios sobre 0s

resultados obtidos nas analises.

Consideracoes finais

Buscavamos, nesta pesquisa, identificar e interpretar dificuldades apresentadas por
estudantes de Matematica quanto aos conceitos que envolvem o estudo de grupo.

Para tanto, recorremos a teoria APOS, de Dubinsky, ligada ao pensamento matematico
avancado, para nos fundamentar nesta pesquisa, pois nos permitiria perceber e
interpretar dificuldades dos estudantes ao trabalharem com o0s conceitos abstratos de
grupo.

A fim dealcancar nosso objetivo, convidamos estudantes tanto do bacharelado como da
licenciatura em Matematica de uma universidade estadual do Parana, que ja haviam
estudado grupos, para participar da pesquisa. Tivemos oito participantes, sendo que seis
cursavam somente a licenciatura e dois cursavam licenciatura e bacharelado.

Elaboramos um roteiro contendo sete perguntas norteadoras, que serviram de
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indagac0es iniciais durante as entrevistas semiestruturadas que realizamos com esses

estudantes.

Identificamos vinte dificuldades, apresentadas no quadro 1, que estdo divididas em trés
classes: trés relacionadas a conjuntos, nove relacionadas a funcao eoito relacionadas a
grupo. Isso significa que mais da metade dessas dificuldades, doze, estdo relacionadas a
conceitos anteriores e necessarios a construcdo do objeto grupo, o que causa
consideravel defasagem na aprendizagem desse conceito.

Conforme ressaltamos durante o trabalho, o conceito de grupo pode ser entendido,
segundo Brown et al (1997, p.192), como um esquema que contém trés esquemas:
conjunto, operagdo binéria e axiomas. Assim, quando um desses esquemas ndo esta bem

construido, a aprendizagem do objeto grupo fica comprometida.

Entendemos que essas vinte dificuldades que envolvem a compreensdo do conceito de

grupo podem ser dividas em trés tipos:
e Dificuldades com os conhecimentos prévios, conforme comentamos;

e Dificuldades causadas, possivelmente, por poucas agdes realizadas sobre os
objetos matematicos, ou, no caso de alguns estudantes, pelo tempo decorrido
apo6s o estudo de grupo e a realizacdo das entrevistas, 0 que pode causar
esquecimento. Um exemplo de dificuldade causada pelo esquecimento pode
ser a dificuldade 1.3 Dificuldade em reconhecer os simbolos que representam
determinado conjunto. Durante as entrevistas, como queriamos, também,
perceber a concepcdo (acdo, processo, objeto) do estudante sobre o conceito
de grupo, caso ele ndo se lembrasse da definicdo de grupo, discutiamos e, em
alguns casos, forneciamos a definicdo e algumas propriedades para estimula-
lo a expor a forma como compreende a estrutura algébrica e outros conceitos
envolvidos. Dessa maneira, as entrevistas ndo se limitavam a perceber se o
estudante se lembrava ou ndo das defini¢cdes, mas sim como pensa o conceito
de grupo, se o entende como um objeto matematico estatico. Neste caso,
guando a dificuldade estd na compreensdo do conceito, entendemos a

dificuldade como sendo do terceiro tipo:

e Dificuldades ligadas a natureza abstrata do objeto matematico grupo,
necessitando uma mudanga cognitiva (TALL, 1995). Por exemplo,

dificuldades em compreender a estrutura de grupo.
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Com relacdo as concepgdes (agdo, processo, objeto) dos estudantes que enunciamos,
percebemos que a maioria dos estudantes tem ainda uma viséo elementar da estrutura de
grupo.

Como vimos, as construcbes de novos conceitos matematicos, segundo Dubinsky
(2002), procedem da abstracao reflexionante definida por Piaget, em que um objeto
matematico é elevado a outro patamar (reflexionamento), no qual sofrerd uma
reconstrucdo e reorganizagdo (reflexdo) causadas pela atividade cognitiva do sujeito,
criando novos objetos. Porem, percebemos nesta pesquisa gque a construgdo do conceito
de grupo exige dos estudantes a elevacéo a outro patamar de objetos matematicos que,
muitos deles, ainda ndo dominam, como é o caso de conjuntos e de fungdes. Além
disso, percebemos, por atitudes de alguns estudantes, que a reflex&o (atividade cognitiva
do sujeito) necessaria para criar novos oObjetos ndo estd, ou pouco est,
ocorrendo.Atribuimos tais dificuldades na construcdo desses objetos abstratos ao grande
leque de conhecimento matematico que eles requerem. Com isso, a pouca maturidade
matematica de alguns estudantes, isto €, a realizacdo de poucas atividades matematicas
com objetos formalmente definidos, demonstracfes, simbolos diversos em diferentes
contextos, até o momento do estudo de conceitos da Algebra, pode ser, muitas vezes,

causadora de grandes dificuldades no aprendizado.

Sendo assim, pensamos que estando a Algebra presente em cursos de licenciatura e
bacharelado em Matematica, devemos refletir sobre seus objetivos em cada uma dessas
modalidades, no sentido de verificar se os mesmos estdo, de fato, sendo alcangados.
Neste sentido, acreditamos que as dificuldades listadas nesta pesquisa, bem como as
concepcdes (acdo, processo, objeto) dos estudantes e a maneira elementar na qual
tratam objetos matematicos abstratos, podem servir de alerta para cursos de Algebra do
Ensino Superior, apresentando-se como indicadores do que é necessario enfocar quando
trabalharmos com estudantes iniciantes em Algebra, provocando um repensar sobre a
forma como estdo sendo abordados seus conceitos, especialmente as estruturas

algébricas.

A partir do grande nimero de dificuldades com conceitos prévios que listamos e das
concepcgdes (agdo, processo, objeto) que identificamos sugerimos, assim como
Dubinsky et al (1994, p.20-30), que no ensino de Algebra se deva tratar com atencdo 0s
conhecimentos prévios necessarios para o estudo de grupo, seja antes do inicio, no

inicio ou, até mesmo, durante seu estudo.
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Com excecdo do estudante E1, todos os demais entrevistados apresentaram sérios
problemas com conjuntos e fungdes, o que ratifica a afirmacédo de Dubinskyet al (1994,
p.30) de que muitos estudantes vém para cursos de Algebra sem fortes nocdes de
funcGes e mal preparados para lidar com conjuntos, 0 que, em nossa Vvisao, pode leva-
los & encapsulacdo do objeto grupo de maneira equivocada, por exemplo, acreditando
que existam somente grupos multiplicativos ou aditivos, como ocorreu nesta pesquisa.
Independente disso, percebemos que estudantes d&o continuidade ao curso sem sanar
suas dificuldades, que vdo se acumulando na medida em que novos conceitos sdo

apresentados.

Portanto, destacamos a necessidade de se ter atencdo com 0s conceitos prévios no

ensino de grupo, principalmente com conjuntos e funcéo.

Percebemos, também, dificuldades na aprendizagem do préprio objeto grupo, ndo
apenas dos conceitos prévios. Neste caso, pensamos que se deva trabalhar a natureza
abstrata desses objetos matematicos, a forma como sdo constituidos. Neste sentido, uma
possivel contribuicdo pode ser dada pela utilizagdo da histéria no ensino de grupos,

conforme propGe Brandemberg (2010).

Esperamos, finalmente, que o presente artigo traga contribuicdes ao ensino de Algebra,
seja provocando reflexdes sobre seu curriculo, seja auxiliando os professores ou
inspirando pesquisas futuras cujo objetivo principal seja 0 ensino e a aprendizagem da
Algebra.
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Anexo

1) O que vocé gostou durante o curso de Algebra? Gostou mais ou menos do que outros
cursos, por qué? O que vocé gostou ou ndo, em particular, no &mbito das estruturas

algébricas? Explique. Fonte: Lajoie (2000)

2) O que vocé entende por estruturas algébricas? Fonte: os autores.

3) Durante o curso de Algebra, vocé se lembra de ter feito (visto) algo particularmente
dificeis? Quais? E o contrario, vocé se lembra de ter feito (visto) algo mais faceis?

Quais? Fonte: Lajoie (2000)

4) Como vocé compararia (de modo geral) a disciplinade Algebra as outras disciplinas

do curso de matematica que vocé fez até o0 momento? Fonte: Lajoie (2000)

5) (i) O que € grupo? Fonte: Hazzan (1999).

(i) (Z, , +) e (M, (R), -) sdo grupos? Fonte: os autores.

6) O conjunto A = {a, b, c} forma um grupo em relacdo a tdbua de operacdo a seguir?
Explique.Fonte: Hazzan (1999).

* a b c
a C a b
b a b C
C b C a

7) a) O elemento neutro de um grupo € Unico?
b) O que significa o elemento neutro de um grupo ser Unico?
c) Prove que o elemento neutro de um grupo é tnico. Fonte: Hazzan (1999).
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