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Resumo

O objetivo deste texto € o de apresentar parte de um Estudo de Caso, realizado em um
curso de Licenciatura em Matemdtica, nos anos de 2010-2011, visando a contribuir
com as muitas acGes movidas por todos os envolvidos na formacéo inicial docente, no
sentido de melhor preparar esses profissionais, nessa importante etapa de formacéao.
Numa reformulacéo do curso, a Resolucéo de Problemas (RP) veio a ser uma das novas
disciplinas, cuja ementa apregoava o trabalho com Tendéncias no Ensino de
Matematica. Nesta pesquisa, dar-se-a énfase ao trabalho desenvolvido com futuros
professores nessa disciplina, com enfoque para a Resolu¢cdo de Problemas como
metodologia de ensino sob seus aspectos tedrico e pratico. Acredita-se que o trabalho
docente é reflexo da vivéncia do professor ao longo de sua trajetéria e espera-se que,
vivenciando diferentes metodologias de trabalho nessa etapa da formacéo, o futuro
professor esteja mais bem preparado para exercer a docéncia. Ao final de trés
semestres do trabalho na disciplina, verificou-se que os futuros professores eram
capazes de trabalhar com a Metodologia estendendo-a, inclusive, para outros
contextos.

Palavras chave: Educacdo Matematica; Resolucdo de Problemas; Formacdo de
Professores.

Abstract

This paper aims to present part of a Case Study carried out in an Initial Training for
Teachers of Mathematics, in the years 2010-2011, in order to contribute to the many
actions done by those involved in the initial teacher’s training in order to better prepare
these professionals, in this important stage of formation. Having reformulated the
course, Problem Solving (RP) came to be one of the new subjects, where the curriculum
claimed to work with Trends in the Teaching of Mathematics. In this research, emphasis
will be given to working with future teachers in this subject, focusing on Problem
Solving as a teaching methodology in its theoretical and practical aspects. It is believed
that teaching is a reflection of the experience of the teacher throughout his career and it
is expected that experiencing different working methodologies in this stage of training
future teachers are better prepared to work as teachers. After three semesters of work
on the subject, it was found that prospective teachers were able to work with the
methodology by extending it even to other contexts.

Keywords: Mathematics Education; Problem Solving; Teacher Training.
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INTRODUCAO

A formacdo inicial docente tem sido muito discutida nas Gltimas décadas, pois o
trabalho realizado com alunos, futuros professores, nessa etapa de formacéo, tem efeito
direto na sala de aula.

O local onde o professor deveria iniciar seu trabalho como educador para uma grande
massa da populagéo - a escola - tem sido o lugar onde, efetivamente, ele tem aprendido
a exercer a docéncia, condicdo que deveria iniciar-se quando ingressou na universidade
e onde os saberes profissionais® deveriam ser adquiridos. Embora possa se reconhecer
que os conhecimentos dos professores sejam “provenientes de varias fontes e
construidos em tempos diferentes” (CURI, 2011, p.78), ndo se pode negar o papel da
universidade, o de possibilitar que os saberes profissionais sejam la construidos.
Entretanto, a universidade tem deixado muito a desejar na formacéo inicial docente,
pois forma seus professores a qualquer custo para atender as demandas sociais que
clamam por esses profissionais. O preco pago é o despreparo desses professores que, na
grande maioria, quando colocados na sala de aula para exercer o papel que lhe foi
designado, repetem velhas praticas, aquelas que aprenderam quando foram alunos, na

Escola Bésica.

Nas Gltimas décadas, muitos tém sido os esfor¢os para mudar esse cenario, mas sao
tantas as variaveis que caracterizam a instituicdo escola que toda mudanca parece
infima. Esses esforcos sdo constatados quando se faz uma busca rapida nas varias
tendéncias no ensino e observam-se as diferentes areas que se juntaram a Matematica no
movimento de discussdo e reflexdo em torno das dificuldades de aprendizagem dos

estudantes.

Este trabalho de pesquisa pretende se apresentar como mais um desses movimentos, no
sentido de mudar o téo dificil cenario da formacéo inicial docente. Ele traz elementos
que contribuem com a crenca de que, se houver uma mudanca nas bases, quando o
professor esta ainda se tornando professor, aquilo que ele aprendeu, na universidade,
poderia vir a incorporar-se a sua pratica, pois teve relacéo direta com o que iria ensinar.

O foco deste texto serd o trabalho de alunos, futuros professores, depois de terem

® Tardif (2010): saberes profissionais — conhecimentos, competéncias, habilidades, etc., utilizados
efetivamente no trabalho diario, pelo professor, para desempenhar suas tarefas e atingir seus objetivos.
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vivenciado, na préatica, metodologias de ensino que poderdo ser encampadas em seu

trabalho quando se tornarem professores.
1. A FORMACAO INICIAL DOCENTE

A formacado inicial docente de professores em geral e de Matematica em particular tem
sido motivo de preocupacdo de pesquisadores ao longo da histéria do ensino de
Matematica, sendo mais evidenciada a partir do inicio do seculo XX. Pesquisas (BALL
& COHEN,1999; FIORENTINI,2003; SILVER,2006; MOREIRA & DAVID,2007;
ALBUQUERQUE, 2006) tém apontado que a formacdo inicial docente € deficiente,
mas que tem havido empenho de todos os envolvidos na &rea no sentido de melhorar
essa pratica. Ao encerrar 0s cursos de formacao inicial, o professor recém-formado néo
se sente apto para atuar na sala de aula da Educacdo Basica, pois, nos anos que passou
na universidade, ndo lhe foi oferecida a seguranca necessaria para o exercicio da

docéncia.

George Polya, ja em 1962, em seu livro Mathematics and Discovery (1962), ressaltou a
fragilidade dos cursos de formacdo inicial de professores para a Escola Secundaria,
dizendo que a preparacao de professores para esse nivel de ensino era insuficiente e que
competia, aos Departamentos de Educacdo e Departamentos de Matematica, ou seja, a
todos os envolvidos na formacdo inicial docente, acGes para mudar o cenario. Essa
mudanca deveria, segundo Polya, iniciar-se pela revisdo dos cursos oferecidos a futuros

professores da Escola Secundaria.

Anterior a Polya, em 1908, Felix Klein, no livro Elementary Mathematics from an
Advanced Standpoint: Arithmetic, Algebra, Analysis, ja havia manifestado preocupacao
com a formacdo docente, alegando que jovens universitarios, recém-formados, eram
confrontados com problemas na sala de aula que néo se referiam, em nenhum aspecto,
as coisas com as quais eles haviam sido envolvidos na escola. Até agquele momento, a
prioridade dos professores de Matematica, em sua maioria homens, voltava-se a ciéncia

sem nenhuma preocupac¢do com a matematica escolar.

Mais de um século se passou, desde as primeiras preocupacfes com a formacdo inicial
docente e reconhece-se que muito j& foi feito objetivando melhorar essa importante
etapa da formacdo, sejam por meio de congressos, artigos, grupos de pesquisa,
seminarios, simpdsios, etc. Contudo, a realidade desses cursos, no que diz respeito a
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transformacdes que visam a melhor preparar o docente, capacitando-o a proficiéncia de
ensino®, caminha a passos lentos. Uma justificativa para essa lentiddo, como apontou
Garcia Blanco (2003), refere-se aos distintos estamentos que envolvem a formacao
docente: sociedade, instituicdes, pesquisadores, formadores de professores, professores
e alunos. Para a autora, apesar de a formagéo docente estar em constante processo de
evolugdo, essas particularidades fazem com que ela seja vista e sentida como

problematica. Um aspecto do problema, relativo a essa etapa da formacéo,

seria a definicdo de programas de formagéo que respondessem
as demandas provenientes dos distintos setores afetados; um
programa que possibilitasse a formagdo de profissionais do
ensino com capacidade para desenvolver suas tarefas no ambito
de sua propria e continua aprendizagem e desenvolvimento
profissional (GARCIA BLANCO, 2003, pp.51-52).

Silver (2006) afirmou que apesar de o cenario estar longe do desejado, hd um progresso
significativo realizado ao longo das ultimas décadas, especificamente a partir da década
de 1990, com curriculos mais provocativos e instigantes; relatos de experiéncias bem
sucedidas no ensino de Matematica estdo a disposicdo com mais facilidade; hd uma
melhor nocdo do que vem a ser um professor de matemética bem “qualificado”; e o
desenvolvimento da consciéncia para a necessidade de uma melhor qualificacdo

profissional.

O presente trabalho traz resultados, que corroboram com as expectativas de Garcia
Blanco e Silver, no que se refere as agdes movidas para melhorar o cenério atual,
relativo a formacdo inicial docente de professores de Matematica, com a universidade

reformulando o curriculo, o professor formador e os professores em formacédo, todos

*De acordo com Silver (2006) “um professor de Matematica proficiente tem um conhecimento
profundo de matematica, tanto dentro quanto fora do curriculo escolar; ele sabe como os alunos
aprendem e operam mentalmente o conhecimento matematico (essa competéncia do professor é
o0 conhecimento conceitual para ensinar). A proficiéncia no ensino de matematica também inclui
um repertorio fluente de procedimentos pedagodgicos (fluéncia procedimental para ensinar),
juntamente com a habilidade para planejar aulas e materiais didaticos e para avaliar de que
forma decisOes e a¢Oes pedagogicas particulares podem influenciar a aprendizagem dos alunos
(competéncia estratégica e raciocinio adaptativo para ensinar). Finalmente, outro componente
crucial do ensino proficiente é uma orientagdo rumo a um aperfeicoamento continuo do
conhecimento e do desempenho do individuo enquanto professor (disposi¢do produtiva para
ensinar)” (p.129).
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engajados no trabalho de enfrentar os desafios de uma nova proposta curricular em
atendimento as necessidades urgentes de melhorias na formacdo inicial. Embora se
reconheca a complexidade da sala de aula, acredita-se que, na formacao inicial docente,
o futuro professor, vivenciando diferentes abordagens metodologicas, terd a
oportunidade de examinar contedos matematicos com profundidade, refletindo sobre
eles, de forma a atender mais e melhor as dificuldades de seus estudantes.

2. AMETODOLOGIA

Dentre 0s conjuntos de estratégias designados qualitativos, nesta pesquisa, por se tratar
de um caso especifico — professores em formacao na disciplina Resolucdo de Problemas
trabalhando com diferentes abordagens metodoldgicas — dentro de um sistema mais
amplo, escolhemos o Estudo de Caso. Como procedimento, foi adotada a observacao
participante, uma das estratégias dessa metodologia, que teve o professor formador
como observador. Essa estratégia de pesquisa permite um acompanhamento mais
prolongado e minucioso das situacdes, utilizando uma linguagem e uma forma mais
acessivel do que apresentam outros relatérios de pesquisa (LUDKE, 1986;
GOLDENBERG, 2003).

Na observagdo participante, o professor formador teve seus registros anotados em um
diario de campo. Buscou-se, nessas anotacGes, valorizar o trabalho dos estudantes,
futuros professores, no que se refere ao aprofundamento das discussbes ocorridas nos
grupos de trabalho. Os estudantes eram constantemente questionados, pelo professor
formador, sobre a Matematica que poderia ser explorada em cada problema dado ou
pesquisado e sobre outros casos que teriam passado despercebidos aos estudantes. O
professor formador, nesse trabalho, pretendia chamar atencdo dos estudantes para as
sutilezas do processo de escolha e preparo de atividades, o que se tornaria comum no

dia a dia de sua prética docente.

O fendbmeno aqui estudado é o trabalho com estudantes, em um curso de Licenciatura
em Matematica com duragdo de trés anos, em uma universidade particular na cidade de
Piracicaba, Sdo Paulo. Para esse trabalho foi proposto, aos estudantes, o estudo de
diferentes Tendéncias Pedagogicas no ensino de Matematica a fim de que pudessem
vivenciar diferentes metodologias de trabalho na formacdo inicial e que, no exercicio da

docéncia, pudessem experimenta-las com seus alunos uma vez que adquiriram, ao longo
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da formacéo, alguma maturidade com esse trabalho. Dentre as Tendéncias estudadas, a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo
de Problemas foi escolhida como metodologia de trabalho para um estudo pratico nos

dois semestres subsequentes.

Nessa Metodologia “o problema é o ponto de partida e, na sala de aula, através da
resolugdo de problemas, os alunos devem fazer conexdes entre diferentes ramos da
Matemdatica, gerando novos conceitos e novos conteudos” (ONUCHIC;ALLEVATO,
2011, p.81). Assim, os problemas devem ser selecionados, de antemdo, pelo professor, e
trabalhados em sala, com os alunos, seguindo um roteiro de aula sugerido por Onuchic e
Allevato (2011): “1. preparagdo do problema; 2. leitura individual; 3. leitura em
conjunto; 4. resolucdo do problema; 5. observar e incentivar; 6. registro das resolucdes

na lousa; 7. plenéaria; 8. busca por consenso; 9. formalizacéo do conteudo ” (p.83-84).

A Metodologia foi aplicada pelo professor formador, sob seu aspecto pratico, isto &,
problemas foram trabalhados, respeitando o que propdem Onuchic e Allevato (2011),
no segundo semestre da disciplina Resolucdo de Problemas. Em um semestre
subsequente, terceiro da disciplina, jA com uma teoria construida, os alunos trabalharam
com a Metodologia pesquisando por problemas, resolvendo-os e elaborando um plano
de aula que foi aplicado por cada um dos grupos a seus colegas de sala.

3. ADISCIPLINA RESOLUCAO DE PROBLEMAS NA
INSTITUICAO

O curso de Licenciatura em Matematica da universidade em estudo havia sido
reformulado em 2007, com uma nova proposta pedagdgica visando a atender as

demandas atuais na formacéo docente.

A disciplina Resolucdo de Problemas era uma das disciplinas da nova grade e sua
ementa apregoava que fossem apresentadas diferentes tendéncias do ensino e da
pesquisa em Educacdo Matematica. Por essa razdo, optou-se por trabalhar textos
teoricos sobre diferentes tendéncias em Educacdo Matematica no primeiro semestre do
oferecimento da disciplina, que tinha duragdo de trés semestres, dentre as quais a
Resolucgédo de Problemas foi uma das abordadas. No segundo semestre, foram propostos
problemas que deveriam ser resolvidos a luz dos pressupostos tedricos da Metodologia
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de Ensino-aprendizagem-avaliacdo de Matemaética através da Resolugdo de Problemas.
Por ultimo, no terceiro semestre, os alunos deveriam preparar um projeto de aula de
Matematica onde considerariam essa metodologia como eixo norteador. Esse trabalho
foi realizado no segundo semestre de 2010 e durante todo o ano de 2011. O estudo

abrangeu as dimens6es tedrica e pratica® da Resolucdo de Problemas®.

4. O DESENVOLVIMENTO DA DISCIPLINA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

Inicialmente foi proposto, aos 11 (onze alunos) do curso de Licenciatura em
Matematica, o estudo de algumas tendéncias do ensino e da pesquisa em Educacao
Matematica. Foram contempladas: O Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica
Através da Resolucgdo de Problemas; O uso de Tecnologias no Ensino de Matemética; e
a Modelagem Matematica como estratégia de ensino. O favoritismo em relacéo a esses
temas e ndo a outros dentro da grande area da Educacdo Matematica deu-se em razdo da

necessidade de delimitar o trabalho.

No primeiro semestre do oferecimento da disciplina Resolucdo de Problemas, quarto
semestre do curso, seu desenvolvimento compreendeu o estudo tedrico das tendéncias
escolhidas e a elaboracgdo, pelos alunos, de um relatério final. Apds esse semestre foi-
Ihes proposto que as aulas fossem desenvolvidas tendo a Metodologia como eixo
norteador, seguindo o que propdem Onuchic e Allevato (2011). Com isso, no segundo
semestre, problemas foram propostos pelo professor formador aos alunos, que se
organizaram em cinco grupos para resolvé-los. Para cada aula, com duracdo de 120
minutos, foi proposto um problema. Desses problemas propostos, pelo professor
formador, ndo constam suas resolucGes aqui, visto ndo ser essa a pretensdo deste
trabalho.

Iniciado o terceiro semestre dessa disciplina, ultimo periodo do curso, aos alunos foi
dada a tarefa de buscar por diferentes problemas, procurando identificar aqueles que
seriam considerados bons, isto €, problemas que serviriam como ponto de partida para o

ensino-aprendizagem-avaliacdo de Matematica, como pressupde a Metodologia de

> Considera-se teoria 0 estudo da Resolucdo de Problemas a partir de conceitos e proposicdes a ela
referentes. O aspecto pratico refere-se a aplicacdo da Metodologia nas aulas de Matematica.

® Os R e P maitsculos indicam a Resolucdo de Problemas como teoria e, r e p, referem-se ao ato de
resolver problemas.
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ensino-aprendizagem-avaliacdo de Matematica atraves da Resolugdo de Problemas.
Nela, o professor precisa pesquisar problemas apropriados a construgdo de novos

conceitos e contetdos, como afirmam Onuchic e Allevato (2011):

0s problemas sdo postos aos alunos antes de lhes ter sido
apresentado, formalmente, o conteldo matematico necessario
ou mais apropriado a sua resolugdo que, de acordo com o
programa da disciplina para a série atendida, é pretendido pelo
professor. Dessa forma, o ensino-aprendizagem de um tdpico
matematico comega com um problema que expressa aspectos-
chave desse tdpico, e técnicas matematicas devem ser
desenvolvidas na busca de respostas razoaveis ao problema
dado. A avaliagdo do crescimento do aluno ¢é feita
continuadamente, durante a resolucéo do problema (p.85).

Foram disponibilizadas algumas aulas para a pesquisa de problemas e, ao final, cada
grupo selecionou um problema para trabalhar, tendo a metodologia adotada como
suporte. Apos a escolha do problema, uma nova etapa, que incluia, além da resolucédo
do problema; o questionamento sobre quais conceitos poderiam ser desenvolvidos a
partir do problema; o levantamento de questdes norteadoras; o pensar num problema
auxiliar”; e verificar se o enunciado era suficientemente claro; foi iniciada. Toda essa
etapa, que ocorreu durante as aulas de Resolucdo de Problemas na biblioteca da
universidade, foi acompanhada pelo professor formador, que trabalhou com os grupos
questionando-os, sobre a clareza do enunciado dos problemas, conceitos que poderiam
ser explorados e a possibilidade da construcdo de outros conceitos ainda ndo abordados,
bem como, se um mesmo problema poderia ser trabalhado em diferentes niveis de

ensino.

Apos a selecdo e o estudo do problema, os alunos, futuros professores, organizaram-se,
em seus grupos, para elaborar seu plano de aula. Essas aulas foram ministradas nos

meses de outubro e novembro de 2011.

5.0 TRABALHO DO G1

7« aquele de que tratamos, ndo por ele mesmo, mas porque esperamos que o seu tratamento nos auxilie a
resolver um outro — 0 nosso problema original. Este dltimo é o fim a que desejamos chegar; o problema
auxiliar é o meio pelo qual tentamos chegar ao nosso objetivo” (POLYA, 1995, p.119).
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Priorizou-se por apresentar nesta pesquisa o resultado do trabalho de um unico grupo de
alunos, futuros professores, chamado neste texto de G1. No entanto, é importante
ressaltar que os outros quatro grupos elaboraram e aplicaram suas aulas aos demais
colegas de sala, da mesma forma que fez o G1. Durante a apresentacdo do problema do
G1, os demais alunos trabalharam em seus grupos e contribuiram significativamente em
cada uma das etapas propostas pelo grupo. Assim, houve a participacao efetiva de todos
os alunos, dentre os quais, alguns terdo suas falas trazidas para este texto (esses

estudantes foram chamados de Al, Bl e C1).

A escolha por apresentar a aula do G1, neste texto, deu-se pela possibilidade de discutir
cada detalhe da aula por eles aplicada, bem como, por ter sido esse o0 Unico grupo a
propor o trabalho com a metodologia estudada na disciplina Resolugdo de Problemas

em duas disciplinas diferentes.

O professor formador ministrava nessa turma duas disciplinas sendo a Resolucéo de
Problemas, objeto deste estudo, e o Estdgio Supervisionado. O Estagio estava
organizado da seguinte forma: no primeiro semestre de ocorréncia, as aulas aconteciam
na universidade e, nessa etapa, eram estudados documentos oficiais que o regulamentam
como, também, eram dadas orienta¢cdes aos alunos de como elaborar um plano de aula.
A aula, que seria elaborada pelos alunos para regéncia, deveria ser ministrada na
universidade ao professor e aos colegas de sala antes de ser aplicada na escola, local
onde o Estagio, sob seu ponto de vista pratico, ocorria. No segundo periodo do Estagio,
os estudantes, futuros professores, iam para as escolas da rede de ensino publico e
ocupavam salas de aula de Matematica, apenas observando o trabalho do professor. Ja

no terceiro periodo do Estagio, faziam-se as regéncias.

A necessidade de abordar o Estagio Supervisionado neste texto justifica-se em razédo de
0 G1 ter sugerido trabalhar com a Resolu¢cédo de Problemas como metodologia de
trabalho de sala de aula, e por sua vez com o mesmo problema, nas duas disciplinas
coordenadas pelo professor formador. Ao ser consultado sobre a possibilidade dessa
ocorréncia, o professor ndo se opds ao trabalho proposto pelo G1. Contrario a isso,
valorizou o trabalho do grupo que visualizou a possibilidade de estender o problema

para outra disciplina.

Educagdo Matematica Pesquisa, Sao Paulo, v.15, n.3, pp.671-691, 2013 679



As regéncias do Estagio Supervisionado ocorreram no mesmo semestre da aplicagdo do
problema escolhido pelo G1 na Resolugdo de Problemas. No entanto, diferentes

abordagens foram dadas ao problema em cada uma das disciplinas.
O problema trabalhado pelo G1.:

“E dada uma folha de cartolina como na figura abaixo.

Cortando a folha na linha pontilhada
resultara um retangulo. Determine esse

retangulo, sabendo que a area € maxima’

| (IEZZI, MURAKAMI, 1977, p. 132-A).
Figural

Esse problema foi adaptado para a aula de Estagio.

Na folha entregue pelo G1 aos colegas, o triangulo da Figura 1 ndo tinha indicadas as
medidas dos catetos (Figura 2), pois uma das etapas pretendidas pelo grupo era a de
que pudessem medir, com régua, suas dimensoes e, posteriormente, definir os intervalos
reais, fechados, com os quais poderiam trabalhar. Ao solicitar a medicdo, desejava-se
que os alunos fizessem uso de instrumentos de medida — no caso a régua — para
trabalhar com intervalos reais. Esses intervalos determinariam o dominio real da funcao,
que seria definida no final da aula. A proposta era a de que o aluno pudesse, por ele
mesmo, observar o que era um intervalo real, como também verificar, nesse intervalo, o

dominio da funcéo.

' ‘_ Figura 2

Desejando que, em atendimento ao problema, cada grupo desenhasse um ou mais
retangulos inscritos no triangulo dado, imaginando que pudessem ser o de area maxima,

0 G1 teve como objetivo para a resolucdo desse problema, no Estagio Supervisionado,
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construir gréficos de fungbes como, por exemplo, a constru¢do do gréfico de uma
Funcdo Quadrética - cujas variaveis, nesse caso, eram a base dos retangulos inscritos
no tridngulo e sua respectiva area - por meio da construcdo de uma tabela de valores,
com pares ordenados, e do software Graph®. Por sua vez, na aula de Resolucdo de
Problemas o enfoque dado foi para as relaces algébricas e geométricas necessarias
para a resolucéo do problema.

Os conceitos que poderiam ser trabalhados nesse problema e elencados pelo G1 foram:
Area de Figuras Planas; Congruéncia de Triangulos; Semelhanca de Triangulos; Raz&o
e Proporcdo; ExpressGes Algébricas; Plano Cartesiano; Nocdo Empirica de Funcéo;
Nogdo Empirica de Limite; Intervalos Reais; Fun¢do Quadratica; Gréficos de Fungdes;

Pontos de Maximos e Minimos; Limites e Derivadas.

As questdes a seguir foram elaboradas pelo G1 para o direcionamento da aula:

1. Quais as dimensdes da figura?

2. Quais os possiveis valores para as bases e alturas do retangulo procurado?

3. Dado o tridngulo ABC (desenhado e recortado numa cartolina), podem-se inserir, dentro
desse triangulo, alguns retangulos que, visualmente, aparentam ter area maxima? Ao
registrar, na Tabela 1, os valores das bases dos retangulos construidos e de suas
respectivas areas como pares ordenados, resultantes do produto da base escolhida pela
altura identificada no retangulo, obter-se-4 uma coletanea de retangulos. Algum desses

retdngulos aparenta ser o retangulo procurado?

Tabela 1

Namero da Base (x cm) Area [A(X) cm?]

medicéo

10
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4. Pode-se perceber que, para cada valor da base do retdngulo, existe uma é&rea
correspondente, 0 que nos sugere que a area da figura é funcdo da base. Sendo assim,
sejam X, a medida da base do retdngulo construido, e A(x) a area A em funcdo de x
formando pares ordenados (x,A(x)), que podem ser plotados no Plano Cartesiano. Para
isso, utilizando o software Graph®, responda: a) Qual o comportamento desses pares
ordenados no Plano Cartesiano? Que tipo de figura esses pares ordenados sugerem?; b)
Matematicamente pode-se construir uma lei de formacéo para essa figura, ou seja, uma
expressdo analitica que representa a relagdo funcional entre a base do retangulo e sua
area? c¢) Essa figura apresenta pontos extremos? Quais seriam esses pontos?; d) De que

modo se podem encontrar esses pontos e o que eles nos fornecem?

5. Existe algum padrdo de semelhanca e congruéncia de tridngulos nesse problema?
Caso exista, observando esse padrédo, vocé é capaz de deduzir alguma relacéo algébrica

que lhe permita encontrar a fungdo determinada anteriormente pelo software Graph®?

6. Vocé percebe algum outro método que lhe permita “desconfiar” de ter encontrado o

retangulo de area maxima procurado?
7. De quais conceitos matematicos esse problema trata?

Obs: A altura necessaria para o calculo da area foi obtida pelo processo de medicéo,
com régua, indo do x assumido como base do retangulo, até a hipotenusa do triangulo
ABC. As questdes levantadas pelo G1 ndo foram entregues aos demais colegas de sala.

Elas eram lancadas a medida em que o problema ia sendo desenvolvido.
6. O DESENVOLVIMENTO DA AULA DO G1

Na aula de Estagio Supervisionado, o G1 propés o que chamou de “método
experimental”, pois cada aluno tragou, no triangulo da Figura 1, retdngulos que
imaginava ter area maxima, mediu com régua suas dimensdes e calculou sua area. Os
registros (base do retangulo e area respectiva) foram colocados na Tabela 1 e, em
seguida, registrados num Plano Cartesiano na planilha do Graph®, um software livre
disponivel na web para download. Uma das ferramentas desse aplicativo, apds inserir 0s
pontos numa tabela, plota os pontos no Plano Cartesiano. Em outra ferramenta do
aplicativo pode-se pedir uma melhor curva para a série de pontos selecionados e,

concomitantemente, o aplicativo da a expressao analitica da funcdo que, no caso do
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problema em discussdo, representava a curva obtida a partir dos pares ordenados
coletados. A expressao analitica encontrada referia-se a uma Fun¢éo Quadratica, cujo
valor maximo indicava o par ordenado procurado. O passo seguinte caracterizou-se pela

busca das coordenadas desse par ordenado.

Sobre a questdo 4a), ao serem questionados, todos os alunos concordaram que a figura
seria algo parecido com uma Parédbola, representacdo geométrica de uma Funcéo
Quadratica, cujas particularidades (concavidade, zeros e vertice) passaram a ser
trabalhadas. Foi possivel notar nessa etapa, no registro de alguns alunos, pontos
dispersos em relacdo aos demais, 0 que 0s motivou a retomar o processo de medicéo,
verificando que se tratava de erros aleatérios. O estudo realizado levou o G1 a
trabalhar o calculo do vértice da parabola e o coeficiente angular da reta tangente a
curva no par ordenado procurado (nesse ponto o coeficiente angular, obtido pela
Derivada da funcgdo, € nulo). Assim, cada aluno p6de calcular a base, que levava a area
maxima do retangulo, encontrando sua altura maxima pelo processo de medicédo, e

esgotando o que havia sido proposto para a aula do Estagio Supervisionado.

O principal objetivo do G1 para a aula de Estagio Supervisionado foi o de trabalhar com
a Metodologia nas aulas de Matematica, num curso de formacéo inicial docente,
contando com o apoio das Tecnologias da Informacdo (TICs) como ferramenta de
trabalho.

Na aula de Resolucdo Problemas foram levantadas outras possibilidades de resolucédo
do problema e, com elas, conceitos matematicos importantes foram construidos. Duas

dessas possibilidades envolviam construcdes por dobraduras.
6.1 DOBRADURAS

Os alunos trabalharam na resolucdo do problema proposto pelo G1 em seus respectivos
grupos, aqueles organizados no inicio da disciplina Resolu¢cdo de Problemas. O
integrante de um desses grupos, chamado neste texto de A1, construiu o triangulo ABC
com as medidas propostas pelo problema e o recortou. Percebeu que, ao sobrepor, por
dobradura, o vértice A e o vértice C, do triangulo ABC, ao vértice B, acabavam por

construir um retdngulo que se inscrevia perfeitamente no triangulo ABC (Figura 3).
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Figura 3 A=B=C

Al disse que a composicdo de dois triangulos retangulos idénticos formou o retangulo
BEDF, ndo havendo outra possibilidade de compor um retangulo, a partir de dois
tridangulos, que fosse inscrito no tridngulo retdngulo ABC. Sabendo que a soma das
areas dos dois triangulos (BFD e BDE) corresponde a area de um retangulo, Al
verificou que o retangulo obtido é o de area méxima procurado. Constatou ainda,
utilizando a régua, que os vertices F e E do retdngulo BEDF eram pontos médios dos
catetos AB e BC, respectivamente, do triangulo retdngulo ABC. Desse modo, as

dimensGes do retdngulo de area maxima procurado eram:

L

BF = -,AB —= BF = - .6cm ~ BF = 3cm

BE = -.BC —= BE = - .8cm . BE = 4cm

B3l B
Bl B

Al prolongou sua andlise acerca do problema, questionando-se se 0 segmento de reta
BD poderia ser a mediana relativa ao lado AB do tridngulo e bissetriz do angulo B. Para
tanto, Al percebeu as seguintes congruéncias nos triangulos retangulos AFD (adjacente
ao lado DF) e DEC (adjacente ao lado DE):

AF = DE...(1)
F=E.(
FD = EC..(3)

Figura 4

Em seguida, Al afirmou: resulta de (1), (2) e (3) e do caso Lado Angulo Lado (LAL)

para congruéncia de triangulos, que os triangulos retangulos AFD e DEC séao
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congruentes. Portanto, as hipotenusas AD e DC possuem a mesma medida 0 que torna o
ponto D ponto médio do lado AC do tridngulo retdngulo ABC. Concluiu-se entdo que o

segmento BD é a mediana relativa ao lado AC do tridngulo ABC.

Para verificar se BD era bissetriz do angulo B, condi¢do que Al nio foi capaz de
resolver, o G1 fez a seguinte intervengdo: Sejam os triangulos ADB e BDC vistos na

Figura 5.

Figura 5

Do caso de congruéncia de triangulos visto anteriormente, disse 0 G1, temos que 0s
lados AD, BD e CD séo congruentes. Sendo assim, os triangulos ADB e BDC sao
isdsceles o que implica em BAD = ABD, bem como, DCB = DBC. Contudo, os lados
AB e BC sdo diferentes, o que torna também diferentes os angulos ABD e DBC. Dessa

forma, concluiu o G1, o segmento de reta BD n&o € bissetriz do angulo B.

O que foi descrito anteriormente, resultado do trabalho do G1 em Plenaria® com os
demais colegas, foi ocorrendo a medida que eram levantadas questdes sobre o
problema. Todos os questionamentos feitos por Al foram discutidos pelo G1. Além
disso, G1 auxiliou em conceitos que Al ndo compreendia ou mesmo que apresentava
algum grau de dificuldade, como no caso de verificar se BD era ou ndo bissetriz. Todo

esse trabalho esteve sob a superviséo e orientacdo do professor formador.

Depois de verificar, por dobradura, qual era o retdngulo procurado e de responder as
questdes levantadas, com o apoio da Geometria Euclidiana Plana sobre ponto médio,
mediana e bissetriz, 0 G1 sugeriu buscar comprovagdo, por meio da Algebra, de que o

retangulo procurado era, de fato, aquele que Al havia encontrado.

® Plenaria ¢ o momento de discussdo em que participam todos os alunos. Nessa etapa sdo apresentadas
todas as diferentes formas de resolucéo do problema proposto. O professor se coloca como um mediador,
como um guia (ONUCHIC; ALLEVATO; 2011). Nesta pesquisa, além do que propGem Onuchic e
Allevato, considerou-se Plenaria todos os momentos de discusséo geral que envolvia todos os alunos.
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Antes de atender a solicitacdo do G1, um estudante, chamado nesse texto de B,
pertencente a outro grupo de trabalho, desenhou o triangulo AGC - que na Geometria

Euclidiana Plana é a reflexdo do triangulo ABC, sendo AC ¢ eixo de simetria -
formando um retangulo (Figura 6) de medidas 6cm e 8cm. Ao dobrar o retangulo ao
meio, verticalmente e horizontalmente, foram gerados 4 (quatro) retangulos menores
com dimensdes congruentes, a0 menos experimentalmente. Um desses retangulos ficou

perfeitamente inscrito dentro do triangulo ABC, conforme a figura a seguir:

Figura 6
Dessa forma, B1 argumentou que a area maxima do retangulo procurado seria igual a

um quarto da area do retangulo ABCG:

Apse = 7 -Sance ¥ Az = 7 -(6cm.8cm) ¥ Ap = 12cm?

Tan manl ILax

S = &rea do retangulo ABCG

Visto que as dobraduras foram feitas em cima dos pontos médios dos lados do retangulo
ABCG, constatou B1, foi imediato afirmar que as medidas dos lados do retangulo de
area maxima inscrito no triangulo ABC é igual a metade das medidas dos lados do
retdingulo ABCG. Dessa forma, as dimensfes do retangulo de area méxima procurado
s30 3cm e 4cm, visto que (3cm) x (4cm) = 12cm?, que corresponde a ¥4 da medida da
area do retangulo ABCG. A constatacdo de B1 ndo foge ao que Al havia concluido

sobre as dimensdes do retangulo de area maxima.

Nesse instante, um integrante de outro grupo de trabalho, chamado neste texto de Cl1,
questionou se o retangulo de &rea maxima (area igual a 12cm?), inscrito no triangulo

ABC, seria Unico.

Uma nova problematica foi instaurada e, nesse momento, questionou-se, inclusive, o

enunciado do problema que dizia: “Determine esse retangulo, sabendo que a area €
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maxima”. Veja que o uso da palavra “esse” determina um Unico retdngulo, mas, naquele
momento, com o questionamento de C1, todos os alunos pensaram na possibilidade de
haver outros retangulos. Por exemplo, o retangulo de base 3cm e altura 4cm poderia ser

um dos inscritos no triangulo ABC? E o retangulo de base 2cm e altura 6cm?

Apos algum tempo, C1 argumentou que se a base do retangulo esta sobre o lado BC do
triangulo ABC, esta base — que denotaremos por b — esta contida no intervalo real ]0;8].

Do mesmo modo, se a altura do retangulo esta sobre o lado AB do triangulo ABC, esta

Ocm = b < 8cm

altura — que denotaremos por h — esta contida no intervalo real ]0;6] : {Ucm <h<6em

Para resolver essa questdo, 0 que permitiria encontrar as dimens@es do retangulo de area

méaxima de forma segura, 0 G1, apoiado na Algebra, apresentou a solucio a seguir.
6.2 METODO ALGEBRICO

Nessa etapa, estando os alunos em seus grupos de trabalho, o G1, em Plenéria, por meio
de questionamentos, buscou por uma fungdo que relacionava a area do retangulo com
sua base a partir da semelhanca de triangulos, nos triangulos ABC e AED (Caso:
Angulo Angulo Angulo - AAA).

Figura7 8

Assim, utilizando a formula que calcula a area A do retangulo DEFC (um retangulo
geneérico que indica o de area maxima procurado) e a relacdo de semelhanca entre os
A=xy ..Q1)

triangulos ABC e AED, o G1 escreveu: {E‘ =2¥  (2) . lembrando que duas
E X

figuras sdo semelhantes quando seus angulos sdo iguais e seus lados séo proporcionais.

De (2) temos:
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=2 y=-2x+6  ..(3)

x T s
Finalmente, substituindo (3) em (1) teremos que:
A(X) = X.(—gx + 6} o Alx) = —gxz + 6x

Assim, A € uma Funcdo Quadratica que depende de X, cujo grafico apresenta um Unico
ponto de maéximo. Por essa razdo, poder-se-ia encontrar um Uunico retangulo de
dimensdes maximas, derrubando, por meio da Algebra, a conjectura de que poderia
haver mais de um retangulo de area 12cm? inscrito no triangulo ABC e garantindo que o

enunciado do problema, com o uso da palavra “esse”, estava correto.

Fazendo uso dos conhecimentos prévios sobre o célculo do vértice da Parébola e
grafico de uma Funcdo Quadratica, G1 deu continuidade: Seja x, a abscissa do vértice

da Parabola, que nesse caso, coincide com a medida da base do retangulo de area

P " b & &
maxima procurado. Entdo: x,, = N 2> x, = Y 2x,= ——= Dx,= 4cm

-

Substituindo x = 4cm em (3), tem-se: y = — g 4cm + 6cm —» Yy = 3cm.

Com isso o G1, juntamente com 0s demais grupos, concluiu que existia um Uunico
retangulo de &rea maxima igual a 12cm? inscrito no triangulo retangulo ABC. Como
justificativa para C1, foi-lhes dito que havia outros retangulos com érea igual a 12cm?,
como ja havia sido diagnosticado. Contudo, ndo eles sdo perfeitamente inscritiveis no
triangulo ABC.

Outra forma de resolver o problema, mas que nédo foi abordada pelo G1, seria com o

apoio da Geometria Analitica.

Se o triangulo ABC fosse desenhado no Plano Cartesiano, estando seus catetos
apoiados no sistema de eixos coordenados, poder-se-ia, por meio da equacao da reta
f(x) = y = ax + b, encontrar o coeficiente angular da reta (a) e o coeficiente linear (&).

Isso porque, a equacdo da reta procurada determina a hipotenusa do triangulo ABC,

cat oposto &

sendo que o coeficiente angular é dado pela equagéo a = tg x = ———— = —. A

cat adjacanta g

figura mostra que a reta procurada y = ax + b é decrescente. Assim, o coeficiente

; . & .. - .
angular € negativo. Logo, a = —=. O coeficiente linear, ponto onde a reta intercepta o
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eixo Oy, é 6, ou seja, b = 6. A equacdo procurada é, entdo, y = — Ex + 6.

Com essa equacdo, atribuindo-se valores para x que, no caso do problema, € a variavel,
calcula-se a altura y analiticamente e, consequentemente, a area desses retangulos.
Existem infinitos retangulos inscritiveis no triangulo ABC (e isso pode ser comprovado
atribuindo-se qualquer valor real positivo para x pertencente ao dominio da funcg&o).
Contudo, s6 hd um deles com area igual a 12cm? inscrito no triangulo ABC. Logo, ele é

0 de area maxima.

O G1, durante o estudo dos conceitos que poderiam ser ensinados com o problema,
verificou a possibilidade de abordar o conceito de Derivada. Durante a aplicacdo do
problema, essa abordagem ndo foi sugerida pelos demais colegas e coube ao G1
apresenta-la.

Considerando que as FuncBes Polinomiais sdo diferencidveis em todo o seu dominio,

disse o G1, a Derivada de Primeira Ordem [ﬂ“(x]=—§x—|—6 ] da Funcéo

Polinomial A(x) = —§x2+ 6x, Interpretada geometricamente como 0 coeficiente

angular da reta tangente a curva num dado ponto da funcdo, quando igualada a zero,

da

a zero, obtém-se
dx

indica os pontos de maximo ou de minimo da funcdo. Igualando

X =4, que € ponto de maximo da funcéo e o valor da base do retangulo de area méaxima.

Para calcular o valor de y, largura do retangulo, basta substituir x = 4 em (3):

y=— Ex + 6, obtendo o valor de y, que € 3.

Essa abordagem, usando conceitos do Calculo Diferencial e Integral, encerra uma
ampla gama de conceitos importantes que podem ser abordados com esse problema,
mostrando-nos que um anico problema, que inicialmente pareceu ser muito simples
com a resolugdo empirica por meio de dobraduras, pode ser trabalhado desde as séries
iniciais do Ensino Fundamental Il, passando pelo Ensino Médio com o0s importantes
conceitos de Funcdo Afim e Funcdo Quadratica e, com mais rigor, no Ensino Superior,

com a abordagem do Calculo Diferencial e da Geometria Analitica.
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CONSIDERACOES FINAIS

Retomando o que disse Garcia Blanco (2003), no inicio deste texto, quando falou dos
estamentos que envolvem a formacdo docente, veem-se, no que foi aqui apresentado,
algumas dessas particularidades em movimento, que poderiam solucionar, a0 menos na
esfera que compete aos que aqui foram citados, essa problematica. Viu-se: a instituicdo
com um novo projeto curricular, o formador de professor direcionando seu trabalho as
novas tendéncias do ensino de Matematica e, os alunos, interessados em conhecer novas

praticas, todos engajados hum movimento de mudanca.

A metodologia adotada possibilitou ao futuro professor estabelecer a relagcdo entre
conceitos matematicos abordados nos diferentes niveis de ensino, da Educacdo Basica
ao Ensino Superior. Espera-se que o aprendizado adquirido venha a incorporar sua
pratica docente, trabalhando a Matematica sob o ponto de vista de seu desenvolvimento,
inter-relacionando os conteudos, valorizando os conhecimentos prévios dos estudantes,
fazendo conexdes com conceitos ja apreendidos e/ou com experiéncias ja vivenciadas, a
fim de promover uma aprendizagem mais significativa. A Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica Através da Resolucéo de Problemas apresenta-
se como uma possiblidade de trabalho que pode vir a ser incorporada em sua prética.

Um aspecto positivo que pdde ser observado foi o de alunos engajados em um forte
processo de formacdo em funcdo das condicbes de trabalho as quais foram expostos
permitindo, inclusive, que o conhecimento adquirido numa disciplina transcendesse

para além dela.
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