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Resumo

Nesse artigo relatamos resultados parciais de uma pesquisa cujo objetivo foi realizar
uma investigagao sobre teoremas em agao utilizados pelos alunos ao fatorar expressdes
algébricas. Para tanto, foi elaborada e aplicada uma sequéncia didatica com uma turma
de alunos da oitava série do ensino fundamental visando validar nossas hipéteses sobre a
construgao de falsos teoremas em acao e estudar a estabilidade desses teoremas de modo a
melhor compreender as dificuldades dos alunos na aprendizagem da fatoracao. As analises
mostraram que as principais dificuldades estavam relacionadas aos conhecimentos que
fazem parte da construgao do campo conceitual da fatoracao, dentre eles a divisao e a
multiplica¢ao de mondmios e binémios.

Palavras-chave: campos conceituais; algebra; dificuldades de aprendizagem.

Abstract

This article reports partial vesults of a study whose objective was to perform an investigation about
theorems in action used by students for factoring algebraic expressions. 10 this end, a didactic sequence
was elaborated and applied to a group of students from the eighth grade, in order to validate onr
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hypotheses about the construction of false theorems in action and to study the stability of these theorems
50 as to better understand the difficulties students have in learning factoring. The analyses showed that
the main difficulties were related to the knowledge that is part of the construction of the conceptual
field of factoring, among them division and multiplication of ials and binomials.

Keywords: conceptual fields; algebra; learning difficulties.

Introducao

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) a
Algebra tem sido um dos contetidos da Matematica a que os professores
tém dado grande énfase. Entretanto, isso n2o vem garantindo o sucesso
dos alunos, como podemos observar nos resultados do Sistema de Avaliagao
do Ensino Bésico (Brasil, 2001), em que os alunos tiveram um rendimento
muito baixo nessa disciplina. Além disso, diversas pesquisas em Educagido
Matematica corroboram esse resultado, apontando dificuldades dos alunos
nesse campo da Matematica.

Um dos aspectos mais priorizados no ensino da Algebra tem sido
a manipulagao algébrica (Brasil, 1998). Contudo, mesmo em questdes
que exigem somente esse tipo de conhecimento, os alunos apresentam
muita dificuldade, persistindo diversos tipos de erros, como: 4+ 11y=44y
e (a+b)2=a2+b2 (Ribeiro, 2001; Notari, 2002).

A fatoracdo é apresentada na sétima série (8° ano) do ensino fun-
damental e os livros didéticos, em geral, dedicam um capitulo ao ensino
desse contetdo! no qual normalmente sao propostos vérios casos, como:
fatoragdo colocando fator comum em evidéncia, fatoracao dos trinémios
quadrados perfeitos e da diferenca de quadrados, além da fatoracdo do
cubo da soma e da diferenga, dentre outros. Ela é indicada nos Parimetros
Curriculares Nacionais (Brasil, 1998) na simplificagao de expressoes al-
gébricas e para resolver equagdes.

A fatoracao pode ser utilizada, também, no ensino médio no estudo
da funcao do segundo grau, nas ineqiiagdes, na equagao da circunferéncia,
etc. Entretanto, apesar de a sua aplicagiao poder ser feita nesse nivel de
ensino, a fatora¢ao é pouco explorada nos livros didéticos do ensino médio
(Lima, 2001). Segundo Lima (2001), apds a sua apresentagao no ensino
fundamental, a fatoracdo é quase que esquecida, nao sendo aplicada no

1 Até pouco tempo atrds isso, acontecia na maioria dos livros, porém, atualmente, vem di-
minuindo e alguns autores ji nao estdo dedicando um capitulo ao estudo da fatoragao.
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ensino médio nos conteddos que citamos. No entanto, ela pode ser aplicada
120 s6 no ensino médio como também no ensino superior em disciplinas
como Célculo ou no estudo de vetores e Geometria Analitica.

A manipulagdo algébrica é muito presente no momento de estudar
os casos de fatoracio. E preciso saber trabalhar com a soma, a subtracéo,
a divisao e a multiplica¢ao de mondémios e bindmios, dentre outros, para
poder fatorar corretamente.

A fatoracao utiliza-se da manipulagao algébrica, e este é um dos
conhecimentos em que os alunos vém tendo dificuldades em aprender,
como comprovam algumas pesquisas (Ribeiro, 2001; Da Rocha Falcao,
2003). Observamos que persistem diversos erros com relagao a fatoracao,
como a?2+b2=(a+b)? e ax+b=x(a+Db) (Bittar et al., 2004 e Marquis,
1995).

Além disso, pesquisas mostram que erros e dificuldades apresen-
tados por alunos na aprendizagem da fatoracdo no ensino fundamental
persistem no ensino médio (Notari, 2002) e também no ensino superior
(Cury, 2003).

Assim, acreditamos que seu estudo no ensino fundamental se justi-
fica em virtude da sua aplicagao nos varios anos de estudo da Matematica,
podendo ser util inclusive na resolucao de equagoes.

E essa foi a proposta inicial de nossa investiga¢ao, o uso da fato-
ragao para resolver equagdes, contudo, decidimos montar nossa pesquisa
para compreender dificuldades dos alunos na fatoragao, pois percebemos
que isso vinha antes da resolu¢io de equacdes. E é nessa perspectiva
que nasceu nossa pesquisa, que consistiu em uma investigacao sobre
as dificuldades dos alunos em fatorar expressdes algébricas. Para tanto,
buscamos identificar os teoremas em agao possiveis de serem utilizados
pelos alunos e verificar a persisténcia do uso desses teoremas ao longo da
sequéncia diddtica que elaboramos. Para a realizacdo da pesquisa foram
utilizados dois ambientes: papel e lapis e o soffware Aplusix.2

Neste artigo, apresentamos dados parciais relativos a identificagao
de alguns teoremas em agao falsos que mais persistiram nas resolugdes dos
alunos, bem como algumas das andlises que fizemos sobre esses erros.

2 Aplusix é desenvolvido pelos pesquisadores J.F. Nicaud, D. Bouhineau e S. Mezerette
do Laboratério Leibniz, em Grenoble na Franca. No site http://aplusix.imag.fr encon-
tra-se uma versdo deste software em portugués.
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0 estudo de dificuldades dos alunos
e a teoria dos campos conceituais

Como desejavamos investigar dificuldades dos alunos, buscamos
por um referencial teérico que permitisse nao somente identificar erros
mas analisd-los de forma ampla, estudando suas persisténcias. Assim a
teoria dos campos conceituais (Vergnaud, 1999) nos pareceu adequada
para tal investigagao. Segundo essa teoria “Um conceito ndo pode ser
reduzido a sua defini¢ao se estamos interessados na sua aprendizagem
e no seu ensino. E através de situagdes e de problemas que um conceito
adquire sentido para o aluno” (p.135). Para Vergnaud, um conceito é
composto de trés conjuntos (S, I, L):

S — referéncia: é o conjunto de situacdes propostas que dardo sentido ao
conceito;

I —significado: conjunto dos invariantes operatdrios, conceito em acio e
teorema em agao associados ao conceito; eles sdao os conhecimentos que
0 sujeito mobiliza para lidar com as situagdes do primeiro conjunto;

L —significante: conjunto das formas de representagdo simbdlica (lingtiis-
tica ou nao linguistica) do conceito, de suas propriedades, das situagoes
e dos procedimentos utilizados para o tratamento das situagoes.

Desses conjuntos, um que particularmente nos interessa para
o estudo dos erros dos alunos é o segundo, o conjunto dos invariantes
operatérios, formado pelos teoremas em ag¢io e conceitos em agao, e que,
segundo Vergnaud (ibid.) sdo a base conceitual implicita (ou explicita), que
esté por tras das acdes dos alunos ao lidar com as situacdes propostas. “E
nos esquemas que devemos procurar os conhecimentos-em-a¢ao, ou seja,
os elementos cognitivos que permitem a agdo do sujeito ser operatdria”
(ibid., p. 136). O aluno, em uma situacio de aprendizagem, mobiliza
conhecimentos que podem ser pertinentes ou nao a resoluciao da ativi-
dade; em nossa pesquisa, buscamos identificar teoremas em acdo que os
mesmos poderiam mobilizar ao fatorar expressoes algébricas, pois, como
dissemos, para Vergnaud, eles sao os conhecimentos contidos nos esquemas
utilizados pelos alunos ao lidar com as situagdes propostas.

Esses conhecimentos, teoremas em agao e conceitos em agao rara-
mente sao explicitados pelos alunos. Eles sdao construidos nas acdes dos
mesmos ao tentar resolver uma situagao, sempre em intera¢do um com
o outro; ha uma relagao dialética entre ambos. Na verdade, eles fazem a
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articulacdo essencial entre a teoria e a pritica, pois, a andlise, a busca e a
selecdo de informagdes para o tratamento de uma situacao se baseiam no
conjunto de conceitos e de teoremas em agao disponiveis para o sujeito.

Os conceitos em acao sao do tipo fungdes proposicionais, podem ser
pertinentes ou nao as situagdes tratadas e sao indispenséveis na construgao
das proposicoes utilizadas para lidar com as situagdes: os teoremas em
a¢o. Esses, entretanto, podem ser falsos ou verdadeiros, mas o aluno os
utiliza pensando ser verdadeiros. Em algumas situacdes, eles podem ser
falsos, por estar sendo utilizados fora do seu dominio de validade ou no
caso de o aluno identificar semelhanca nessa situagdao com alguma outra
tratada anteriormente; contudo, como essa semelhanca é s6 aparente isso
faz com que o aluno venha a cometer um erro.

Nos estavamos interessadas em analisar erros que persistiam nas
resolu¢oes dos alunos, descartando erros esporadicos ou erros cometidos por
falta de atengdo. Como exemplo, citamos um suposto caso no qual o aluno,
ao tentar fatorar a expressdo algébrica 7x2+2x, escolhe um caminho que
considera pertinente para resolver a situacao. Ele pode fatorar como sendo
x(7x+2x): est4 errado, mas o aluno faz essa escolha acreditando ser correta.
Nesse exemplo, poderfamos supor que o aluno consegue identificar o fator
comum da expressao, e divide o primeiro termo da expressao, 7x2, pelo fator
comum corretamente. Entretanto, no segundo termo, ele ndo faz a divisao,
simplesmente repete o termo dentro dos parénteses. Se esse aluno utiliza
esse mesmo procedimento algumas vezes ao resolver atividades semelhantes
podemos dizer que ele mobiliza o teorema em acao falso® ax2+bx > (ax+bx).
A regra correta, nesse caso, é ax2+bx=x(ax+Db).

Em nossa pesquisa buscamos, primeiramente, modelar os erros dos
alunos em termos de teoremas em ac¢ao e fizemos algumas escolhas, por
exemplo, dados os exercicios 4x-4, x>+x e 4x2-16x, se um aluno resolve
como sendo 4(x-4), x(x+x) e 4x(x-16x), respectivamente, relacionamos esses
erros a um mesmo teorema em acao falso que escrevemos de maneira geral
como sendo: ax-a > a(x-a), x2+x > x(x+x) e ax?-a%x > ax(x-a%x). Nesses
casos o aluno identifica corretamente o fator comum, mas faz a divisao (desse

3 Escrevemos os teoremas em a¢ao na forma de uma regra genérica, em que a e b repre-
sentam as constantes e x a variavel. Além disso, usamos o simbolo = para indicar que
ndo se trata de uma equivaléncia (igualdade) e sim de uma identificacao no sentido
da esquerda para a direita como identificado no texto, ou seja, cada vez que o aluno
encontra a expressao ax2+Dbx ele associa a expressao x(ax+bx).
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fator) somente no primeiro termo da expressdo, e repete o segundo termo
dentro dos parénteses. E importante salientar, novamente, que muitas vezes
os alunos podem utilizar esses caminhos incorretos por falta de aten¢ao ou
somente em algumas ocasides isoladas, mas n6s buscamos verificar os casos
que persistiram em erros desse tipo. Assim, quando dizemos que o aluno
mobiliza o teorema em ag¢ao ax2+bx > x(ax+b), significa que ele utilizou
esse caminho diversas vezes em atividades semelhantes, por exemplo, como
em expressoes: x2+x, 4x2-16x ou 12x2-15x.

Para realizar o estudo dos invariantes operatérios, consideramos o
conjunto das situacdes cujo tratamento requer a utilizacao de um dos se-
guintes casos de fatora¢do: fator comum em evidéncia, trindmio quadrado
perfeito e diferenca entre dois quadrados, que, por sua vez, implicam a
utilizacao de multiplicacdes ou divisdes de polindmios ou uma combinacao
das duas operagdes, além de “o conjunto dos conceitos e teoremas que
permitem analisar tais situagdes como tarefas matematicas” (Vergnaud,
1990, p.147). Dentre eles destacamos: conceitos de fator comum, quadra-
do de um ndimero, termo semelhante, mondmio, polinémio, produto de
fatores, nameros inteiros, divisao e a multiplicacao de nimeros inteiros,
de mondémios e polindbmios, fatoracao de um nimero inteiro, redugao de
termos semelhantes e raiz quadrada de um termo. Relativamente aos
teoremas em acao, focamos a aten¢ao aqueles relacionados aos casos de
fatoracdo acima relatados, buscando identificar tanto teoremas em acao
incorretos quanto corretos, utilizados pelos alunos. E como buscavamos
nao somente identificar, mas também analisar as dificuldades dos alunos
com relagao a fatoracdo, listamos e analisamos os conceitos envolvidos
nos teoremas em acao corretos de cada caso de fatoracao. Trazemos em
seguida alguns exemplos desses teoremas em acdo corretos que modelamos
de maneira geral como sendo:

® ax2+bx=x(ax+Db)

® x(x+a)+b(x+a)=(x+a)x+b)

® x242ax+a?=(x+a)?

® x2-2ax+a2=(x-a)?

® x2-a’?=(x-a)(x+a)

A identificagdo dos teoremas em acdo ¢ um instrumento im-
portante no estudo das dificuldades dos alunos na fatoragao, pois pode

permitir identificar possiveis falhas no desenvolvimento desse campo de
conhecimento na pratica pedagdgica. A identificagao dos erros permite
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investigar situacbes que possam ajudar na progressiva superacao de tais
dificuldades, e o professor tem papel fundamental nesse processo. Por esse
motivo, a teoria dos campos conceituais nos pareceu um bom instrumento
de analise para estudar as dificuldades dos alunos na fatoracio de expres-
sao algébrica. Nossa intencdo foi identificar os teoremas em acao falsos
utilizados pelos alunos, verificar se a sua utilizagdo persistiria no decorrer
das atividades e analisar os conhecimentos incorretos empregados nesses
teoremas em agao.

Metodologia de pesquisa

A metodologia utilizada foi inspirada no conceito de analise tedrica
proposta por Henry (2006). Segundo esse autor, a andlise tedrica é um
conjunto de estudos com objetivo de analisar situacdes em sala de aula,
no nosso caso, estudar dificuldades dos alunos na fatoragao.

Henry (ibid.) define analise te6rica como um conjunto de estudos
€OmMPpOsto por:

I — Andlise do conhecimento em estudo: apresentagao do ensino usual do
saber em jogo, estudo dos campos conceituais envolvidos nessa apre-
sentacao, dificuldades existentes no seu ensino e aprendizagem, etc.

II — Analises didéticas: anélises das atividades propostas para o estudo, as
variaveis didéticas pertinentes ao estudo, teoremas em acao suscetiveis
de serem utilizados, meios de validagao disponiveis ao aluno oferecidos
pelos ambientes em estudo, etc.

III — Andlise pedagdgica: gestao do andamento das atividades, previsio
de condutas dos alunos durante a resolucao das atividades, etc.

A partir da andlise de pesquisas relacionadas ao nosso tema fizemos
um estudo de trés colecdes de livros didaticos do Ensino Fundamental,* em
que buscamos analisar o campo conceitual envolvido na construgéo e apre-
sentag¢ao da fatoracao, bem como verificar se essas apresentagdes poderiam

4 Matemdtica Hoje ¢ Feita Assim, de Antonio José L. Bigode (2000), Tudy é Matemdtica, de
Luiz Roberto Dante (2003) e Novo Praticando Matematica, de Alvaro Andrini e Maria
José Vasconcelos (2002).
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fazer com que algum aluno viesse a mobilizar teoremas em agdo falsos.
De fato, a maneira como um conceito é apresentado pode levar o aluno a
construir relacdes incorretas sobre esse conceito (Bittar, 2002).

Assim, a andlise de livros didaticos nos permitiu levantar algumas
hip6teses como relatada a seguir. Algumas colecOes apresentam a fatoragao
dos trindmios quadrados perfeitos, primeiramente através da identificagao
de expressoes em que aparece o que denominam padrao de distribui¢ao
dos produtos notaveis (quadrado do 1° termo, mais duas vezes o 1° termo
multiplicado pelo 2° termo mais o quadrado do 2° termo). Em seguida,
para fazer a fatoragao dessas expressdes, os alunos devem extrair a raiz
quadrada dos termos que sao quadrados perfeitos. Elas trazem diversos
exemplos com expressdes em que os quadrados perfeitos sdo os 1° e 3°
termos da expressao. Observamos também que, em todos os exercicios
propostos aos alunos, os quadrados perfeitos aparecem nessa ordem. Isso
nos fez supor que algum aluno, ao ter de fatorar uma expressao do tipo
16x+1+64x2, em que os quadrados perfeitos ndo estao na ordem apre-
sentada nos livros, pudesse fatorar como sendo (4+8x)2.

As colegdes escolhidas haviam sido analisadas pelo Programa
Nacional do Livro Didatico (Brasil, 2005), e optamos em analisar trés
colegdes com diferentes abordagens da fatoragdo. A primeira apresenta a
fatoragao nos volumes da sétima e da oitava série em um capitulo dedi-
cado ao célculo algébrico, sendo a fatoragao um dos tépicos. A segunda
a fatoragao aparece somente no volume sete em uma se¢ao dentro de um
capitulo, também denominado de calculo algébrico. A terceira dedica um
capitulo ao estudo da fatoracdo no volume sete. Além disso, uma dessas
colegdes foi escolhida por ser o livro didatico adotado na escola em que
realizamos a pesquisa.

De posse desses dados, elaboramos e aplicamos um teste diag-
ndstico com objetivo de identificar algumas dificuldades e teoremas em
a¢ao utilizados pelos alunos ao resolver questdes envolvendo fatoragao.
Esse teste teve também por objetivo balizar a construcao da seqiiéncia
didatica.

Em seguida foi elaborada uma seqiiéncia didética baseada nos estu-
dos dos livros didéticos e nos resultados observados no teste diagnéstico.
Cada atividade foi analisada prevendo que os alunos poderiam utilizar
alguns dos teoremas em acao falsos identificados no teste diagndstico,
além de outros.
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As atividades foram aplicadas em seis encontros de uma hora-
aula, distribuidos no decorrer de duas semanas seguidas, com 25 alunos
de uma turma da oitava série do ensino fundamental (atual 9° ano);
em cada encontro foi aplicado um ou dois conjuntos de exercicios (de-
talhados na Figura 1).

Escolhemos, inicialmente, trabalhar com um ambiente informati-
zado, o Aplusix, que tem como caracteristica principal oferecer retroacdes
aos alunos das atividades, além de gravar tudo o que € feito ao resolver
as questdes. Assim, é possivel observar, com a ferramenta videocassete,
tudo o que o aluno fez, mesmo se ele apagou varias vezes e deixou ao final
somente a resposta correta.

A maior diferenca entre esses dois ambientes é que, no papel e
lapis, os alunos dependem do professor para validar o seu trabalho; ja no
laboratério, eles tém o auxilio do Aplusix para verificar se o trabalho deles
estd ou ndo correto, além de outros tipos de informagoes que o soffware
pode oferecer. Acreditamos que essas retroacoes oferecidas pelo soffware
favorecem uma maior autonomia® por parte do aluno, o que ja foi confir-
mado por pesquisas anteriores (Bittar; Chaachoua e Freitas, 2004).

De inicio, gostarfamos de trabalhar somente com o soffware Aplusix,
entretanto, tinhamos um namero limitado de computadores no labora-
tério de informdtica, e como pretendiamos analisar uma turma de alunos
em seu hordrio normal de aula, decidimos entdo dividir a turma em duas
partes. Uma com 15 alunos que realizaram as atividades em papel e
lapis e outra com 10 alunos no soffware; as atividades foram as mesmas e
realizadas a0 mesmo tempo na sala de aula e no laboratério de informa-
tica. Ao final, utilizamos todos os dados obtidos nos dois ambientes nas

andlises de nossa pesquisa.

Ap6s aplicar a sequéncia didética, analisamos as resolugdes dos
alunos, dos dois ambientes, buscando confrontar os resultados obtidos
com as andlises que haviamos feito na apresentacio das atividades da
sequiéncia didatica.

5 Os resultados dessa parte do nosso trabalho serdo detalhados em outro artigo.
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Resumo das atividades propostas e analises das resolucées

Nesta parte, apresentamos um resumo das atividades da seqiiéncia
didética, em seguida listamos os teoremas em agao falsos identificados
que mais persistiram nas resolugdes dos alunos e fazemos as anélises
desses erros.

A nossa seqiiéncia didética foi composta por dois grupos de ativi-
dades e um teste contendo 13 exercicios (em anexo). Segue um quadro
com resumo das atividades:

Grupo 1: Trés conjuntos de exercicios para fatorar colocando o fator comum em
evidéncia, contendo:

* 8 exercicios em que o fator comum ¢cra um nimero;

® 8 exercicios em que fator comum era um mondmio;

® 7 exercicios em que o fator comum ¢ra um bindmio.

Grupo 2: Trés conjuntos de exercicios com a fatoracdo de expressdes algébricas nos
produtos notaveis, sendo:
® 8 exercicios de fatoracio do trindmio quadrado perfeito transformado no
quadrado da soma;
® 9 exercicios de fatoracio do trindmio quadrado perfeito transformado no
quadrado da diferenca;
e 10 exercicios de fatoragdo da diferenca de quadrados transformados no
produto da soma pela diferenca de dois termos.

Teste com 13 exercicios
Com todos os casos de fatoragdo trabalhados nas atividades dos grupos 1 e 2.

Figura 1 — Quadro de atividades da sequiéncia didatica

Nas andlises das atividades do grupo 1, observamos que os alunos
tiveram dificuldades em identificar o fator comum que deveria ser colocado
em evidéncia, mesmo nas questdes em que esse fator estava aparenteS nas
expressoes, como, por exemplo, em 4x-8x2. Essa dificuldade aumentava mui-
to quando o fator comum a ser colocado em evidéncia era um bindmio.

Conseguimos identificar alguns teoremas em acio falsos previstos
na elaboracio da seqiiéncia, tanto no ambiente papel e ldpis como no
software Aplusix; dentre eles, citamos os que mais persistiram no decorrer
das atividades do Grupo 1, do fator comum em evidéncia:

6 Estamos dizendo que um fator comum esta aparente quando ele estd visivel na expressao,
por exemplo, na expressao 4x-8x2 o fator comum 4x estd aparente (visivel), enquanto que,
no caso de 8x-12x2 o fator comum 4x ndo estd explicito, o aluno precisa identifica-lo.
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e ax2+ax Sax(x+a): o aluno identifica o fator comum e divide o
primeiro termo corretamente, mas erra na divisao do segundo
termo. A maior persisténcia foi observada no trabalho de dois
alunos que utilizaram 4 vezes esse teorema em acio falso; tive-
mos também casos de erros esporddicos, como ja dissemos erros
cometidos por falta de aten¢ao, em que 13 alunos utilizaram esse
caminho incorreto no maximo 2 vezes.

e x2+ax >x(x+ax): o aluno identifica o fator comum e divide o
primeiro termo corretamente, mas nao tenta dividir o segundo
termo e s6 o repete dentro dos parénteses. Tivemos 1 aluno
que acreditamos mobilizar esse teorema em acdo falso, pois
ele o utilizou 7 vezes em seu trabalho. Erros esporddicos foram
observados no trabalho de 9 alunos.

Observamos, nesses dois casos, que os alunos tém dificuldades em
dividir 0 segundo termo da expressao pelo fator comum identificado. Vimos
também casos em que essa dificuldade se mostra maior: o aluno nao divide
nenhum termo da expressao pelo fator comum identificado; simplesmente
repete toda a expressdao dentro dos parénteses. O teorema em acao falso
x2+ax >x(x2+ax) representa esse caso, e nao havia sido previsto na elabo-
racao das atividades. Tivemos 4 alunos que utilizaram esse teorema, sendo
que 1 utilizou 8 vezes, 0 que nos permite afirmar que ele mobiliza esse
teorema em agao falso. Entretanto, os outros 3 usaram somente uma vez;
nesse caso acreditamos que foi somente falta de atengao.

Na andlise do conhecimento em estudo, concluimos que a divisao
de mondmios é um dos conceitos que faz parte da constru¢iao do campo
conceitual da fatoragao. Entretanto, o ensino usual ndo explora a divisdao
algébrica ao discutir os casos de fatoragao; em geral, a multiplicacdo é a
Unica ferramenta utilizada para estudar a fatoracao. Para Vergnaud (1990),
uma situa¢ao demanda a utilizagao de varios conceitos, sendo que muitos
deles sao interligados, como, por exemplo, a multiplica¢ao e a divisdao
algébrica. Consideramos que esses dois conceitos sao fundamentais na
construgao do conceito da fatoragao, e, portanto, deveriam ser explorados
juntos durante a apresentacao desses casos de fatoracao, evidenciando a
relagdao que existe entre eles.

De fato, ao fatorar uma expressao, por exemplo, 21x+12x2, preci-
samos primeiro identificar o fator comum, no caso 3x e, em seguida, dividir
cada termo pelo fator comum identificado 21x : 3x = 7 e 12x2 : 3x =
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4x, obtendo-se entdo a forma fatorada 3x(7 +4x). Ao final, deve-se fazer a
distribuigao do produto para verificar se a fatoracao foi feita corretamente.
Esse é um tipo de controle que o aluno tem sobre sua agao.

Uma de nossas hipdteses era que dificuldades na utilizacao da mul-
tiplicacao podem comprometer o desempenho dos alunos na fatoracio.
De fato, vimos, nas anélises das resolucdes dos alunos que eles utilizam o
mesmo caminho incorreto ao fatorar e ao fazer a multiplica¢ao dos pro-
dutos para verificar se a questo estd correta. Vejamos alguns exemplos
desse erro na resolugao de um aluno:

Nae-1 A x-1Y W 1Y

Figura 2 — Resolugbes de um aluno

Nesses casos, consideramos que o aluno utilizou o teorema em a¢ao
x2+ax >x(x+tax). Haviamos previsto a utilizagdo desse teorema em
acdo justamente por ser um dos erros de distribui¢ao freqiientemente
observado em viérias pesquisas (Bittar, 2004; Marquis, 1995; Ribeiro,
2001) e conseguimos observi-lo na resolugio de varios alunos, nos dois
primeiros conjuntos de exercicios das atividades do grupo 1.

As atividades de fatoracao do Grupo 2 eram compostas por: um
conjunto de exercicios para fatorar o trindémio quadrado perfeito trans-
formado no quadrado da soma; um conjunto de exercicios para fatorar
o trindmio quadrado perfeito transformado no quadrado da diferenca e
outro conjunto de exercicios para fatorar a diferenga de quadrados trans-
formados no produto da soma pela diferenca de dois termos.

Nesse grupo, conseguimos identificar também varios teoremas em
agao falsos utilizados pelos alunos nos dois ambientes que utilizamos. Dentre
eles, destacamos os que mais persistiram nas resolucdes dos alunos:

e x2-2ax+a2 > (x+a)% o aluno tenta fatorar o trindmio quadra-
do perfeito como se fosse o quadrado da soma. Acreditamos
que talvez possa ser em funcio da regra apresentada nos livros
em que os dois termos que sao quadrados perfeitos sao sempre
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positivos. Além disso, ao analisar alguns livros didéticos, vimos
que eles, em geral, exploram mais a fatoragdo do trindmio
quadrado perfeito transformado no quadrado da soma do que
transformado no quadrado da diferenca. Nas analises, observa-
mos que alguns alunos mobilizam esse teorema em acao falso:
2 alunos o utilizaram 4 vezes; um aluno, 5 vezes e um outro o
utilizou 6 vezes. Tivemos também erros esporddicos, em que 5
alunos utilizaram no mdximo duas vezes esse teorema em agao.
Tinhamos 9 exercicios com essa caracteristica.

e x2-a2 > (x-a?)(xta2), nesse caso o aluno parece ter dificuldade
em extrair a raiz quadrada dos quadrados perfeitos ou nao com-
preende que deve também extrair a raiz quadrada do nimero
dado (a?). Nesse tltimo caso, a hipdtese que fazemos é que ele
pensa em “mexer” somente com as incognitas. Esse é um ponto
que deve ser retomado e analisado com mais detalhes em outra
pesquisa. A maior persisténcia foi observada nos trabalhos de
um aluno que utilizou 5 vezes, um outro que utilizou 6 vezes e
tivemos 2 alunos que utilizaram 7 vezes; nesses casos, dizemos
que eles mobilizam esse teorema em acao falso.

e x2+2ax+a? > (x+2a)2: aqui os alunos parecem se lembrar de
parte da regra apresentada no ensino usual, em que se devem
identificar os quadrados perfeitos e extrair a raiz quadrada deles,
entretanto, nao conseguem identificar corretamente os termos
que sao quadrados perfeitos e tentam extrair a raiz quadrada do
segundo termo, mesmo nao sendo um quadrado perfeito. Nas
andlises, observamos que alguns alunos mobilizam esse teorema
em agdo falso, tivemos um que utilizou 5 vezes e 2 outros alunos
que utilizaram 6 vezes esse teorema em agao.

e x2+a2+2ax > (x+2a)2: os alunos tentam extrair a raiz quadra-
da do primeiro e do altimo termo; aqui eles também parecem
utilizar parte da regra apresentada nos livros didéaticos. Porém,
observamos uma diferenca em relagdo ao caso anterior, neste
caso, a ordem dos termos do trindmio parece trazer dificul-
dades a alguns alunos. Observando as resolucdes de todas as
questdes propostas, vimos que quando a expressdo aparecia na
ordem usual x2+2ax+a2 ou a2+2ax+x2, isto é, o primeiro e
o tltimo termo eram quadrados perfeitos o aluno identificava

Educ. Mat. Pesqui., Sao Paulo, v. 10, n. 2, pp. 313-330, 2008 325



Sonia Maria Monteiro da Silva Burigato e Marilena Bittar

corretamente, entretanto, quando aparecia fora da ordem, ele
errava. Deste modo, acreditamos que talvez para esse aluno os
quadrados perfeitos sempre sdo o primeiro e o ultimo termo do
trindmio quadrado perfeito. A maior persisténcia foi observada
no trabalho de 2 alunos que utilizaram 3 vezes e um que utilizou
4 vezes, sendo que havia 4 questdes com essa caracteristica nos
conjuntos de exercicios da seqiiéncia didatica.

Nesses dois ultimos teoremas em agao falsos, vemos que os alunos
se lembram de parte da regra apresentada pelos livros diddticos para
esses casos de fatoragao, pois eles tentam extrair a raiz quadrada de dois
termos da expressao, entretanto, escolhem termos que nao sao quadrados
perfeitos. Vejamos a resolu¢do de um aluno que utilizou um desses casos
citados (o terceiro):

2) x* +8x+16
(V= T\j‘ﬂ")t
L_‘);'_z T"fl)c

Figura 3 — Resolu¢ao de um aluno

Observe que esse aluno parece ter dificuldade em identificar os
termos que sao quadrados perfeitos, pois tenta extrair a raiz de 8x como
se fosse um quadrado perfeito obtendo 4x. Assim, ele ndao s6 memoriza
e utiliza incorretamente a regra apresentada nos livros didéticos, como
também tem dificuldade em aplicar alguns conceitos que, como ja disse-
mos, fazem parte da construgao da fatoragio dos produtos notdveis, no
caso: quadrado perfeito e raiz quadrada.

Acreditamos que o erro em extrair a raiz quadrada mereceria um
estudo mais aprofundado, pois, em alguns casos, pode ser em fung¢do da
escolha incorreta do quadrado perfeito, mas também pode ser que alguns
alunos tenham realmente dificuldade em extrair a raiz quadrada.

Ao analisarmos a apresentagao desse e dos outros casos de fatoragao,
vimos que o ensino usual apresenta cada caso em separado e utilizando
quase sempre o seu desenvolvimento como meio de se fatorar as expressoes
algébricas. Acreditamos que, além disso, o ensino deveria incluir ativi-
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dades com expressoes que sdo trindmios quadrados perfeitos e diferengas
de quadrados, em um mesmo exercicio, e alguns com os termos fora da
ordem usual, para serem fatoradas. Evitar-se-ia, assim, a memorizacao e
aplicacdo de regras sem sentido, como vimos na utilizacdo dos teoremas
em agao falsos citados. Os alunos precisam aprender as regras de fatoracao,
entretanto, é necessario que reflitam ao ter de utiliza-las. Cabe ao ensino
proporcionar, sempre que possivel, essas situagoes de reflexdo, de escolhas
pertinentes (ou n@o) ao tratamento da situagao proposta.

Consideracoes finais

Buscamos listar os conhecimentos envolvidos na construgao do
conceito de fatoragao, objeto de nosso estudo, para melhor compreender as
dificuldades existentes na sua formagao e no seu desenvolvimento por parte
dos alunos. Observamos, nas analises dos livros didéticos, que o ensino
usual prioriza a multiplicacao algébrica na apresentacdo desse conceito.
Entretanto, o campo conceitual da fatoracao algébrica é composto por
varios outros conceitos, como divisao e multiplicagao numérica e algébrica,
fatoragdo numérica, fator comum de uma expressao, reducao de termos
semelhantes, quadrado perfeito e raiz quadrada. Apesar de alguns desses
conceitos serem interligados, como a divisao e a multiplicagdo, o ensino
geralmente ndo faz essa relagdo.

O ensino usual apresenta a fatoragao a partir da sétima série do
ensino fundamental, logo apés as seguintes operagoes algébricas: reducao
de termos semelhantes, divisdao e multiplicacao de polinémios. Em segui-
da, sao apresentados os produtos notaveis, os casos de fatoragao do fator
comum em evidéncia e a fatoragdo dos trindmios quadrados perfeitos e
da diferenca de quadrados. Ou seja, a fatoragdo é apresentada logo em
seguida, a alguns dos conceitos que fazem parte da sua construgao e, de-
pois disso, praticamente nunca mais é revista. Entretanto, para Vergnaud
(1990), a aprendizagem de um conceito é um processo longo, que pode
levar muitos anos, e nao ¢ feita de imediato como se espera usualmente,
em que se ensina um conceito para logo em seguida utilizd-lo para estudar
outro, e, muitas vezes nao mais se volta a esse conceito.

Além disso, a fatoragao é apresentada, na maioria das vezes, de ma-
neira compartimentada, cada caso de fatoracao em separado, as expressoes
sao apresentadas sempre com uma mesma forma, ou seja, sempre estereo-
tipadas. Ndo sdo propostas atividades com os virios casos de fatoracao,
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em que o aluno precise refletir e analisar cada expressdo para verificar se
é um dos casos dos trindmios quadrados perfeitos ou de uma diferenca de
quadrados, ou ainda o caso do fator comum em evidéncia.

Na aplicacao da seqiiéncia didatica, conseguimos observar diversas
dificuldades na aprendizagem da fatoracdo relacionadas, na maioria das
vezes, aos conhecimentos envolvidos na formagao desse conceito. Algumas
dessas dificuldades ja tinham sido observadas em outras pesquisas como
a fatoragao de um numero inteiro (Notari, 2002) e a utilizagao da pro-
priedade distributiva da multiplicagao (Ribeiro, 2001).

Gostariamos ainda de salientar que nosso estudo sobre teoremas
em acdo considerou somente as resolucoes dos alunos nas atividades, fos-
sem elas nas fichas ou nas gravagdes com o soffware. Apesar de o Aplusix
nos possibilitar verificar varias tentativas de resolugdes dos alunos, te-
mos apenas uma visao parcial do seu raciocinio. Mas acreditamos que
elas foram suficientes para atingir nossos objetivos: identificar teoremas
em acdo falsos mobilizados pelos alunos e analisar a persisténcia desses
teoremas; ou seja, estudar algumas dificuldades dos alunos com relagao
a fatoragdo algébrica.

Acreditamos que o ensino deveria levar em considera¢ao essas di-
ficuldades relativas a aprendizagem da fatoragao. A analise dos erros dos
alunos pode auxiliar na elaborag¢do de atividades em que essas dificuldades
possam ser trabalhadas e superadas, permitindo que o aluno avance na
aprendizagem.
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Atividades da Sequiéncia Didatica

330

Grupo 1: trés conjuntos de exercicios para fatorar colocando o fator comum em

evidéncia em que o fator comum era:

um nimero

um mondmio

Um bindmio

1) 8Bx+8y
2y 2242
3) 2x-14
4)9-21x
5)21x+14
6) 15-12x
7) 4x-4
8)32+8x

1) x2+x

2) 2x+2x2
3) x-2x2

4) 8x+x2
5) 4x2-16x
6) 12x2-15x
7) 17x-2x2

8) 4x-8x2?

Dy x(x+2)+3(x+2)

2) (x-4)+x(x-4)

3y x(x+7)-2x(x+7)

4) (x+Dix-3)+2x+1)
Gx+TI2x4)+(5x+8)3x+7)
6) (B3x+5)x+ D-(x+ 1)(2x+4)
Ty x=3)(1-4x) + (5x-4)(x-3)

Grupo 2: trés conjuntos de exercicios com a fatoragac de expressoes

algébricas nos produtos notiveis

. o fatoracdo do trindmio fatoracao da diferenca
fatoragio do trindmio )
. quadrado petfeita de quadrados

quadrado perfeito

transformado no transformado no
transformado no quadrado .

quadrado da diferenga produto da soma pela
da soma .

diferenca

Dyx2+2x+1 1yx2-2x+1 x4
2y x2+8x+16 2y dx2+ 1-dx 2) 36-x2
3) 16 +16x+4x? 3) y2-6xy +9x2 3) 9x2-1
4y x2+4x+4 4) x2-4x+4 4) x2-y2
5)9x2+0x+1 5) 1+9x2-6x 5) 1x2
6) 24x+9x2+ 16 6) 25x2-20x+4 6) 1-4x2
7)x24+20x+100 7)49-14x+x2 7)9x2-16
8)4+4x2+8x 8) x2-2xy +vy? 8) 100x2-16

9) 1-10x+25x2 9) 4X2—y2

10y 16x2-9
Teste com todos os casos de fatoragio trabalhados
nas atividades dos grupos 1 e 2

1) x2+2x
) Tx+21x2
3 15x2+12x
4) 4x2-4
5) dx2-x
6) x2-2xy +y?
N2 +2x+1

8) x(x-1)+2(x-1)

9 (Bx-3)6x+ 3)+(8x-3)
10) 4x2-4x+1

11) 10xy +x24+25y2

12) 32 +xy

13) Ge-3)(1-4x)-(5x-B)ix-3)
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