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Resumo:

O ensino de analise matematica tem sido investigado ha décadas e debatido sob
diferentes perspectivas teoricas. A atualidade e continuidade do debate se justifica,
dentre outros, pelos inimeros relatos dos obstaculos enfrentados por professores e
alunos em seu ensino e aprendizagem, pela necessidade de sua delimitacé@o nos diferentes
curriculos, pela conveniéncia, ou ndo, ou até mesmo pertinéncia, de seu estudo nos
diferentes cursos. Aqui, temos a intencdo de propor elementos para a discussao de seu
ensino e aprendizagem, referentes a usos de representacgdes visuais em argumentacoes
matematicas e trazendo a no¢ao de abstracao estrutural.

Palavras-chave: Visualizagdo; abstracdo estrutural; argumentacdo em matematica;
educacdo matematica no ensino superior.

Abstract: The teaching of mathematical analysis has been investigated and debated for
decades from different theoretical perspectives. The current and continuing debate is
justified by the numerous reports of the obstacles in the teaching and learning of the
subject, in its delimitation in the different curricula, in the convenience or even relevance
of its study in the different courses, amongst others. Here, we intend to propose elements
for the discussion on the use of visual representations in formal mathematical arguments,
for the teaching and learning of mathematical analysis, presenting the notion of
structural abstraction.
Key-words: Visualization; structural abstraction; mathematical argumentation;
mathematics education in the tertiary level.
Introducéo

Em sua pesquisa de doutorado Pinto (1998) investiga o processo de transicdo de
alunos de bacharelado em matematica ao iniciar o estudo da matematica formal. Esta
envolve o uso de definicdes, a partir das quais outras propriedades do conceito definido
sdo construidas por deducdo formal. Em particular, foram analisadas as estratégias
desenvolvidas pelos alunos para entender proposi¢Ges quantificadas, como as que
expressam a definicdo de limite de sequencia de nimeros reais.

Aquela época, a pesquisa de Dubinsky e seus colegas (1986,1988, 1991) era a

referéncia tedrica importante na area de educa¢do matematica no ensino superior para
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investigar, em especial, a aprendizagem de proposic¢des quantificadas e o que os autores
denominam por calculo de predicados. Para aqueles pesquisadores, a aprendizagem de
definicbes que sdo expressas como proposi¢es quantificadas, bem como de conceitos
matematicos em geral, ocorre por meio da abstracao reflexiva. Esta forma de abstracéo,
concebida por Piaget, fora reorganizado com a intengéo de propor uma teoria geral de
aquisicdo do conhecimento matematico. Para o caso do calculo de predicados *,
envolvendo quantificadores, o argumento para explicar a aprendizagem é que um
predicado com uma ou mais variaveis, entendido como uma fungéo, é concebido como
um processo mental, e precisa ser encapsulado em uma proposi¢do (um objeto mental),
tendo como ponto de partida o processo de quantificagéo.

Uma argumentacdo similar sobre o processo de aprendizagem de conceitos
matematicos é encontrada também em Sfard (1991). Ela destaca que a concep¢édo de uma
definicdo matematica como um objeto abstrato, que ela denomina concepc¢éo estrutural,
(e que em seu entendimento foi predominante durante o periodo da matematica moderna),
refere-se a apenas um aspecto possivel para o tratamento das no¢des matematicas. Em
seu entender, uma nocdo matematica inclui também um aspecto que diz respeito a
processos, algoritmos e agdes, reflete o que ela denomina concepcao operacional. Sfard
(1991) considera que esta Ultima é, para a maioria das pessoas, 0 primeiro passo na
aquisicado de uma nocao matematica nova.(SFARD, 1991, p.1).

Ambos Dubinsky (1986, 1988, 1991) e Sfard (1991), sustentam-se teoricamente
em Piaget. Enquanto Dubinsky retoma o processo cognitivo denominado abstracao
reflexiva, reorganizando o conceito, Sfard (1991) reinterpreta um de seus aspectos como
reificacéo.

No entanto, Piaget (por exemplo, 1977/2001) j& distinguia duas formas de
abstracdo: a abstracdo a partir da acdo (abstracdo de ac6es) e abstracdo a partir de objetos
(abstracéo de objetos). Na concepcéo de Piaget, a primeira forma de abstracdo tem como
fonte o individuo e é interna. Consiste de coordenacfes gerais de agdes, extraindo
propriedades de agdes que 0s sujeitos introduzem nos objeto. Em referencia "a abstracdo

a partir de objetos, ele explica®:

4 Um predicado é uma sentenca matematica com nimero finito de varidveis que se torna uma proposicéo
quando as varidveis sdo substituidas por valores especificos. Tais variaveis podem também ser
quantificadas.

5 Traducdo de: Here is the essential difference. In the case of the external experience, the quality abstracted
from the object is already recognized in the object, in the same form, before being abstracted.
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Aqui estd a diferenca essencial. No caso da experiéncia externa, a
qualidade abstraida do objeto ja é reconhecida no objeto, na mesma
forma, antes de ser abstraida. (PIAGET, 1973, 2nd edition, p. 75)

Nos ultimos anos, pesquisadores vém retomando o estudo de formas de abstracéo
por considerarem exagerada, parcial ou restrita a aspectos essencialmente algebricos dos
objetos matematicos, a énfase no foco em “abstracdo de agdes”. De fato, esta Ultima nédo
nos parecem representar nem explicar inteiramente os fendmenos envolvidos no processo
de aprendizagem de conceitos matematicos (ver, por exemplo, PINTO, 1988; PINTO e
TALL, 2002; SCHEINER e PINTO, 2014). Além disto, de um modo geral, concepcdes
operacionais, quer dizer, elaboradas a partir de acdes, processos, algoritmos, tém sido
propostas como a primeira abordagem tedrica para a aprendizagem de conceitos, ndo sé
como foco de pesquisa, mas também na proposicao de atividades e elaboracdo de outros
materiais para serem utilizados na sala de aula de matematica. Desta forma, entendemos
que as possibilidades de construcdes a partir de objetos, envolvendo outros aspectos
alternativos aos numérico-algébricos, tém sido negligenciadas. Participando deste debate,
diSessa e Sherin (1998) argumentam que embora o reconhecimento de qualidades dos
objetos sejam ponto de partida para a criacdo de categorias, pela abstracdo empirica, esta
ultima nédo é suficiente para prosseguirmos na construcdo da matematica. Indo além da
proposicao de Piaget sobre abstracdo empirica, Mitchelmore and White (2007) retomam
a concepcdo de abstracdo em Skemp (1986), que a descreve em termos da estrutura
subjacente aos conceitos, ao invés de suas categorizacao de caracteristicas superficiais.
Um foco sobre estrutura subjacente aos objetos matematicos € central "a investigacao
sobre formas de abstragéo, na vertente ‘abstracéo de objetos’. Enquanto Mitchelmore and
White (2007) discutem a questdo considerando objetos fisicos, Scheiner (2013), e
posteriormente Scheiner e Pinto (2014, 2015), descreve um quadro tedrico para levar em
conta objetos mentais, reinterpretando a nocao de abstracdo estrutural proposta em Tall
(2013). Em seu livro How humans learn to think mathematically, Tall define a nocéo de
“abstracdo platdénica” como uma forma de abstragdo distinta das trés ja discutidas por
Piaget, e que “generaliza a abstracdo empirica das propriedades de objetos fisicos, para
imaginar objetos mentais que s6 podem existir na mente” (p.9). Esta forma de abstracao,
e a abstragdo empirica concebida por Piaget, constituem o que Tall denomina “abstracdo
estrutural”. As outras duas outras formas de abstracdo discutidas em Piaget — empirica e

reflexiva, irdo compor o que Tall nomeia por “abstracéo operacional”.
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Neste artigo discutimos a noc¢do de abstragédo estrutural e os processos nela
envolvidos, como proposto por Scheiner (2013) e reelaborado em Scheiner e Pinto
(2014). Fazemos uma sintese de trabalhos que publicamos em revistas e congressos
internacionais, por acreditarmos ser importante uma divulgacdo no pais. Em nossa
pesquisa, a abstracao estrutural, como quadro teorico, é simultaneamente instrumento e
objeto de investigacdo, como em Assude, Boero, Herbst, Lerman, Radford (2008). Aqui
neste artigo, a re-anélise de um estudo de caso (PINTO, 1998; PINTO e TALL, 2002)
tem, além da intencdo utilizar a nocdo para analisar a aprendizagem de conceitos
matematicos, o objetivo de evidenciar um uso de representac@es visuais na argumentacao
matematica; em especial, ao estudar o conceito formal de limite de sequencia de nimeros
reais. Discutimos a exploracdo de (e com) objetos como estratégia de aprendizagem. A
sugestdo sobre como a nogdo de abstracao estrutural pode influenciar a elaboracédo de
materiais alternativos para as atividades em sala de aula (SCHEINER, 2013; SCHEINER
e PINTO, 2014, SCHEINER e PINTO, submetido), usando representacfes visuais em
argumentacdes matematicas, é trazida ao final.

Na se¢do a seguir retomamos brevemente o programa de pesquisa de Dubinsky,
que propde construcdes teoricas a partir da nogdo de ‘abstracdo de agdes’, como um
contraponto para melhor entender a apresentacdo da nogéo de abstracao estrutural, que

assume a ‘abstracdo de objetos’ como ponto de partida.

A nocdo de abstracdo reflexiva e a abordagem operacional para entender
proposi¢des quantificadas, como proposta por Dubinsky

Em seu programa de pesquisa, Dubinsky e seus colegas elaboram um quadro
teorico referenciando-se em Piaget, declarando o uso do entendimento dos proprios
pesquisadores sobre matematica e sua aprendizagem durante a concepcdo e
desenvolvimento da investigacdo, bem como produzindo dados de observagdo dos
estudantes envolvidos em atividades matematicas elaboradas e propostas pelos proprios
pesquisadores. A questdo de pesquisa: como um tépico particular de matematica pode ser
aprendido? (DUBINSKY, 1991, p.96), é respondida retomando a nocdo Piagetiana de
abstracao reflexiva, reorganizando-a. Os pesquisadores argumentam que esta nog¢ao pode
ser utilizada para descrever a epistemologia de varios conceitos matematicos, e propem
explicacbes a partir dessa nocdo de abstracdo para dificuldades dos estudantes com

diversos conceitos. Afirmam ainda que o conceito de abstracao reflexiva pode influenciar
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uma proposta de ensino que resulta em melhor compreensdo dos conceitos matematicos
pelos estudantes.

Para descrever a epistemologia dos conceitos matematicos, Dubinsky e seus
colegas (DUBINSKY, 1986;. DUBINSKY et al, 1988; DUBINSKY, 1991) concebem o
que eles denominam por decomposic¢édo genética do conceito.

Como um exemplo, vamos discutir a definicdo de convergéncia de uma sequéncia

(a,,)para um limite L, que pode ser apresentada como

Ve>0 3IN vn: (nzN=la,-L|<s)

ou Ve>0 3IN VnxN: |a-L|<¢

Esta definicéo é expressa como proposicado formal quantificada em trés niveis, ou
dito de outro modo, como uma quantificacdo de terceira ordem. Na perspectiva de
Dubinsky et al, (1988), o aluno, para entendé-la, constréi a quantificacdo interna

envolvendo um unico quantificador em primeiro lugar,
vn: (nzN=la,~Lj<g) (ou Vnx=N: |a,-L|<s)

para depois fazer atuar os sucessivos quantificadores externos, de nivel superior, que sao
Ved.

A discussdo em Pinto e Tall (2002) sobre tal entendimento argumenta que no caso
de proposicBes quantificadas, a decomposi¢do genética proposta parece remeter "a
estrutura interna da linguagem de programagcdo ISETL®, muito utilizada por aqueles
pesquisadores em suas atividades em sala de aula. Proposicdes quantificadas podem ser
testadas usando o ISETL, pois tal linguagem permite lidar com conjuntos finitos, podendo

considerar todos os seus elementos, um de cada vez.

Como exemplo, a proposicdo quantificada Vx e S: P(x) é escrita em ISETL ¢

“for all x in S: P(x) ”, sendo P(x) um predicado, que ¢é verdadeiro ou falso, para cada x

em um conjunto finito S.

Para determinar se a proposicao quantificada
forall xin S:P(x)

6 A linguagem ISETL é uma linguagem de computacdo algébrica. O software é livre.
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e verdadeira, o ISETL executa sucessivamente os elementos X;, ..., X,em S e testando
cada proposicdo P(x,). Se alguma das P(x,) for falsa, o valor “falso” ¢ atribuido todas
as proposicdes testadas, de uma vez s6. Por outro lado, se 0s testes sdo concluidos e cada
P(x,) e verdadeira, o valor € retornado como “verdadeiro”.

Explorando um outro exemplo, o predicado Ix e S: P(x) , que é escrito em
ISETL como “exists x in S: P(x)”, tem a afirmagao
exists x in S: P(x)
verificada em ISETL de modo semelhante ao descrito anteriormente: testando cada
proposicéo P(x,), retornando "verdadeiro” se for encontrado um valor em que a
proposicao € verdadeira e "falso" se todas as proposi¢oes P(x,) séo falsas para todos 0s

valores de x.

A aplicacdo sucessiva do principio descrito acima possibilita lidar com um

predicado P(x,y)em duas variaveis, manipulando-o em dois estagios. Por exemplo, no
caso da proposicao
Vxe S VyeT:P(xy)

fixamos primeiro o x (referente "a quantificacdo externa) e consideramos a proposicao

interna
Vye T:P(xy)
A veracidade dessa afirmacdo poderia ser testada, iterando os valores de y. O

resultado serd uma proposicdo Q(x)em uma (nica variavel x:

Q(x) =[Vy e T:P(x y)]
que é verdadeira ou falsa, para cada valor de x.
Como passo seguinte, para todos os valores de x a veracidade da afirmacéo

Vxe S:Q(x)
sera testada. Retomando o que foi representado por Q(x), 0 Ultimo teste proposto
corresponde a decidir se

Vxe S VyeT:P(xy)

¢ falso ou verdadeiro.
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N&o ha davidas de que o método indutivo descrito por Dubinsky de aplicar
sucessivamente os quantificadores, do quantificador interno para o externo, reduz
gradativamente a complexidade de uma proposicdo com mudltiplos quantificadores.
Mesmo que sua logica seja evidente, ndo se pode esquecer, no entanto, de que no caso de
uma proposicdo multi-quantificada a complexidade cognitiva do processo de
encapsulacdo ainda é enorme. Dubinsky relaciona o entendimento de uma proposi¢do
quantificada e a nogdo cognitiva de encapsular um processo como um objeto, por

considera-la fundamental importancia para o desenvolvimento cognitivo

a principal habilidade cognitiva (ou ato de inteligéncia) que sinto ser
necessario aqui é a capacidade de mover para frente e para tras entre
um processo interno e seu encapsulamento como um objeto.
(DUBINSKY et al., 1988, p.48)’

Em sua teorizagéo, cada aplicagdo de um quantificador transforma um predicado

P(x)em uma proposicéo. Dubinsky refere-se a este predicado P(x)como um processo

(na variavel X) —uma funcdo proposicional, e a uma proposicdo quantificada — tal como

Vx:P(x) ou EIx:P(x) como um objeto, estabelecendo assim a relagdo entre sua

decomposicéo genética e seu conceito de abstracao reflexiva.

O método de pesquisa proposto Dubinsky e colegas, declarando o uso do
entendimento dos proprios pesquisadores sobre como 0s conceitos matematicos séo
aprendidos e elaborando atividades a serem trabalhadas pelos participantes das pesquisas,
nos deixam em ddvida sobre até que ponto estas ndo condicionam as estratégias,

dificuldades e os sucessos dos alunos.

A nocdo de abstragdo estrutural como alternativa para entender proposi¢oes
quantificadas

A nocdo de abstracéo estrutural apresentada em Scheiner (2013), e rediscutida
em Scheiner e Pinto (2014), retoma Davydov (1972/1990) e sua concepgédo sobre a
ascensdo do abstrato para o concreto de um ponto de vista dialético, como expresso por
llyenkov (1982). Referencia-se em pesquisas recentes em psicologia da educacgéo

matematica, dialogando com uma re-analise dos dados apresentados em Pinto (1998).

" Traducdo de: the major cognitive skill (or act of intelligence) that we feel is required here is the ability to
move back and forth between an internal process and its encapsulation as an object.
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Incorporamos a nocdo de abstracdo estrutural em uma arquitetura cognitiva que tem
lugar tanto na estrutura dos objetos e quanto na estrutura do conhecimento. Tem portanto
uma natureza dual, expressa nos seguintes processos:

(1) complementarizar os aspectos significativos e a estrutura
subjacente a objetos especificos que se enquadram no ambito
de um conceito matematico particular.

(2) promover a ampliacdo de estruturas de conhecimento
coerentes e complexas, através de uma reestruturagéo e
expansdo de sistemas de conhecimento produzidos por
meio do primeiro processo (SCHEINER, 2013;
SCHEINER & PINTO, 2014).
Do ponto de vista da estrutura do objeto, Scheiner (2013) pressupde que o

"significado de um conceito" (FREGE, 1892), socialmente construido, ndo é diretamente
acessivel através do conceito em si, mas por meio de objetos que a ele se referem. Esta
(quase sempre) contido em uma unidade de diversos componentes significativas de uma
variedade de objetos especificos que se enquadram em um conceito particular. Para nos,
objetos matematicos sdo, dentre outros, defini¢des, representacGes iconicas e dindmicas,
elementos linguisticos, proposi¢cdes (FONT, GODINO e GALLARDO, 2013),
compartilhando a visdo de que a objetividade matematica € um construto social.
Argumentamos que ao situar o (S) objeto (s) em diferentes contextos especificos, sua
estrutura matematica é inserida percebendo-o (s) em relagdo a si mesmo (s) ou a outros
objetos, incluidos no @mbito de um mesmo conceito particular. Em um processo que
estamos nomeando de complementarizacdo, abstracdo estrutural, entdo, significa
estruturar (mentalmente) tais aspectos subjacentes a objetos especificos.

Vale destacar que dentro da visdo empirista, a unidade conceitual baseia-se na
identificacdo de similaridades entre elementos, enquanto no ambito da abordagem de
abstracdo estrutural é a inter-relagdo dos diversos elementos que cria unidade: o nicleo
de abstracdo estrutural &€ complementaridade estrutural ao invés de uma categorizagédo
referenciada em similaridades. Entendemos que por meio do processo de
complementarizacdo, produzimos um modelo, que incorpora uma estrutura teérica de um
objeto em construcdo, a partir de seus componentes destacados como significativos até
entdo. Tais modelos sdo, nesse sentido, intermediarios no processo de abstracéo entre o
“abstrato” e 0 “concreto”, apoiando a ascensdo do abstrato para o concreto, como

descrito em Davydov (por exemplo, 1972/1990)8.

8 A estratégia descrita por Davydov de ascender do abstrato para o concreto remete a transicdo do geral
para o particular, no sentido de que os alunos inicialmente procuram entender seu 'nicleo’ primaria e,
progressivamente, deduzem multiplas particularidades do objeto usando esse 'nicleo’ como seu esteio.
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Em sintese, a caracteristica fundamental na perspectiva da abstracdo estrutural
estd na ideia de que varios objetos especificos que se enquadram no ambito de um
conceito particular complementam-se mutuamente (processo de complementarizacao); de
modo que uma abstracéo individual, de cada um deles, é superada. Este processo que tem
lugar na abstracdo da estrutura do objeto representa um movimento no sentido da
complementaridade dos diversos aspectos que criam uma unidade conceptual entre suas
representacdes distintas. Este entendimento € coerente com a perspectiva dialética
descrita por llyenkov (1982) e difere de abordagens empiricistas, como em Skemp (1986).

Em referéncia a estrutura do conhecimento, a abstracao estrutural promove uma
reestruturagdo de aspectos do conhecimento construidos por meio do processo de
complementarizacdo descrito acima. Ai, a funcdo cognitiva da abstracéo estrutural € a
de promover ou produzir estruturas de conhecimento mais complexas. As representacoes
ou 0s modelos de objetos produzidos (por exemplo, uma representacdo visual) séo
utilizados como modelos para produzir novos conhecimentos, sendo incorporados "a
argumentacao matematica.

A alternancia entre produzir uma representacao do conceito e usa-la como uma
representacdo genérica para organizar e reorganizar novos contextos pode ser descrita em
termos de mudangas entre um modelo de (um objeto) a um modelo para (novos
conhecimentos)®. Esta distingdo remete ao trabalho de Freudenthal na década de 70 que
propde:

Modelos de algo séo pos-imagens de um pedaco de uma realidade
dada; modelos para algo sdo pré-imagens para um pedago de
realidade a ser criada (FREUDENTHAL, 1975, p. 6, grifo do
autor).

O movimento de transformacdo de uma pds-imagem em uma pre-imagem indica
um grau de consciéncia sobre os componentes significativos na primeira — desenvolvida
em resultado do processo de complementarizagdo, e atuando sobre a complexidade das
estruturas de conhecimento.

A filosofia orientadora desta perspectiva pressupde que os alunos adquirem
conceitos matematicos a partir de imagem conceitual (Tall&Vinner,1981) relacionada ja
existente, justapondo progressivamente tais imagens existentes e/ou inserindo um novo

discurso que as reestrutura.

® Na linguagem que estdvamos utilizando, falamos de mudancas entre representacdo de a uma
representacao para.
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Tal perspectiva é coerente com a analise em Pinto (1998)°, quando discute o caso
de um grupo de alunos de bacharelado em matematica que constroem uma representagéo
de um conceito (representacfes visuais, nos casos estudados) e, ao mesmo tempo,
utilizam esta representacdo como representacdo para produzir novos conhecimentos, tais
como a recuperacdo verbal de uma defini¢do formal do conceito de limite de sequencia.

Identificado em Pinto (1998) como grupo de alunos que atribuem significado,
eles reconhecem e usam a definicdo formal de um conceito matematico como uma dentre
outras representacdes relacionadas; sendo essas Ultimas construidas ou provenientes de
experiéncias anteriores vividas na escola e/ou fora da escola - um sentido pleno para a
proposta de considerarmos a definicdo conceitual incluida na célula da imagem
conceitual*!. Dito de outro modo, a definicdo formal do conceito, para este grupo de
alunos, ndo tem necessariamente primazia sobre as outras representagdes ao elaborar uma
argumentacdo matematica. Por outro lado a definicdo formal evidencia-se sim por seu
poder complementar, sendo essencial para reestruturar as representacdes do
conhecimento existentes — a estrutura do conhecimento, ampliando-o, transformando-o,
reconstruindo-o.

Em Pinto (1998), os estudantes que se limitaram a justapor fragmentos de
conhecimento, por vezes conflituosos e sem buscar articulagdes, produziram uma
estrutura de conhecimento, subjacente as diferentes faces de um conceito, inconsistente,
compartimentalizada, e o processo de abstracdo estrutural ndo se realizou ou ndo se
realizou por completo. J& outros, ao reconhecerem as nocdes conflituosas que se
evidenciavam em contato com o conhecimento formal, deram inicio a uma reconstrugdo
continua das estruturas de conhecimento, complementarizando e ampliando-as. Em um
estudo de caso sobre alunos deste ultimo grupo, Scheiner e Pinto (2014, 2015) retomam
as entrevistas com o aluno de bacharelado em matematica Chris (PINTO, 1998),
reanalisando-as sob a perspectiva do quadro teérico proposto em Scheiner (2013). Como

ja mencionado, a intencdo em retomar o material empirico em Pinto (1998) é evidenciar

10 Pinto (1998) acompanha onze estudantes de matematica (bacharelado) durante vinte semanas do seu
primeiro ano cursando analise real, observando a sala de aula. Entrevistas sdo realizadas em encontros
individuais. Nestes, os temas trabalhados em sala de aula na semana anterior sdo discutidos, com questfes
preparadas ao longo do curso. Da andlise indutiva do material produzido em entrevistas emerge uma
estrutura, organizada em trés eixos — defini¢Bes, argumentos, imagem, permitindo caracterizar duas
estratégias (atribuindo significado e extraindo significado) utilizadas pelos participantes para se engajarem
na nova experiéncia.

1 A comunidade brasileira de educacdo matematica tem traduzido os termos concept image e concept
definition, cunhados por David Tall e Shlomo Vinner, de modos distintos, sem perda no sentido dos
mesmos.
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0 potencial analitico do novo quadro tedrico, e ao mesmo tempo refinar as nogdes
propostas. Neste artigo, nosso objetivo é também chamar atengdo para aspectos
relacionados ao uso de representaces visuais pelo estudante Chris, conjecturando

alternativas para o uso de visualizagcdo no ensino de matematica.

Sobre a matematica formal e o uso de representacdes visuais
Chris escreve a definicdo formal de limite de uma sequencia em sua primeira
entrevista, afirmando que ndo memorizou a definicdo, que procurou entendé-la

consultando diversos livros.

Figura 1: Uma definicdo de limite de sequencia e uma representacdo do conceito de sequencia
convergente

For M >0 g hee  exnts N et
enid, W fmn— | & Wﬁ/ﬁﬂ}/\/

Fonte: Pinto (1998).

Diz que recupera seu enunciado e seu significado a partir de uma representacao
visual, que passa entdo a desenhar (Figura 1). Da andlise da explicacdo de Chis enquanto
ele desenhava, argumentamos que, antes de tudo, ele evoca uma representacao de um
objeto - uma sequencia convergente; no caso, uma representacdo visual, e reconstroi a
definicdo, explorando a representacdo e utilizando a lingua materna para recuperar o

enunciado da definigdo formal.

Eu penso nela [a sequencia convergente?] graficamente ... eu penso nela como se vocé
tivesse um gréfico ali, e eu penso que tem ... tem um limite 14 ... entdo ...uma vez como
aquele 14 ... e vocé pode desenhar a partir daqui e entdo todos os ... pontos depois do N
la ... eles estéo dentro destas fronteiras. ... ... se isto err quando eu pensei nisto [definicdo
formal?], foi dificil de entender, entao eu pensei nisso como nesta figura ... tipo aquele é
onindoalémeaqueleéoan..

(Chris, primeira entrevista).
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Vale observar que ao mesmo tempo que Chris constr6i em sua figura uma
representacédo visual do conceito de sequencia convergente, faz uso desta representacao
para construir um novo conhecimento — a enunciacao da definicdo formal do conceito de
limite. No caso dos estudantes no grupo dos que atribuem significado, as representacoes
de objetos séo constantemente utilizadas de modo semelhante, para construir novos
conhecimentos. Em outras palavras, representacdes de (objetos mateméticos) s&o
constantemente utilizadas como representagdes para construir (conhecimentos novos) ,
para dar sentido a experiéncia matematica, sendo incorporadas a argumentacao
matematica.

Pelo processo de complementarizacdo, torna-se possivel promover a transicao de
"varias” representacdes, que expressam objetos especificos colocados em diferentes
contextos, para “uma” representacdo para construir e reconstruir formalmente o
conceito.

No entanto, o uso de uma representacdo para construir novos conhecimentos nao
significa consisténcia a priori de uma imagem do conceito € nem uma coeréncia da
representacdo, em si.

No caso de Chris, por exemplo, embora bastante genérica, a sua representacao
visual de sequéncia convergente ainda reflete interpretacdes comuns, tais como a de que
talvez o limite estd inacessivel; sugerindo que a estrutura do conceito ainda nédo esta
completa, neste momento.

Durante a primeira entrevista, a co-existéncia de visualizagdes dinamicas do
conceito de limite em sua imagem conceitual é confirmada quando ele expressa suas

duvidas ao responder se a sequéncia 1, 1, 1, ... tem um limite:

Na verdade eu néo sei. Ela definitivamente vai ... vai ser sempre um ... por isso nao estou
realmente certo ... umm ... é estranho, porque quando alguma coisa tende a um limite,
vocé pensa nela como nunca chegando Ia ... por isso, se € ... 1 ... entdo, pela defini¢ao,
[ela] tem um limite, mas ... a gente realmente ndo pensa nele [1] como um limite, mas
apenas como um valor constante.... eu realmente néo sei.

(Chris, primeira entrevista)

Neste momento, Chris evoca uma visdo dinamica do conceito de limite e uma
compreensdo inconsistente (limite como inacessivel) coexistindo com a definigdo formal
que ele ja consegue enunciar, quase certamente, com significado. Sua seriedade ao

expressar suas duvidas sugere que, mesmo imerso na cultura de sala de aula na
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universidade, ele ndo vai eliminar suas imagens anteriores quando confrontado com a
definicdo formal. Por outro lado, ele reconhece que o sentido do conceito ndo esta
completo em sua estrutura global e que no momento este é constituido por aspectos
conflitantes de conhecimento. E neste sentido que entendemos que, para Chris, ndo ha
primazia da definicdo formal em relagdo a outras representacdes, no sentido da exclusao
imediata de imagens anteriores ao tomar conhecimento da definigdo formal. Por outro
lado, ha que se destacar o poder complementar da nova representacdo (formal) sendo
integrada progressivamente ao longo de um novo discurso (formal), evidenciando e
resolvendo os conflitos entre esta e as imagens anteriores. Uma representacao da estrutura
do conceito reconstruido é apresentado na ultima entrevista, quando ele expressa

espontaneamente sua defini¢do do conceito, sem formaliza-la:

})%,‘/.M ha'> o Wﬂ““"{ VW% f an bt
e ?/{/PW B P o/ v-acéu,q; = e

fq

riprisee

(Chris, setima entrevista)

Scheiner e Pinto (2014, 2015) interpretam tais modos de reconstruir visualizagdes
dindmicas em versdes (aparentemente) estruturais, complementarizando e unificando as
diversas representacdes, inclusive a definicdo formal, como movimentos em diferentes
niveis de complexidade, que sdo recuperados ao examinar as descri¢cdes de Chris sobre
suas tentativas de entender a definicdo formal. Por exemplo, durante sua segunda

entrevista, Chris comenta:

Eu ndo percebi que vocé tinha que ... apenas encontrar um N ... tipo tal que ... modulo de
a, ¢ menor que epsilon. Ndo entendi ... ndo peguei essa ultima parte. ... ... O fato de

que, na verdade, vocé consegue um. (Risos) Eu ndo entendi muito bem isso. ... ... Eu refleti

de novo e, entdo, uma vez que eu percebi ... que ... vOCé tem que apenas encontrar ... um

valor que deve depender de epsilon ... entéo ... [eu pude] ver o que a defini¢do quis dizer.
(Chris, segundo entrevista)

Chris parece estar se referindo a exploracdo da parte interna da declaracédo

quantificada para entendé-la primeiro, como sugerido em Dubinsky et al. (1988):

apenas encontrar um N ... tipo tal que ... mdédulo de an é menor que epsilon. Nao entendi
... NA0 peguei essa Ultima parte. ...
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No entanto, o entendimento ndo nos parece resultar de uma sequéncia de
processos que sdo encapsulados como objetos — o0s predicados e proposicoes
quantificadas, dos quantificadores internos aos externos. Chris explora a declaragédo
interna para verificar uma propriedade satisfeita por um objeto - uma sequéncia
convergente, da qual ele ja tem uma representacdo visual, usando o modelo que havia
construido. Suas duvidas sobre o fato de que vocé realmente encontra um valor de N,
parecem estar relacionadas ao refinamento de sua representagdo de convergéncia.
Enquanto ele busca complementaridade, examinando o que € permitido acontecer,
considera sequéncias crescentes, decrescentes, em movimentos diversos, para cima e para
baixo.

Em sua ultima entrevista, Chris traz uma reflexdo sobre suas tentativas de entender a

definicéo:

Umm ... a coisa € ... quando vocé pensa sobre por que ... por que vocé esta realmente
fazendo isso ... entdo ... € quando tudo se torna claro. Vocé descobre por que vocé esta
escolhendo o N de modo que ficam todos & dentro, entéo ... ela [a sequencia] tende
gradualmente para esse limite. ... Mas ... é ... quando vocé esta escolhendo um valor de
N ... tal que todos os pontos depois [do valor de N] podem fazer o que quiserem I& dentro,
€ que vocé realmente ... acha que vocé pode, .. fazer epsilon pequeno .

(Chris, setima entrevista)

A reflexdo acima sugere que Chris concluiu que todos os pontos depois [do valor
de N] podem fazer o que quiserem la dentro da regido no plano limitado por duas retas
que representam y = L + ¢ e Y =L - ¢. Esta € uma propriedade que ele passa a atribuir a
sequencias convergentes.

Entendemos que Chris chega a esta conclusdo utilizando e/ou reconstruindo seu
modelo. Na verdade, ele o utilizou em experimentos mentais explorando sua
representacdo visual de sequencia convergente, estipulando um valor ou posicdo N e
encontrando um ¢ relacionado, em uma inversdo de l6gica do que é declarado na definigéo

formal:

.. Vocé decide quéo longe ... e vocé pode trabalhar um epsilon a partir disto ... ou se vocé
escolher um epsilon vocé pode trabalhar o quao longe.
(Chris, primeira entrevista)

O fato € que deslocar (como em um experimento mental) o N para a direita e

determinar &, em sua representag¢do visual, provoca uma sensacdo dindmica que é a da
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sequéncia tendendo a um limite. Bem como uma percepcéo da simultdnea da genericidade

e universalidade de € . Como Chris comenta na Ultima entrevista:

Eu acho que foi isso ... Eu ndo estava pensando ... em geral sobre isso ... Eu ndo estava
pensando que, geralmente, ele funciona para qualquer epsilon ... Eu sé estava pensando
... M um caso.

[Sim, ndo basta fixar um.]

Sim.

Durante o seu experimento mental, explorando mentalmente sua representacao
como se fosse um objeto fisico, ele percebe a agdo do quantificador externo, ou seja, seu
significado foi construido em contexto, usando a representacdo de (ou o modelo de)
sequencia convergente como representacdo para (ou modelo para) construcdo de novo

conhecimento — a definigdo formal de limite de sequencia.

Considerac0es finais e desdobramentos para o ensino de matematica

Em seu contato com o conceito formal de limite de sequencia, Chris elabora uma
representacdo de uma sequéncia convergente que depois € usada como representacao
para entender a propria definicdo formal; ou em outras palavras, como uma representacao
alternativa para organizar novas situagbes e contextos, e para argumentar
matematicamente.

Nossa andlise confirma este fato, de que Chris usa representacdes como
instrumento para sustentar a producdo de argumentagdes formais, e ndo como objetos que
tornam autoevidente propriedades e fatos que necessitam deducdo no contexto da
matematica formal. Estes resultados sobre visualizacdo e aprendizagem da matematica
sdo importantes, contrapondo-se também a usos da visualizagdo como meramente
ilustrativa dos conceitos estudados, compartimentalizada do conhecimento que esta sendo
produzidos.

Scheiner e Pinto (2015) sugerem que Chris pode ter utilizado uma serie de
exemplos de sequencias — monotdnicas crescentes, decrescentes, alternadas, para
estruturar sua representagdo genérica. Pelo processo descrito como complementarizagao,
cada objeto (representacdo, exemplo de sequencia convergente) inclui componentes
significativas, especificas do conceito de limite. Refletem, em sintese, 0 que pode
acontecer, sob o nome do conceito. Das inter-relagdes entre estes objetos aparentemente
distintos resulta uma representacdo que ndo estaria mais relacionada a uma situagéo

especifica, mas refletiria um ponto de vista mais geral; sendo genérica, neste sentido. Tal
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representacdo torna-se uma entidade com um estatuto proprio e passa a ser utilizada como
instrumento para estruturagdo do conhecimento.

No caso do grupo de alunos que ‘atribuem’ significado, representacdes visuais,
como no caso de Chris, estdo frequentemente imersas na argumentacdo matematica.
Incorporando, ou néo, o discurso formal. S&o instrumentos para resolver problemas, e
objetos para experimentacfes mentais, como fica explicito nas reflexdes de Chris sobre
de que modos ele entende a defini¢do formal de limite de sequencia.

Tanto a concepcgdo quanto o uso feito por Chris de sua representacdo, visual, no
movimento de reestruturagdo de ‘'pedagos de conhecimento' em estruturas de
conhecimento coerentes e mais complexas, revelam aspectos sobre visualizagdo que sdo
de interesse para 0 ensino da matematica. Representacdes visuais S0 um recurso
alternativo a ser experimentado na matematica formal, por exemplo, no estudo do
conceito de sequencias, para apoiar o estudo de defini¢des, resolucdo de problemas,
formalizacgao de argumentos.

No caso do ensino e aprendizagem de sequencias convergentes, a elaboragédo de
uma representacdo semelhante “a de Chris pode ser trabalhada em sala de aula, a partir de
uma selecdo de exemplos adequados que evitem uma restricdo da imagem conceitual dos
alunos, que por vezes identificam sequencias convergentes com sequencias monoétonas.
Veja que o recurso visual elaborado por Chris foi suficientemente complexo para gerar
componentes do conceito de limite de sequencia em diversos contextos. O uso de tal
representacdo para a construcdo de argumentos formais pode ser experimentado (por
exemplo, como faz Chris), abrindo possibilidades para a pesquisa em visualizagao e

ensino da analise matematica
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