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Aprehensiones y modificaciones en el registro Grafico-Dindmico del
paraboloide eliptico

Apprehensions and modifications into the Dynamic-Graphical register of the
elliptical paraboloid

TITO NELSON PENALOZA VARA !
JESUS VICTORIA FLORES SALAZAR ?

Resumen

El presente articulo tiene como objetivo estudiar, en el registro Grafico-Dinamico
(RGD), las aprehensiones y modificaciones de las representaciones del paraboloide
eliptico por medio del ambiente de representaciones dindmicas Geogebra 3D. Para ello,
se toma como base aspectos de la teoria de Registros de Representaciones Semioticas y
la investigacion realizada por el primer autor. Se configura el RGD con representaciones
del paraboloide eliptico y se analiza cémo se desarrollan sus aprehensiones y
modificaciones. Se concluye que el desarrollo de aprehensiones en tareas que involucran
la nocion de paraboloide eliptico puede ser realizado en el RGD y se piensa que es
posible investigar otros objetos matematicos que puedan ser representados en dicho
registro.
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Abstract

This paper aims at studying the apprehensions and modifications of an elliptic paraboloid
in the Dynamic-Graphic Register (DGR) through the environment of dynamic
representations Geogebra 3D. To do that, we take aspects from Duval’s Theory of
Registers of Semiotic Representation as well as a study on paraboloid visualization as a
benchmark. We configured the DGR of the elliptic paraboloid and analyzed how
apprehensions and modifications develop in such register. We concluded stating that
developing apprehensions in tasks that involve the notion of elliptic paraboloid can be
done in the DGR, and we empathize that this type of research can be realized with other
mathematical objects that may be represented in such register.
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Introduccion

Como tenemos interés en estudiar como se configura el registro grafico para el
paraboloide eliptico, asi como el desarrollo de sus aprehensiones y modificaciones
cuando se interactia con un ambiente de representaciones dinamicas como el Geogebra
3D, este articulo toma como base la investigacion de Pefialoza (2016), y presenta un
estudio de las representaciones del paraboloide eliptico, sus aprehensiones y
modificaciones en el registro Grafico-Dinamico (RGD). Por ello, delimitamos este
estudio al paraboloide eliptico en R® con vértice distinto del origen de coordenadas y eje
principal paralelo al eje Y.

En ese sentido, tomamos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica
de Duval (1993;1995) para presentar las transformaciones de las representaciones
semioticas del paraboloide eliptico y las aprehensiones y modificaciones en el RGD del
mismo, finalizando con una reflexién sobre la importancia de realizar tratamientos y
modificaciones en las representaciones gréficas de dicha superficie por medio de un

ambiente de representaciones dindmicas tal como el Geogebra 3D.
Registros de Representacion Semiotica: el paraboloide eliptico

Como los objetos matematicos, dada su naturaleza abstracta e intangible, necesitan un
medio tangible para poder realizar transformaciones entre ellos y producir nuevos

significados, Duval (1995, p. 144) establece que:

(...) la actividad matematica se realiza necesariamente en un contexto de
representacion, ya que no hay otra manera de tener acceso al objeto matematico
directamente por la percepcidn, siendo los estudiantes capaces de reconocer el
mismo objeto matematico de conocimiento en otros contextos y utilizarlos.

Para el autor, el aprendizaje en matematica esta relacionado a los procesos de semidsis y
noesis. Denomina “semiodsis” a la aprehension o produccion de una representacion
semiotica, y “noesis”, a la aprehension conceptual de un objeto. Es preciso afirmar que la
noesis es inseparable de la semidsis. Para que ocurra la aprehension de un objeto
matematico es necesario que la noesis (conceptualizacion) ocurra por medio de semiosis
(representaciones).

Segun Duval (1993, p. 39) las representaciones “son producciones constituidas por el
empleo de signos que pertenecen a un sistema de representacion los cuales tienen sus
propias dificultades de significado y de funcionamiento”. El investigador define los

siguientes registros: lenguaje natural, algebraico, grafico y figural.
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En este trabajo, como se muestra en el Cuadro 1 movilizamos los registros lenguaje

natural, algebraico y grafico.

Cuadro 1: Representaciones del paraboloide eliptico en diferentes registros
Registro lenguaje natural Registro algebraico Registro grafico

Paraboloide eliptico cuyo —k (x-h) '
vertice esta localizado en el s:2 P ( p ) 7*(\,
quinto octante, su eje 2 : iy |/
principal es paralelo al eje de n (z-w) ) x °

ordenadas, y se abre en bz '
direccion del semieje positivo ;
del eje de ordenadas. \
(x,v,2) €ER® \_

(h,k,w) € R* x Rt x R~

a,b,c € R* — {0}

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

Como muestra el cuadro 1, en el registro de lenguaje natural se requiere de mayor
informacion para poder describir al paraboloide eliptico, mientras que su representacion
en el registro algebraico se describe en términos mas generales a dicho objeto. De forma
similar, el objeto puede ser representado en el registro grafico. En ese sentido, en este
articulo se presenta su representacion en el ambiente de representaciones dindmicas

Geogebra.
Registro Grafico-Dindmico para el Paraboloide Eliptico

Con base en la investigacion de Salazar y Almouloud (2015), quienes consideraron la
importancia de los ambientes de representaciones dindmicas en la ensefianza y
aprendizaje de la geometria y configuran el Registro Figural Dindmico, en el presente
estudio establecemos el registro Grafico-Dinamico en el ambiente de representaciones
dindmicas Geogebra 3D, para ello constituimos la formacion, tratamiento y conversion
Gréafico-Dindmico para las representaciones del paraboloide eliptico.

En ese sentido, el Geogebra 3D tiene las herramientas necesarias para representar al

paraboloide eliptico (ver figural).
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Figura 1 - Herramientas para representar conicas.

¢ Graficos 3D - GeoGebra = | Bl S
5 AN (P e A Q4 N P Do Q=
+ | Entrada... | =

(!) Circunferencia (eje, punto)

d} Circunferencia (centro, radio, direccion)
O Circunferencia por tres puntos

.'} Arco de circunferencia

q Arco Tres Puntos

Q Sector circular

QJ Sector Tres Puntos

@ Elipse

%— Hipérbola

\k’{ Parabola

P O Cénica por cinco puntos

Fuente: Producida por los autores

Podemos ver en la figura 1 las herramientas que permiten representar curvas planas, entre
las cuales nos interesan las herramientas Elipse, Parabola y Conica por cinco puntos. En
el caso de la elipse, como elementos de entrada, se requiere los dos focos y un punto de
paso, para la parabola el foco y la directriz y, para la tercera herramienta, se requiere de
cinco puntos de paso.

En caso de disponerse de elementos distintos a los requeridos, puede utilizarse otras
herramientas para obtener por interseccion otros puntos de paso, focos, trazar rectas, entre
otros, las cuales también estan disponibles en el Geogebra 3D. Esta forma de
representacion corresponde a una formacién Gréafico-Dindmico para representaciones
del paraboloide eliptico por el uso de herramientas del software para representar, en este

caso, las conicas.

Asi, para representar la paradbola T que pasa por los puntos A(1,10,5), B(l4’2),

C(L2-1) D(L4-4) ,E(110,-7)

y , Ingresamos sus coordenadas en la Barra de

Entrada, y luego utilizamos la herramienta Conica por cinco puntosG.
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Figura 2 — Representacién de uma parabola por cinco puntos de paso.

27 GeoGebra = | Bl ||
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~@ C=(1,2,1)

®D=(1,4,-4) 4

~@ E=(1,10, -7)

Entrada: i @

Fuente: Producida por los autores

En la figura 2, la curva T representa una parabola que pasa por cinco puntos de paso, cuya
representacion algebraica esta dada en coordenadas paramétricas tal como se aprecia en
la vista algebraica. Asi mismo, dicha curva T puede representar la interseccion de dos
superficies las cuales para nuestros propositos, por ejemplo, pueden ser un paraboloide y
un plano de corte perpendicular a su eje. La interseccion del paraboloide representado por

g ¥-2_(x-1) (z+1)
: = +
2 16 9  conelplano x =1, da como lugar una parabola. Dado que las

opciones para representar graficamente una parabola en Geogebra 3D segun la figura 1

son la directriz y el foco, se han tabulado cinco puntos de paso (los puntos A, B,C, Dy

E) para utilizar la herramienta Cénica por cinco puntos - y representar la parabola T,
tal como puede verse en la figura 2.

g Y2 _ (x-1)° +(z+1)2
En otro caso (ver figura 3), dada la ecuacion del paraboloide ) 16 9

se pide graficar el corte con el plano y = 4, la curva es la siguiente:

1o (x-1) +(z+l)
C: 16 9
y=4

la cual representa una elipse contenida en el plano y = 4, centro (1, 4, -1), eje focal

paralelo al eje X, y cuyos ejes mayor y menor miden 8 y 6, respectivamente. Con esta
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informacidn, obtenemos las coordenadas de los vértices Vl(5,4,—1),V2(—3,4,—1), y

extremos del eje menor B, (1' 4, _4)’ B,14,2) .

En la figura 3 se ha representado la curva C por medio de sus veértices, extremos del eje

P(3,4,§J§—1)

menor, y el punto el cual se obtuvo por tabulacion.

Figura 3 - Representacion de una elipse por cinco puntos de paso.

¥ GeoGebra SRRC X

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién...

e Y e N e o N

» Vista Algebraica » Vista Grafica 3D
Conica 287

@ C:X=(1,4, 1)+ (4 cos{t), 0, 3 sin(t)) By,=(1,4,2)
Punto

-@ B =(1,4,-4)

~@® B,=(1,4,2)

-@ 0=(1,4,-1)

- @ P =(3, 4, 1.598)

@V, =(54,-1)

-@ V,=(-3,4,-1)

A
LI

ABC ‘

By=(1,4,-4)

3

Entrada: 4

Fuente: Producida por los autores

Otra alternativa al caso de la figura 3 seria calcular las coordenadas de los focos de la

elipse C, graficarla y utilizar la herramienta Elipse @ tomando como elementos de
entrada los dos focos y un punto de paso no colineal con los focos, el cual puede ser
cualquiera de los extremos del eje menor.

En la siguiente figura 4—(a) se han representado los focos F1, F2, y el extremo del eje
menor B> como elementos para graficar la curva C por medio de la herramienta Elipse.

En la figura 4—(b), se han obtenido los focos de la elipse C por construccion.

Por medio de la herramienta Circunferencia (centro, radio, direccion) Ct?, y con
elementos de entrada el punto B> como centro, direccion la recta L perpendicular al plano

de corte P y que pasa por B>, y radio la distancia entre el centro O y el vértice V1, se traza

la circunferencia cy la cual intersecta al segmento VY2 enlos puntos Ay B, los cuales son
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los focos de la elipse C. Finalmente con la herramienta Elipse @ y con los elementos

de entrada A, B y By, se representa la elipse C.

Figura 4 — Herramienta Elipse.

» Vista Gréfica 3D

» Vista Grafica 3D

F, =(3.646, 4,-1)

o By =(1,4,-4)

(@) (b)
Fuente: Producida por los autores
Segun lo expuesto, pueden presentarse mas casos de representacion de otros tipos de
conicas mediante construcciones dadas las limitaciones de las herramientas por defecto.
Asi mismo, el proceso descrito para representar graficamente la elipse de la figura 4—(b)
puede registrarse en una Macro, herramienta la cual permitiria graficar curvas en distintas
posiciones en R® dependiendo de las ubicaciones, en este caso particular, de los vértices

y extremos del eje menor.

yk _(x=h) (z-wy

La expresion general del paraboloide eliptico € a’ b? puede ser

representado mediante los deslizadores h, k, w, ¢ los cuales pueden tomar valores reales
(c #0), y los deslizadores a, b que toman valores positivos, y pueden ser modificados
dandole a la representacién un comportamiento dinamico. Asi mismo, pueden realizarse
rotaciones, modificaciones de dimensiones, etc., correspondiendo a un tratamiento
Grafico-Dinamico para representaciones del paraboloide eliptico.

Dependiendo del tipo de manipulacion en la representacion gréafica, la cual puede ser de
manera directa o indirecta, hemos considerado dos tipos de tratamiento Grafico-
Dinamico: tratamiento con deslizador el cual se realiza de forma indirecta por medio de

la modificacion de los valores de elementos que definen la representacion tales como
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coordenadas, coeficientes en representaciones algebraicas, incremento de
desplazamientos y/o giros, entre otros, los cuales dependen de deslizadores; y tratamiento
sin deslizador el cual se realiza directamente en las representaciones graficas en puntos
de la representacion por medio del mouse.

En la Figura 5 al modificar los valores de h, k, w en el paraboloide eliptico representado

y-k_(x-h)' (z-w)

por C a’ b?> , estarfamos realizando un tratamiento con deslizador, lo

cual produce un cambio de la posicion de la representacion, y al activar la funcién rastro
afiadiriamos sensacién de movimiento, siendo esta Ultima caracteristica tipica de las
representaciones dinamicas. Se ha representado el cambio de posicién del paraboloide,
cuyo veértice se desplaza en direccion paralela al eje Z al manipular el dial del deslizador
w, manteniendo constantes los otros deslizadores y por ende, la forma de la

representacion.

Figura 5 - Traslacion de la representacién del paraboloide eliptico por medio del deslizador.

) Vista Grafica v Vista Grafica 3D x|
- [ Bac~ D o~ %~ 6~
@ .
b=
®
c=2
®
w=4
®h=1 $Pk=2
Entrada: ¢ @ ‘

Fuente: Producida por los autores

Notamos que es factible ubicar el vértice del paraboloide eliptico en cualquier region de
R3, con la finalidad de plantear una situacion problematica, o realizar alguna simulacion
practica.

Al reflejar la representacion de un paraboloide eliptico respecto de cualquier plano
representado en la Vista Gréafica 3D, se obtiene la representacion de un nuevo paraboloide
el cual es la traslacion y/o rotacion del primero. Si el plano de reflexion cambia de
direccion al manipular cualquiera de los elementos que lo definen, ya sea mediante un
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punto de paso, su vector normal, valor de algin coeficiente de su ecuacion, etc., y
activando su rastro, se realiza una rotacion continua de la representacion de dicha
superficie.

En la figura 6 se muestra la rotacion S’ de la superficie S por reflexion respecto del plano
P, el cual puede girar alrededor del eje X, siendo el punto A un punto de paso de dicho
plano, el cual a su vez pertenece a la circunferencia C con centro el origen de coordenadas
y alrededor del eje X. En la figura 6—(a), el punto A se sitla a 45° por debajo del eje Y,
siendo la superficie S’ la rotacion de la superficie S a 90° en sentido anti—horario respecto
de su vertice. Asi mismo, en la figura 6—(b) el punto A se ha situado en el eje —Z,

representando S’ la rotacion de la superficie S a —180° respecto de su vértice.

Figura 6 - Rotacion continua del paraboloide.
» Vista Grafica 3D X)| |» vista Grafica 3D X

Sl

(@) (b)
Fuente: Producida por los autores

En la figura anterior, observamos que la rotacién se ha realizado mediante manipulacion
directa de la posicion del punto A, lo cual corresponde a un tratamiento sin deslizador. Si
activasemos el rastro de la superficie S’, se realizaria una rotacion continua. La rotacion
continua no modifica las formas del objeto original ni sus rotaciones, tal como se aprecia
en la figura 6, las representaciones de los paraboloides S y S’ son de la misma forma y
dimensiones, pero poseen distintas representaciones algebraicas.
Otro aspecto importante en la manipulacion de las representaciones es la modificacién de
las caracteristicas del objeto representado tales como las distancias entre sus elementos
(en el caso de las conicas son los vértices, centros, extremos del eje menor, etc.), colores,
tipo de linea, la posicion del plano de corte, etc., manteniéndose invariable la

proporcionalidad entre la representacion del objeto inicial y objeto final, es decir su
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forma. En el caso del paraboloide eliptico, todos los cortes de la superficie con planos
paralelos entre si son curvas proporcionales, sean parabolas o elipses.

Por ejemplo, en la Figura 7 se representan cortes del paraboloide eliptico S con el plano
P:y =t, donde t es un nimero real que varia, por ejemplo, desde O hasta 14 lo cual
representan planos paralelos al plano XZ, e incremento 2 el cual representa la distancia
entre dos planos consecutivos. Dichos valores son los pardmetros del deslizador t
representado en la Vista Gréfica estandar de Geogebra 3D.

Figura 7 — Representacién de cortes del paraboloide eliptico S con planos paralelos al plano XZ

» Vista Grafica | » Vista Grafica 3D

Fuente: Producida por los autores

La activacion del rastro del corte T mostrado en la figura 7, genera multiples cortes
elipticos a medida que varian los valores del deslizador t, todos ellos de dimensiones
proporcionales (eje mayor y menor), lo cual permite establecer conjeturas iniciales las
cuales podran ser validadas posteriormente mediante otros recursos.

El tratamiento Gréfico-Dinamico corresponde a un tipo global de modificacion en la Vista
Gréfica 3D y que trabaja conjuntamente con otras herramientas para acercar/ alejar,
desplazar y rotar las representaciones graficas.

Al asociar las representaciones del paraboloide eliptico y sus elementos en la Vista
Gréfica 3D con sus representaciones algebraicas (por ejemplo la ecuacion paramétrica de
una coénica en la Vista Algebraica), en términos de la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica estamos ante una conversion entre los registros grafico y
algebraico. Al modificar las coordenadas del vértice, ya sea mediante tratamientos con o

sin deslizador, su representacion algebraica también cambia, y eso debe ser evidente en
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sus representaciones algebraica y grafica. La conversion Grafico-Dinamico para
representaciones del paraboloide eliptico corresponde a la conversién entre la
representacion realizada en el software de representaciones dindmicas Geogebra 3D, y
una representacion de un registro de representacion distinta, siendo de interés particular
nuestro el registro algebraico.

Recordemos que, en la figura 3 se observd que la ecuacion de la curva C en la Vista
Algebraica, est4 expresada en coordenadas paramétricas:

C: X =(1,4,-1)+(4cos(t),0,3sin(t))
la cual puede expresarse como la interseccion de dos superficies:

1o (x-1) +(z+1)
. 16 9
y=4

C

vemos que es necesario realizar tratamientos en las representaciones de los elementos
representados en la Vista Gréafica 3D, para determinar valores numéricos de constantes y
pardmetros en las formas candnicas cartesianas de sus respectivas ecuaciones, y mediante
tratamientos en el registro algebraico, obtener la representacion algebraica del

paraboloide eliptico. Analogamente, el paraboloide eliptico con vértice el origen de

Sy X2 ZZ

coordenadas representado por ¢ a® b* el cual al ser rotado —90° alrededor del

eje X y adquiriendo una nueva posicion en R® representado graficamente por S°, requiere
de una transformacion entre sus representaciones grafica y algebraica, para determinar su
respectiva ecuacion, la cual difiere de la representada por S.

En contraste con el trabajo realizado a lapiz y papel en el cual no es factible realizar
traslaciones ni rotaciones de las representaciones graficas, las herramientas del Geogebra
3D si pueden facilitar dicha labor, y obtenerse por ejemplo coordenadas de puntos de
interseccion, vértices, focos, rectas y planos, los cuales mediante tratamientos en el
registro algebraico permitiran obtener la representacion algebraica de la superficie. La
conversion entre dichos registros se realiza de forma ciclica y/o en cualquier sentido,
puesto que no hay manera de poder desvincular un objeto o parte de él, de su respectiva
ecuacion: si cambia la ecuacion, entonces cambia la representacion grafica del objeto y
viceversa.

Las tres caracteristicas definidas para la representacion grafica del paraboloide eliptico:

formacion gréafico-dinamico, tratamiento grafico-dindmico y conversion grafico-
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dinadmica, nos permite configurar a la Vista Grafica 3D del Geogebra 3D como un medio
de representacion del paraboloide eliptico en el registro de representacion Grafico-
Dinémico.

Los tratamientos en el RGD corresponden a modificaciones que pueden ser realizados
por medios tecnologicos (software), fisicos (bloques, modelos), y tradicionales tales
como lapiz y papel. Dichas modificaciones las realiza el sujeto al requerir mayor
informacion, con la finalidad de realizar una tarea determinada. Para todo ello, el
problema debe permitir al sujeto el desarrollo de aprehensiones, los cuales son procesos
del pensamiento mediante los cuales el sujeto aprehende, es decir, comprende todo o
parte de una nocion y se apropia de ella, pudiendo aplicarla en otras tareas.

Como estamos interesados en profundizar los tipos de aprehensiones que pueden
presentarse en un problema de representacién del paraboloide eliptico en el registro
grafico-dinamico, presentamos a continuacion un recorte de las aprehensiones estudiadas

por Pefaloza (2016) para ese fin.

Aprehensiones perceptiva, secuencial y discursiva en el Registro

Grafico-Dinamico para el paraboloide Eliptico

La aprehension, en el sentido de Duval (1995), es la comprensidn conjunta de un objeto
por medio de sus representaciones y propiedades en un determinado registro de
representacion semidtico que, por medio de reglas propias de dicho registro, permite
inferir otras propiedades y aplicar lo aprehendido en otras situaciones y contextos. El
autor definid las aprehensiones perceptiva, secuencial, operatoria y discursiva, las cuales
Pefialoza (2016) ejemplifico para su estudio, y son las que identificamos en el registro
grafico-dinamico dada la necesidad de coordinar los registros algebraico y grafico-
dinamico.

Si un sujeto puede identificar un objeto a partir de su representacion grafico-dindmico,

entonces podemos afirmar que ha desarrollado una aprehension perceptiva.
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Cuadro 2: Aprehension perceptiva de un objeto representado graficamente
Representacion grafica del objeto Aprehension perceptiva

La representacion corresponde a un
paraboloide

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

En el cuadro 2, el sujeto reconoce de forma inmediata que el objeto representado en el
registro grafico-dinamico corresponde a un paraboloide, sin embargo, no podria precisar
si es del tipo eliptico o circular, lo cual implica un mayor analisis posterior y por ende,
desarrollar otro tipo de aprehensiones.

Dado el caso que, un sujeto deba realizar una representacion grafica del paraboloide
eliptico a partir de su ecuacidn cartesiana en un medio de representaciones dinamicas, es
decir, realizar la conversion del registro algebraico al registro gréfico-dinamico, dicho
sujeto reconoce la necesidad de describir los pasos necesarios (procedimiento) para
realizar tal representacion, podemos afirmar que el sujeto ha desarrollado la aprehension
secuencial en la representacion grafica del paraboloide eliptico. En caso de utilizar un
software de representacion dinamica, para la secuencia es conveniente realizar una serie
ordenada de pasos mediante sintaxis de comandos, herramientas e iconos del software
mediador, ya sea por medio de sus cortes con planos paralelos a los planos coordenados,
o directamente por medio de su superficie.

En los cuadros 3 y 4, se muestra dos formas de graficar el paraboloide eliptico

g Y2 _ (x-1)° +(z+1)2
representado por 2 16 9 en la Vista Gréfica 3D, a través de las

maneras sefialadas en el parrafo anterior. La primera corresponde a una actualizacion
antigua de Geogebra 5.0 la cual ain no graficaba superficies cuadricas, mientras que la

segunda corresponde a una actualizacion mas reciente.
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Cuadro 3: Representacion del paraboloide eliptico por cortes

Aprehension secuencial en la representacion grafica del paraboloide S por medio de cortes

en una secuencia de pasos en la barra de Entrada de Geogebra

Paso 1: Activar la Vista Grafica
Crear deslizador k, con Valor minimo: —10, Registro Gréfico-dindmico
Valor méximo: 10, Incremento: 0.5
Entrada: k:Deslizador[-10,10,0.5]

Paso 2: Activar la Vista Grafica 3D » Graphics X[ » 3D Graphics
Ingresar la ecuacion del paraboloide S
Entrada: S:(y-2)/2=(x-1)"2/16+(z+1)*2/9

Paso 3: Cortes de S con planos paralelos al plano x = 0:
Entrada: IntersectaConica[x=k,S]

Paso 4: Cortes de S con planos paralelos al plano y = 0:
Entrada: IntersectaConicaly=k,S]

Paso 5: Cortes de S con planos paralelos al plano z = 0: @ k=-4
Entrada: IntersectaConica[z=k,S]

Paso 6: Activar rastro de los primeros cortes visibles:
Clic derecho en cada corte + Rastro

Paso 7: Activar la Vista Grafica
Graficar la superficie por cortes:
Deslizar el dial del deslizador k.

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

En el cuadro 3 vemos una forma de representacion grafico-dindmico del paraboloide
eliptico S mediante cortes. La aprehensién secuencial desarrollada por el sujeto
equivaldria a que realice cortes con planos paralelos a los planos coordenados en la
representacion en el registro algebraico, y realice la conversién a la representacion en el
registro grafico-dinamico de cada corte para representar la superficie del paraboloide
eliptico. Los 7 pasos realizados corresponden a tratamientos secuenciales.

En el cuadro 4, el Geogebra 3D representa directamente la superficie, por lo cual sélo es

necesario un Unico paso.

Cuadro 4: Representacion de la superficie del paraboloide eliptico de manera directa.

Representacion gréafica del paraboloide S por medio de Geogebra

Registro Grafico-dindmico

Paso 1: Activar la Vista Gréafica 3D
Ingresar la ecuacion del paraboloide S
Entrada: S:(y-2)/2=(x-1)"2/16+(z+1)"2/9
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Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

En este caso no se desarrolla la aprehension secuencial. Si el sujeto desarrolla una
aprehension discursiva, esta en capacidad de reconocer otras propiedades del
paraboloide eliptico, no indicadas en forma explicita en su representacion gréafica tales
como el tipo de paraboloide, eje coordenado al cual son paralelos los ejes focales de los
cortes elipticos, el vertice de la superficie, etc. En este tipo de aprehension, la forma de
los cortes de planos paralelos a los planos coordenados con el paraboloide eliptico es
identificada por el sujeto, quien reconoce la pertinencia de dicha informacion tal como la
forma de sus ecuaciones y elementos principales (centro, vértices, focos, etc.), los cuales
son reconocidos y nombrados. El sujeto, movilizando sus conocimientos previos, puede
realizar tratamientos en la representacion grafica para obtener informacion que le permita
formular alguna conjetura o supuesto inicial, estableciéndose de esta manera el discurso
y posterior validacion de la conjetura planteada inicialmente para resolver una tarea

determinada.

Cuadro 5: Aprehensidn discursiva de un paraboloide eliptico.

El punto V (1, 2, 1) es el vértice del paraboloide S

Ti: Corte de Sconel planoy =t + 2, donde t > 0.

Ta2: Corte de S con el plano x = 1. T2 es una Parabola
Ts: Corte de S con el plano z = 1. Tz es una Parabola
T2y Ts se intersectan en el vértice V del paraboloide S
AB y CD se intersectan en M, AM = MB, CM = MD
M es Centro de T1 y pertenece a la recta L

La recta L que pasa por V'y M es Eje del paraboloide S
EnTi: AM >3, MC < 3, AB > CD, en consecuencia Tz
es una Elipse

La superficie es un paraboloide eliptico con vértice el
punto V (1, 2, -1), cuyo eje principal es la recta L
paralela al eje Y, y se abre hacia el semieje positivo del
ejeY

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

En el cuadro 5 mostramos la aprehension discursiva del tipo de paraboloide representado,
desarrollado por un sujeto quien en el discurso matematico va adquiriendo datos de la
representacion para relacionar todos los elementos (puntos, curvas y el eje principal) con
lo cual mediante una secuencia légica y ordenada logra identificar el tipo de paraboloide,
entre otras caracteristicas.

En esta parte hemos presentado el desarrollo de las aprehensiones perceptiva, secuencial

y discursiva del paraboloide eliptico en el registro Grafico-Dindmico. En cuanto a la
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aprehension operatoria de dicho objeto consideramos necesario, ademas del estudio de la
aprehension operatoria, presentar detalladamente las modificaciones de las
representaciones del paraboloide eliptico en el RGD.

Aprehension operatoria y modificaciones en el Registro Grafico-

Dindmico para el paraboloide Eliptico

Duval (1993) ha definido los tipos de modificaciones en el registro figural, para el
desarrollo de la aprehension operativa que deben lograr los estudiantes en el aprendizaje
de la geometria euclidiana, mediante reconfiguraciones figurales y descomposiciones
mereoldgicas para el calculo de areas de regiones compuestas, y deconstrucciones
dimensionales de forma para descomponer figuras en elementos de menores dimensiones.
Si el sujeto manifiesta la necesidad de realizar transformaciones en el registro Grafico-
Dinéamico de un paraboloide eliptico, para obtener informacién que le permita identificar
formas y valores de los elementos que lo constituyen tales como curvas abiertas, curvas
cerradas, el veértice, distancias, etc. y las realiza, podemos afirmar que el sujeto ha
desarrollado la aprehension operatoria del paraboloide eliptico para lo cual, segin la
necesidad, debe realizar ciertas modificaciones. Con base en Pefaloza (2016)
ejemplificamos las modificaciones necesarias en la representacion del paraboloide
eliptico en el registro gréfico, para desarrollar la aprehension operatoria en los estudiantes
por medio del Geogebra 3D, y son las siguientes:
El sujeto realiza una modificacion Optica al utilizar las herramienta Alejar y Aproximar
de Geogebra 3D, con el propdsito de que los elementos y caracteristicas de la
representacion grafica del paraboloide puedan ser reconocidos y estudiados con mayor
detenimiento mediante acercamientos o alejamientos.
En el cuadro 6 se presenta una modificacion dptica de tipo alejamiento para reconocer la
forma de la representacion grafica del paraboloide eliptico S representado por:
o.y-2_(x-1 (241

2 16 9 . En el primer caso, la representacion de la superficie no

permite al sujeto percibir su forma representada en la Vista Gréafica 3D, por lo cual fue

necesario realizar dicha modificacion.
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Cuadro 6: Modificacion 6ptica en la representacion del paraboloide eliptico.

IS
e

A ST N
'#}‘;%A&v_mmg
PREILS
RS

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

La modificacion posicional corresponde a traslaciones y rotaciones de la Vista Grafica
3D donde esta representado el paraboloide eliptico, manteniéndose la forma de dicha
superficie, cambiando Unicamente su posicién relativa respecto del observador. En

Geogebra 3D, por ejemplo, esta modificacion se realiza mediante las herramientas Rota

la Vista Grafica 3D % y Desplaza Vista Gréfica L1 (o también de manera directa con
el mouse) cuando es necesario realizar dichas modificaciones, a la representacion grafica
del paraboloide eliptico, para identificar la forma de la superficie, posicion de puntos y
sus coordenadas, tipos de curvas abiertas y cerradas, entre otros. En este caso, la
aprehension perceptiva se desarrolla slo al presentarse la aprehensidn operatoria, ya que
segun Duval (1995) para tener una aprehension completa de un objeto representado en un
entorno tri-dimensional, es necesario brindarle movimiento.

En el Cuadro 7 presentamos dos modificaciones posicionales, traslacion y rotacion, a la

o.¥=2_(x-1)° (z+1)

representacion Grafico-Dinamico del paraboloide eliptico 2 16 9

Primeramente se trasladd el origen de coordenadas para incrementar las longitudes
visibles de los semiejes positivos X e Y, luego se realizd una rotacion de toda la
representacion, mostrando el plano XY en forma paralela a la Vista Gréfica 3D, estando
el eje Z proyectado como un punto. También pudo realizarse dicha rotacién mediante la

secuencia: Barra de Estilo — Direccion de Vista — Vista Frontal del plano xOy.
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Cuadro 7: Modificacion posicional de la representacion del paraboloide eliptico.

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

Como se observa en el cuadro 7, la traslacion de la Vista Grafica 3D permite reconocer
la forma de la superficie representada, la cual en la primera vista podria erréneamente
identificarse como un casquete esférico o eliptico, y en la vista rotada se reconocen los
cortes parabolicos, en forma similar a las curvas de nivel proyectadas al plano XY.

Seguidamente, en la tarea presentada en el cuadro 8, identificaremos las aprehensiones y
modificaciones de representaciones que pertenecen al registro grafico-dindmico. En este
caso utilizaremos la version de GeoGebra 5.0.56.0, la cual no grafica superficies

cuadricas por lo que es necesario representar el paraboloide eliptico mediante cortes.

Cuadro 8: Actividad para representar un paraboloide mediante cortes — parte a)

. Y~12 (x-3)" (z-4)
: = +
a) Digite en la Barra de Entrada la ecuacién de la superficie -12 9 16

El software Geogebra no grafica la superficie S. Vamos a representarla mediante cortes de S con planos
paralelos a los planos coordenados por medio del comando IntersecaConica.
Se pide realizar los siguientes cortes:

T1: Corte de S con el plano XY T4: Corte de Sconel planoy =4
T2: Corte de S con el plano YZ T5: Corte de Sconel planoy =8
T3: Corte de S con el plano XZ

¢ Qué curvas se obtienen?

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)
Se pide representar en el registro grafico dinamico cortes de la superficie S con los planos
z=0, x=0,Y =0, y:4, y :8, observando que los planos paralelos al plano y = 0,

pueden ser representados por el plano y = k, con un deslizador k con valores, por ejemplo,
desde 0 hasta 8, e incremento 4, y activando la funcion rastro. En el Cuadro 9 se muestra

la secuencia realizada.
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Cuadro 9: Representacion del paraboloide eliptico S mediante cortes

Aprehension secuencial en la representacion gréafica del paraboloide S

Paso 1: Activar la Vista Grafica
Crear deslizador k, con Valor minimo: 0, Valor
maximo: 8, Incremento: 4
Entrada: k:Des|izad0r[o,8,4] » Vista Grafica | » Vista Grafica 3D
Paso 2: Activar la Vista Gréfica 3D
Ingresar la ecuacion del paraboloide S
Entrada: S:(y-12)/(-12)=(x-3)"2/9+(z-4)"2/16 k=8
Paso 3: Cortes de S con el plano z=0:
Entrada: IntersectaCoénica[z=0,S]
Paso 4: Cortes de S con el plano x =0:
Entrada: IntersectaConica[x=0,S]
Paso 5: Cortes de S con planos paralelos a y = 0:
Entrada: IntersectaConicaly=k,S]
Paso 6: Activar rastro del corte de S con el plano XZ:
Clic derecho en el corte + Rastro
Paso 7: Graficar la superficie por cortes:
Deslizar el dial del deslizador k.

Registro Grafico-dinamico

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

Para identificar las curvas abiertas y cerradas representadas en el registro grafico-
dinamico, realizamos modificaciones posicionales de rotacién mediante la herramienta

Direccion de vista, tal como se muestra en el cuadro 10.

Cuadro 10: Modificacién posicional de rotacién de la representacion del paraboloide eliptico

Plano XY Plano XZ Plano YZ

|+ vista Grafica 3D X ~ Vista Grafica 3D | = Vista Gréfica 3D
L] ACY Dv T Wv (v ] ACY Dy @~ v I~ ‘D ACY D G~ i~ T~

1 [~ JO) z owo I@I®

o] _ [Vista frontal del piano xO " T Vista frontal del plano yOz|

5

o —

il

& 5
-6 4 -2 ¢ 6 L] 10 12 14 14
o -6 -4 -2 2 4 B ] 0] 12 14 16
-4
5
&
-8

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

Segun lo observado, las proyecciones de las curvas en los planos coordenados principales,
el corte de la superficie S con el plano z = 0 es representado por una parabola, los cortes
de S con los planos y = 0, y = 4, y = 8 son representaciones de elipses, y el corte de la
superficie S con el plano x = 0 es representado por una parabola. Puede notarse ademas,
que los cortes en planos perpendiculares a cada plano de proyeccion, son representados
en el RGD como lineas.
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Cuadro 11: Actividad para representar un paraboloide eliptico mediante cortes — parte b)

b) Determine los centros y vértices de las curvas cerradas, mediante los comandos:

Vértices[ <Cénica> ] Centro[ <Conica> ]

Si se pretende realizar cortes de S con 2 planos paralelos a los planos coordenados, para obtener curvas
abiertas que pasen por los vértices de las curvas cerradas, ¢cudles serian las ecuaciones de dichos planos?

Explique y grafique dichos cortes.

Fuente: Adaptado de Pefialoza (2016)

En el cuadro 11 se observan las indicaciones de la actividad para representar los vértices
y centros de las curvas representadas mediante comandos. Cabe destacar que el comando
Vértices de Geogebra 3D, representa tanto los vertices como los extremos del eje menor
de una representacion eliptica. La secuencia para representar en el registro grafico-
dinamico los centros y vértices de cada curva eliptica, puede variar. Algunos sujetos
preferirian representar primeramente los vértices, seguido de los centros, otros en el otro
sentido, y no necesariamente en el mismo orden, por lo cual no existe una secuencia Unica.
Asi mismo, las representaciones algebraicas de los planos de corte no se dan en forma
explicita sino de manera indirecta, por lo cual el sujeto debe deducir las ecuaciones de
dichos planos a partir de puntos de paso, los cuales son vértices y extremos del eje menor
de cada una de las curvas elipticas.

En la figura 8 se muestran los centros, vértices y extremos del eje menor de cada una de
las representaciones de las elipses, y sus coordenadas para el corte de la superficie con el
plano 'y = 0, en el cual la funcidn rastro sélo aplica a las representaciones, pero no a las

coordenadas de centros y vértices.

Figura 8 - Vértices y centros en las curvas cerradas del paraboloide eliptico.

X

» Vista Grafica X/ | » Vista Grafica 3D

Entrada: Vértices[T] 2

Fuente: Producida por los Autores
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Asi mismo, en la figura anterior se percibe que los vértices de todos los cortes elipticos
estan ubicados en un mismo plano paralelo al plano z = 0, y dada la tercera componente
del mismo valor en los vértices y centro, reconocemos que se trata del plano z = 4. Para
graficar la curva que pasa por dichos puntos (Figura 9), ingresamos en la Barra de Entrada

IntersecaConica [z=4, S], con lo cual queda graficada la curva parabolica.

Figura 9 - Curvas abiertas que pasan por los vértices de las curvas cerradas.

b Vista Grafica 4| » Vista Grafica 3D 4

Entrada: IntersecaConica[z=4, S]| al &

Fuente: Producida por los Autores

En la figura 9, observamos la curva abierta P1, que pasa por los extremos del eje menor
de cada curva cerrada, asi como la curva P> la cual pasa por los vértices de dichas curvas
cerradas. Asi mismo, podemos también percibir que las curvas abiertas P1 y P> se
intersectan en un mismo punto. También podemos conjeturar que dicho punto,
conjuntamente con los centros de las curvas cerradas, son colineales y pertenecen al Eje
del paraboloide eliptico, el cual puede trazarse con la herramienta Recta de Geogebra 3D,
y con las coordenadas proporcionadas en la Vista Gréafica 3D obtenerse su ecuacion y asi,
realizar la conversion de la representacion del registro gréafico-dindmico al registro
algebraico.

Con este grupo de tareas, podemos representar elementos importantes del paraboloide
eliptico tales como su eje principal o eje de simetria, y su vértice por interseccion de
curvas, asi como establecer correspondencias entre sus representaciones Grafico-

Dinamico y algebraica.
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Algunas consideraciones

En los diferentes items de la actividad presentada en el presente articulo, hemos
comprobado que no todas las aprehensiones del registro Grafico-Dindmico se dan en
forma secuencial y en un estricto orden, algunas pueden desarrollarse con mayor énfasis
e importancia que otras, y en forma general, puede existir mas de un criterio de solucion,
dependiendo del nivel educativo del sujeto o estudiantes implicados, asi como de sus
experiencias acumuladas con la puesta en practica de sus conocimientos.

La aprehension operatoria, a diferencia de las otras, requiere el uso de un software de
representacion dinamica para poder realizar modificaciones en el RGD sin modificar los
elementos representados ni sus representaciones algebraicas. Dichos elementos
constituyen las variables visuales del paraboloide eliptico en el RGD porque permiten
representarlo y su identificacion, asi como los elementos necesarios para representarlos,
son importantes para realizar las conversiones entre representaciones de los registros
Grafico-Dindmico y algebraico y viceversa. También para identificar la representacion
algebraica de un paraboloide eliptico S cuando ésta es trasladada y/o rotada en una nueva
posicion S’, tal como se observo en el caso de la figura 6 en donde la representacion
algebraica de S’ es distinta a la de S, y segun Pefialoza (2016) considerando el estudio de
Duval, corresponde a una deconstruccion dimensional de forma en el que intervienen
todas las aprehensiones, lo cual requiere de un mayor estudio de las variables visuales del
paraboloide eliptico.

Resaltamos que la Vista Grafica 3D del Geogebra 5.0, considerando sus alcances y
limitaciones segun la actualizacion con la que se disponga, permite realizar tratamientos,
modificaciones y desarrollo de aprehensiones en los sujetos, asi como establecer
conjeturas y construccion de significados los cuales creemos que serian mejor asimilados
en un medio de representaciones dindmicas.

Finalmente, los resultados de la presente investigacion muestran la pertinencia del uso de
la tecnologia digital en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, en caso particular
del paraboloide eliptico, asi como la necesidad existente en que estos avances sean
utilizados en los cursos de matematica de nivel superior dada la limitacién en los

tratamientos y modificaciones en las representaciones de objetos espaciales.

82 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.20, n.1, 061-083, 2018



Agradecimientos

Agradecemos a la Pontificia Universidad Catolica del Peri — PUCP, especificamente a la
linea de investigacion Tecnologias y Visualizacion en Educacion Matematica — TecVEM,
de la Maestria en Ensefianza de las Matematicas y del Instituto de Investigacion sobre
Ensefianza de las Matemaéticas IREM-PUCP, que permitieron concretizar el presente

articulo.
Referencias

DUVAL, R. Registres de représentation sémiotique et fonctionnement cognitif de la
pensee. Annales de Didactique et de Sciences Cognitives Université Louis Pasteur, IREM
de Strasbourg, Francia, p. 37-64, 1993.

DUVAL, R. Semidsis y Pensamiento Humano. Registros Semiéticos y Aprendizajes
Intelectuales. Universidad del Valle, Colombia. 1995

PENALOZA, T. Proceso de Visualizacion del Paraboloide en Estudiantes de
Arquitectura mediado por el Geogebra. Tesis de maestria en Ensefianza de las
Matematicas, Pontificia Universidad Catolica del Peru, Pert, 2016.

SALAZAR, J. V. F. & ALMOULOUD, S. A. Registro figural no ambiente de geometria
dindmica. Educacdo Matematica e Pesquisa, Sao Paulo, Brasil, p. 927-932, 2015.

Texto recebido: 27/08/2017
Texto aprovado: 13/01/2018

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.20, n.1, 061-083, 2018 83



