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Registros em lingua natural das superficies quadricas:
analise semiotica e possibilidades de uso de novos registros

Records in natural language of quadric surfaces: semiotic analysis and possibilities
of using new records

SERGIO FLORENTINO DA SILVA?
MERICLES THADEU MORETTI?

Resumo

Levando em conta a teoria dos registros de representacfes semidticas de Raymond
Duval, sobretudo em relacdo a abordagem de interpretacdo global de propriedades
figurais, as fungdes discursivas da linguagem e a operagdo semiotica e cognitiva de
conversdo, neste trabalho, proporemos analisar os registros em lingua natural das
superficies quadricas (ndo cilindricas e ndo degeneradas) presentes em livros do Ensino
Superior. Tais analises evidenciaram que esses registros pesquisados recorrem, mesmo
que nem sempre de forma explicita, a variaveis visuais e a propriedades globais das
figuras e que apresentam potencial para contemplar diversas fungdes discursivas, tais
como, a apofantica que reflete a capacidade de designacéo de algo sob a forma de uma
proposicdo matematica, a expansdo discursiva que permite ligacdes entre proposicdes
matematicas de forma coerente além da operacéo de conversdo. Ao adicionarmos a essa
discussdo o Principio de Extensao de Bento de Jesus Caraca, indicaremos possibilidades
do uso de novos registros para as conicas.

Palavras-chave: Superficies Quadricas; Interpretacdo Global; Fun¢des Discursivas da
Linguagem.

Abstract

Taking into consideration Raymond Duval's theory of the records of semiotic
representations, especially in relation to the global interpretation approach of figurative
properties, the discursive functions of language and the semiotic and cognitive operation
of conversion, we propose to analyze the records in natural language of the quadric (non-
cylindrical and non-degenerated) surfaces present in Higher Education books. Such
analyzes have evidenced that these researched records recur, although not always
explicitly, to visual variables and to the global properties of the figures and that present
the potential to contemplate several discursive functions, such as the apophantic, which
reflects the capacity to designate something under the form of a mathematical
proposition, the discursive expansion that allows connections between mathematical
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propositions in a coherent way, in addition to the conversion operation. When we add to
this discussion Bento de Jesus Caraga’s Principle of Extension, we indicate possibilities
of using new records for the conics.

Keywords: Quadric Surfaces; Global Interpretation; Discursive Functions of Language.

Introducio

Analisar gréaficos ndo s6 de curvas mais também de superficies € uma pratica recorrente
que ndo é exclusiva de pesquisadores e estudantes da area de Matemaética. Do ponto de
vista escolar, o estudo de curvas estd constantemente presente nos Ensinos Fundamental,
Médio e, ainda, em diversos cursos tanto de graduacdo quanto de pds-graduacdo. Ja o
estudo de superficies geralmente inicia-se em cursos de graduacdo e poés-graduacdo. O
entendimento dos graficos permite compreender diversas situacdes que sdo tanto internas
quanto externas a Matematica: Corréa e Moretti (2014, p. 39) entendem que esbocar um
grafico ¢ “[...] uma ferramenta matematica muito importante nos tempos atuais por tornar
possivel a representagao de diversos fenomenos e situagoes.”

No Ensino Superior, dentre os tipos de superficies incluem-se as que sdo conhecidas pelo
nome genérico de superficies quadricas. Tendo como base que 0s registros em lingua
natural sdo importantes ndo apenas para a comunicacdo, mas também para a
aprendizagem em matematica, buscamos a literatura especializada para analisarmos 0s
termos usados para as quadricas ndo cilindricas e ndo degeneradas (elipsoides;
hiperboloides de uma e duas folhas; cones quédricos elipticos; paraboloides elipticos e
hiperbodlicos).®

Nosso referencial tedrico foi a Teoria dos Registros de Representacdes Semioticas
(TRRS) de Raymond Duval, sobretudo no que diz respeito a Abordagem de Interpretacao
Global de Propriedades Figurais e as Fungdes Discursivas Referencial, Apofantica e
Expansdo e, ainda, a operacdo cognitiva e semidtica de conversdao. Quanto a essas
funcgdes, a referencial é a que permite designar objetos, a apofantica é a que reflete a
capacita de dizer alguma coisa a respeito dos objetos que designam em forma de uma
proposicdo matematica e a expansao discursiva é a que permite ligacGes entre proposicoes
matematicas de forma coerente. Para ler detalhadamente a respeito das Funcgbes

Discursivas da Linguagem acesse Duval (2004), Brandt; Moretti e Bassoi (2014),

% Quando dissermos quadricas, neste texto, estamos nos referindo apenas as que sdo ndo cilindricas e ndo
degeneradas.
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Dionizio; Brandt e Moretti (2014) e Dionizio; Brandt (2014). Nesses trabalhos ha uma
série de exemplos praticos além da discussao das operagdes discursivas que cada funcdo
discursiva da linguagem possui.
A pesquisa recaiu nos livros didaticos de Leithold (1994), Winterle (2000), Anton (2002)
e Lehmann (2007), pois em relacdo a outros livros classicos que observamos o0s
escolhidos nos pareceram ser os que mais desenvolveram registros em lingua natural para
as quédricas dentro da perspectiva da TRRS.
As andlises dao indicativos de que os termos desses autores tém potencial para dizer algo
dos objetos sobre a forma de uma proposi¢cdo matematica (Funcdo Apofantica), para
religar a outras proposi¢cbes matematicas de forma coerente (Expansé@o Discursiva) e
realizar conversoes, por isso, na perspectiva da TRRS, pensamos que eles podem trazer
contribuicdes significativas para a aprendizagem. Entretanto, por vezes, eles possuem
alguns problemas principalmente decorrentes do uso da Funcdo Referencial.
Apropriamo-nos de algumas contribui¢cdes dos autores que pesquisamos para, mediante
as possibilidades da Funcdo Referencial, propormos o que chamaremos de registros
basicos em lingua natural.* Justificamos o adjetivo basico por entender que nossas
propostas de registros sao elaboradas a partir de unidades significantes basicas.
Nossas propostas escolheram variéveis visuais que pensamos expor propriedades globais
da figura. Nelas fizemos articulagdes explicitas entre os registros em lingua natural com
as unidades simbdlicas e as variaveis visuais tomadas, pois, trata-se de aprendizagens ndo
naturais e sim do tipo semidticas que o ensino ndo deve negligenciar. Além disso, tendo
como base o Principio de Extensdo de Caraca, a seguir, tentamos fazer com que um termo
usado para uma das quédricas fosse, na medida do possivel, usado para as outras:

[...] o homem tem tendéncia a generalizar e estender todas as aquisi¢6es do seu

pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢cdes se obtém, e a

procurar 0 maior rendimento possivel dessas generalizagbes pela exploracao
metodica de todas as suas consequéncias. (CARACA, 1951, p. 10).

Abordagem de Interpretacio Global de Propriedades Figurais

Para Duval (2011a) a compreensdo integral (ou integrativa) dos graficos so é possivel
com o que ele definiu como Abordagem de Interpretagdo Global de Propriedades

4Veremos que 0s registros que propomos sdo mistos, pois, mesmo que predominantemente sejam em lingua
natural, também possuem elementos do registro simbélico. A opgdo em usar 0 termo “registro em lingua
natural” se deve apenas pela referida predominancia.
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Figurais. Nesse entendimento, nao nos limitamos em apenas “olhar’” um desenho no papel
ou em um software que representa uma equagdo e nem nos reduzimos a analisar
elementos pontuais ou particulares presentes num grafico. Mais do que isso, na concepgéo
dessa teoria, a potencialidade da aprendizagem (integral) tém exigéncias mais amplas e
especificas que necessitam de uma abordagem que permita a interpretacdo global das
propriedades figurais e que, com isso, possibilita efeitos duradouros na aprendizagem
dos alunos.

Para tanto, recorre-se ao Método de Andlise e Identificacdo das Variaveis Cognitivas que
permite identificar as unidades significantes simbolicas (pertinentes ao registro
simbdlico) e as correspondentes unidades significantes cartesianas (pertinentes ao
registro cartesiano e também chamadas de variaveis visuais). De maneira mais especifica,
para a identificacdo dessas unidades significantes (basicas) fazem-se todas as
modificacdes possiveis num dos registros de representacdo e observam-se quais delas
geram modificagdes no outro registro. Deve-se variar, dentro de um mesmao registro, uma
unidade significante e manter todas as outras constantes e ver 0 que ocorre no outro
registro. Na utilizacdo desse método, de acordo com Duval (2003, 2009, 2011b), a
distingdo das unidades significantes de um sistema semiotico é feita recorrendo ao
classico principio de oposicdo utilizado pelos linguistas a partir de Ferdinand de Saussure.
Nesse principio, os signos sdo entendidos ndo de forma isolada e sim em sua forma
relacional opositiva, pois, como esclarece Duval (2011b, p. 30), “os signos s6 podem ser
reconhecidos como signos por meio das relacdes de oposicao que eles tém com os outros
signos no interior de um sistema. ” Logo, nesse principio, o valor de um signo é
constituido pela diferenca em relacdo a outros signos que constituem um sistema.

Em todo esse processo de analise e identificacdo, que é central na TRRS, a discriminacao
das variaveis visuais € particularmente pouco evidente, mas, infelizmente, em geral é
negligenciado no ensino. De qualquer maneira, 0 adequado reconhecimento dessas
variaveis permite que se identifique o que € visualmente diferente de modo significativo.
Sem ele, ndo temos como identificar as unidades significantes simbolicas
correspondentes e, consequentemente, a compreensdo integral em matematica é
comprometida. Além disso, essas unidades sdo orientadoras e intermediardo as
transformacdes entre registros distintos (conversdes). N&o obstante, ndo é suficiente
conhecé-las sendo necessario coordena-las a partir das regras de correspondéncia
semidtica e, sobretudo, realizar as conversdes. Portanto, ha um processo semiético que

inclui claras identificagOes, delimitagdes e regras de articulagdes entre distintos registros.
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Dessa forma, ndo se trata de uma aprendizagem que seja obtida de maneira automatica,

imediata ou natural e, por isso, o professor ndo deve negligenciar essas questoes.

Analises e propostas de registros basicos em lingua natural

Esta secdo trata das analises e propostas dos registros em lingua natural das quadricas. Na
primeira subsecdo apresentaremos 0s registros em lingua natural dos autores que

pesquisamos e nas seguintes faremos as analises e as propostas.

Registros em lingua natural das quadricas presentes nos livros didaticos
Para facilitar a leitura inicialmente apresentamos, no Quadro 1, as equacdes das quadricas

padréo.
Quadro 1 — Equacdes das quadricas padrao
guac g p
Quédrica Equagdes
Elipsoides x* y? ozt L
g2 p2 2
Hiperboloides de uma x? y? z? x? y? z? x? y? z?
—t+—=——==1 ———t—=1 ——+=+==1
folha az ' pz  c2 az pZ ' c2 az ' pz ' c2
Hiperboloides de duas x? y? z? x? y? z? x? y? z?
————— =1 —t=—-==1 — -t ==1
folhas az b2 cZ az b2 2z az pZ ¢z
Cones quadricos x? y? z? x? y? z? x? y? z?
elipticos Stz =0 =tz =0 gttt z=0
P a? b2 2 a? b2 2 a? b2 2
Paraboloides elipticos x? y? x? z? y? z*
s Yot Tt
x2 y2 x2 ZZ yZ ZZ
D YT e YT e
Paraboloides x? y? x? y? x? z?
hiperbélicos Ry RNy Yotz
x2 ZZ y2 ZZ yZ ZZ
y=ratz ttpT e et

Fonte: Os autores
Sabemos que um hiperboloide de uma folha padrao pode estar em trés posi¢coes diferentes
no sistema cartesiano (abrindo em z, em y ou em x) e que conforme € essa posi¢ao ha
uma equacao correspondente. Por isso ha trés equacles para essa quadrica no Quadro 1.
O comentario analogo vale para as demais quadricas que esse quadro se refere. Veremos
que nossas propostas de registros em lingua natural consideram essa questdo e que, além
disso, para cada uma dessas posicdes (ou equacdes) propomos um correspondente registro

basico em lingua natural.

298 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.20, n.1, 294-314, 2018




A seguir apresentaremos, em forma de quadros, os registros em lingua natural dos autores

que pesquisamos.

Quadro 2 — Registros em lingua natural propostos por Leithold (1994)

Registros em lingua Adjetivos sugeridos pelo autor do livro
natural sem o acréscimo
de adjetivos®

Elipsoide 1—“Se dois numeros quaisquer desses trés [a, b e ¢] forem iguais, teremos
um elipsoide de revolugdo que também serd chamado de esferoide.” (p.
889, grifo do autor);
2 — “Um esferoide para o qual o terceiro numero seja maior que 0S OUtros
dois iguais sdo chamados de prolato (alongado nos polos). [...] tem o
formato de uma bola de futebol americano. ” (p. 889, grifo do autor);
3 — “Um esferoide oblato ser& obtido se o terceiro namero for menor do
que 0s outros, que sdo iguais. ” (p. 889, grifo do autor);
4 — “Se todos os trés nameros a, b e ¢ [...] forem iguais [...] sera uma
esfera. ” (p. 889, grifo do autor).
Hiperboloide de uma 5 — Hiperboloide eliptico de uma folha (p. 889, grifo nosso);

folha 6 — “[...] o eixo desse hiperboloide é z.”” (p. 890);
7 - “Se a = b, a superficie € um hiperboloide de revolugéo para o qual o
eixo é a reta contendo os eixos conjugados [eixo perpendicular ao que
contém os focos].” (p. 890).
Hiperboloide de duas 8 - Anélogo a 5 (p. 890);

folhas 9 - “Se a = b, a superficie é um hiperboloide de revolugdo no qual o eixo
¢ a reta contendo o eixo transverso.” (p. 890).
Cone quéadrico eliptico | 10 — “O cone circular reto gerado pela rotagdo de y = x em torno do eixo
x.”(p. 905, exercicio 11 da secdo das respostas).®
Paraboloide eliptico 11 — “O paraboloide de revolugiio gerado pela rotagdo y? = 9z em torno
do eixo z. ’(p. 905, exercicio 9 da secdo das respostas).
Paraboloide hiperbélico | 12 - Ndo encontrado.”

Fonte: Leithold (1994)

Quadro 3 — Registros em lingua natural propostos por Winterle (2000)

Registros em lingua natural Adjetivos sugeridos pelo autor do livro
sem o acréscimo de adjetivos
Elipsoide 1 - “Elipsoide de revolugdo em torno do eixo Oz.” (p. 216);

2 - “elipsoide, centro (-2, 1, 3), eixo maior paralelo a Oz.” (p. 230).
Hiperboloide de uma folha | 3 — Andlogo a 1. (p. 218);
4 - “[...] hiperboloide de uma folha ao longo do eixo Oz.” (p. 129);
5 — “hiperboloide de uma folha, centro (3, -1, -4), eixo paralelo a Oy.”
(p. 230).
Hiperboloide de duas folhas | 6 - Analogo a 1, 4 (p. 220) e 5 (p. 230);
Cone quédrico eliptico 7 -Anélogoaled(p.223);
8 — “superficie conica, vértice (0, -2, 1), eixo paralelo a Ox.” (p. 230,
grifo nosso).
Paraboloide eliptico 9 - Andlogo a1, 4 (p. 221) e 8 (p. 230).
Paraboloide hiperbélico 6 - Andlogo a 4 (p. 222).
Fonte: Winterle (2000)

5 Na primeira coluna dos quadros sdo apresentados os termos classicos e de uso comum. Na segunda, sdo
os termos especificos usados pelo autor do livro em analise.

® As citagBes 10 e 11 foram retiradas da secdo que apresenta as respostas dos exercicios. Elas referem-se,
respectivamente, aos exercicios 11 e 9 de Leithold (1994, p. 905).

7 Este objeto nunca pode ser de revolugéo.
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Quadro 4 - Registros em lingua natural propostos por Anton (2002)

Registros em lingua natural sem o Adjetivos sugeridos pelo autor do livro
acréscimo de adjetivos
Elipsoide 1 - Ndo encontrado.
Hiperboloide de uma folha 2 - “Hiperboloide de uma folha, o eixo é o eixo y.” (p.
574).
Hiperboloide de duas folhas 3 - “Hiperboloide de duas folhas separadas pelo plano yz.”
(p. 574).
Cone quadrico eliptico 4 - “[...] cone circular que se abre ao longo do eixo z.” (p.
238).
5 - “Cone eliptico com eixo X como €ix0.” (p. 574).
Paraboloide eliptico 6 - “[...] paraboloide circular que se abre ao longo do eixo
z positiva [...]”. (p. 238).
7 - “Paraboloide circular aberto para baixo no eixo Zz
negativo.” (p. 574).
Paraboloide hiperbdlico 8 - ““[...] paraboloide hiperbolico assentado no eixo y [...]”.
(p. 239).
9 - “paraboloide hiperbolico montado nos eixos X e z”.
(p. 574).

Fonte: Anton (2002)

Note que diferente dos demais autores, ao se referir aos elipsoides Anton (2002) néo inclui
adjetivos tais como “de revolug¢do”, “oblato”, “prolato”, “esferoide”, “alongado” e
“encurtado”. Dessa forma, linguisticamente nao ha diferenciacdo entre os tipos de
elipsoides. Cabe ainda a ressalva que numa secdo a parte® Anton (2002) trata das

superficies esféricas sem, contudo, relaciona-las como um tipo de elipsoide.

Quadro 5 - Registros em lingua natural propostos por Lehmann (2007)

Registros em lingua natural Adjetivos sugeridos pelo autor do livro
sem o0 acréscimo de adjetivos
Elipsoide 1 -“[...] elipsoide de revolugdo ou esferoide [...] elipsoide alongado

[...] elipsoide encurtado [...] superficie esférica [...]”. (p. 378).

Hiperboloide de uma folha 2 - “[...] hipérbole de uma folha que se encontra ao longo do eixo
coordenado [...]”. (p. 379);

3 — “[...] hiperboloide de revolugdo de uma folha que pode ser
2 2

gerado pela rotagdo da hipérbole Z_Z — i—z = 1ex=0emtorno do
eixo Z.” (p. 379).
Hiperboloide de duas folhas 3—Analogoa?2e 3 (p.381).

Cone quéadrico eliptico 4 — “[...] superficie conica quadrica cujo eixo se encontra ao longo
do eixo Z.” (p. 379)
Paraboloide eliptico 5 — Andlogo 2 e 3 (p. 382-383);
Paraboloide hiperbolico 7- “[...] se encontra ao longo do eixo coordenado [...]”. (p. 379)

Fonte: Lehmann (2007)

Em capitulo anterior ao das quédricas, especificamente o que discute as

superficies de revolucdo, Lehmann (2002, p. 365) ainda expde os seguintes termos: “[...]

8 Trata-se da secdo 4.1 do livro de Anton (2002).
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superficie de revolucéo cujo eixo de revolugéo € 0 eixo Z.” Para as que o eixo de revolugao
é 0 eixo coordenado, Lehmann (2002, p. 365, grifo do autor) ainda acrescenta: “J...]
superficie que se encontra ao longo deste €ixo0.”

Registros em lingua natural dos elipsoides

Conforme mostram os Quadros 2, 3, 4 e 5 nos casos em que o elipsoide possui trés eixos
congruentes € comum o uso do termo superficie esférica ou esfera.

Nos casos em que o elipsoide possui dois eixos congruentes é comum o termo esferoide.
Nesses casos 0s adjetivos prolato, oblato, alongado e encurtado também sdo
acrescentados. Entre os quatro termos, por uma questdo de simplicidade e recorréncia,
preferimos alongado e encurtado. Neste Gltimo ainda podemos usar o adjetivo achatado.
Quando os trés eixos possuem medidas diferentes encontramos apenas Seguinte
contribui¢do de Winterle (2000, p. 230): “elipsoide, centro (-2, 1, 3), eixo maior paralelo
a Oz.” Nela temos unidades significantes que permitem fazer conversdes e expansdes
discursivas que envolvam o eixo maior. Porém, esses termos ndo permitem inferir qual a
posicdo dos outros eixos (médio e menor) e, por isso, esse registro ndo abre possibilidades
de conversdes ou expansdes discursivas que envolvem os outros eixos que ndo sejam 0
eixo maior.

Vemos ainda que € recorrente o uso do adjetivo de revolucdo para 0s casos em que 0
elipsoide é uma superficie de revolucéo.® Caso o estudo tenha como foco as superficies
de revolucdo, pensamos que o uso desse adjetivo é semanticamente interessante pelo fato
de que chama a atencdo para uma interessante propriedade global da figura — a revolucao.
Particularmente se o interesse for expor o eixo de revolucdo, entdo o registro “elipsoide
de revolugdo em torno do eixo Oz”, de Winterle (2000, p. 216), mostra-se vantajoso.
Porém, note que ao dizermos apenas elipsoide de revolucdo ndo diferenciamos 0s
elipsoides do tipo esferoide dos que sdo do tipo superficie esférica. Além disso, nos
esferoides e nas superficies esféricas esta implicita, mesmo que sejam necessarias
expansodes discursivas, a ideia de revolugéo.

Feito a anélise dos termos usados pelos autores dos livros que pesquisamos, partiremos,
a partir do Quadro 6, para nossas propostas de registros basicos em lingua natural para os

elipsoides na posicdo padrdo. Nesse quadro e nos seguintes a parte em italico séo

® Um elipsoide que tem os trés eixos com medidas diferentes néo ¢ de revolugéo.
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acréscimos nossos nos termos classicos da literatura. Além disso, as colunas 2 e 3 desses
quadros sdo as correspondentes designactes que tomamos e que entendemos que devem
ser destacadas explicitamente no ensino ao usarmos nossos registros em lingua natural,
pois, trata-se de aprendizagens ndo naturais e sim do tipo semidticas que o ensino nao
deve negligenciar. Considere ainda o sistema cartesiano afSy e note que nesse sistema 0s

eixos coordenados sdo 0s eixos a, 3 e & e que qualquer deles pode ser o0 eixo x,y ou

z sempre, claro, diferentes entre si.

Quadro 6 - Propostas de registros basicos em lingua natural para os elipsoides padrdo

Registros
bésicos em
lingua natural

Variaveis visuais

Unidades significantes simbolicas

correspondentes®

Elipsoide em «

ep

- Os trés eixos (maior, menor e
médio) do elipsoide tém medidas
diferentes;

- e 0 eixo maior est4 contido no
eixo a e 0 eixo médio estd
contido no eixo S.

- Os denominadores dos trés termos quadréaticos
sdo diferentes;

- entre 0s trés termos quadraticos o maior
denominador esta sobre a variavel a2, o médio
estd sobre 5% e o menor estid sobre a outra
variavel quadratica.

alongado em «

e 0 terceiro eixo tem medida
maior que o0s outros dois;

- 0 eixo maior estd contido no
eixo a.

Comentério: por expansdo
discursiva 0s eixos menores do
elipsoide estdo contidos nos
eixos g evy.

Comentario: por expansdo
discursiva 0 €ixo menor esta
contido no terceiro eixo
coordenado.

Superficie - Os trés eixos tém medidas | - Os denominadores dos trés termos quadraticos

esférica com iguais; sdo iguais;

R =R, - medida do raio R é R,. - 0 denominador de cada termo quadratico é
numericamente igual ao quadrado da medida do
raio.

Esferoide - Dois eixos tém medidas iguais | - Entre os trés denominadores dos termos

quadraticos, dois sdo iguais e o terceiro é maior
que os outros dois;

- entre os trés termos quadraticos o maior
denominador esta sobre a variavel a?.

Esferoide
achatado em «a

- Dois eixos tém medidas iguais
e 0 terceiro eixo tem medida
menor que 0s outros dois;

- 0 eixo menor esta contido no
eixo a.

Comentario: por expansao
discursiva 0s eixos maiores do
elipsoide estdo contidos nos
eixos B evy.

- Entre os trés denominadores dos termos
quadréticos, dois sdo iguais e o terceiro é menor
que 0s outros dois;

- entre os trés termos quadraticos o menor
denominador esta sobre a varidvel a?.

Fonte: Os autores

10 Em todo este artigo estamos considerando que as equacdes estdo expressas numa forma tal que: num dos
membros da equacdo haja apenas termos quadraticos; os numeradores dos coeficientes numéricos desses
termos tém modulo igual a 1; no outro membro haja apenas um termo linear com coeficiente igual a 1 ou
apenas um termo numérico igual a 1 ou 0.
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No guadro anterior vemos que nas variaveis visuais tomadas as unidades significantes
simbdlicas correspondentes sdo provenientes da identificacdo dos denominadores dos
termos quadraticos da equacdo e de relaces ou operagbes envolvendo esses
denominadores (relacdo de ordem; posicdo em relacdo as variaveis; raiz quadrada, ....).
Nos paragrafos seguintes detalharemos essas variaveis e as correspondentes unidades.
Primeiro, nossas propostas de registros basicos em lingua natural tomou a comparagao
entre o tamanho dos eixos do elipsoide como variavel visual e, com isso, ela assume trés
valores: 0s trés eixos tém medidas diferentes (elipsoide em a e 8); dois eixos tém medidas
iguais e o terceiro tem medida diferente (esferoide); as medidas dos eixos sdo iguais
(superficie esférica) e as chamaremos de diametro. Em ordem, esses valores se
correspondem algebricamente com as seguintes relagdes entre os denominadores dos
termos quadraticos da equacdo: os trés denominadores sdo diferentes; dois séo iguais e
um é diferente; os trés sao iguais.

Em cada um dos casos descritos no paragrafo anterior ainda tomamos variaveis visuais
especificas.

Para as elipsoides em a e B a posicdo dos eixos maior, médio e menor no sistema
cartesiano também configura uma variavel visual que possui seis valores visuais.
Podemos entender esse numero pelo Principio Fundamental da Contagem (PFC).
Conforme sabemos, no sistema cartesiano xyz o eixo maior pode estar em trés posicdes
(contido no eixo x, y ou z). Escolhido uma dessas possibilidades, o eixo médio tem duas
possibilidades e, consequentemente, o eixo menor tem apenas a possibilidade restante.
Logo, pelo PFC, séo 3.2.1 = 6 possibilidades. Note que ao dizermos elipsoide em a e 8
estamos considerando, em ordem, que 0 eixo maior e médio estdo contidos
respectivamente nos eixos a e . Algebricamente para analisarmos esses seis valores
devemos identificar, em relacdo aos termos quadraticos, qual tem maior, médio e menor
denominador.

Para os esferoides a comparacdo entre o tamanho do eixo com medida diferente em
relacdo ao outros dois com medidas iguais também configura uma variavel visual. Com
isso, temos o0s dois seguintes valores visuais: alongado; achatado. Algebricamente basta
identificarmos em relagdo aos termos quadraticos se o denominador diferente € maior
(alongado) ou menor (achatado) que os dois iguais. Ainda para os esferoides a posi¢ao do
eixo alongado (ou achatado) em relagdo aos eixos coordenados também configura uma
variavel visual que possui 0s seguintes valores visuais: alongada (ou achatado) no eixo

x,y ou z. Nesse caso, algebricamente devemos identificar em relagdo aos termos
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quadraticos qual possui maior (menor para os achatados) denominador. Temos, portanto,
seis tipos de esferoides (3 alongados e 3 achatados).

Quando o tamanho dos eixos é igual (superficie esférica com R = R,)) consideramos que
tamanho do raio R =R, como uma variavel visual que possui infinitos valores.
Algebricamente a identificagdo da raiz quadrada de um dos denominadores dos termos

quadraticos permite determinar tais valores visuais.*

Como exemplo??, considere a equagéo §+ y; +§ = 1. Qual dos tipos de elipsoide &?
Inicialmente observe que os denominadores dos trés termos quadraticos sdo 4, 4 e 9.
Comparando seus valores é facil ver que dois deles sdo iguais (4 = 4) e o terceiro (9) é
maior que os outros dois. Logo, trata-se de um esferoide alongado. Como o maior
denominador esta sobre a variavel y? concluimos que é um esferoide alongado em y. Em
termos graficos, os eixos menores do elipsoide estdo sobre 0s eixos x e z e 0 eixo maior

estd sobre o eixo y. As medidas dos semieixos menores € do semieixo maior sdo

respectivamente iguais a v4 = 2 e v/9 = 3 unidades de comprimento. Assim, podemos
ter um esboco do registro cartesiano e, claro fazer conversdes e expansdes discursivas
envolvendo os registros em lingua natural.

Conforme mostra 0 quadro anterior, nos apropriamos de alguns termos dos autores
pesquisados. Em nosso caso, fizemos articulacdes explicitas entre os registros em lingua
natural com as unidades simbdlicas e as varidveis visuais tomadas e chegamos a treze
possibilidades. Pensamos que essa articulacdo ndo é natural e, portanto, elas devem ser
trabalhadas. Porém, por vezes constatamos que os livros analisados excluem, sobretudo

algebricamente, tais articulacoes.

Registros em lingua natural dos hiperboloides, cones quadricos elipticos e
paraboloides elipticos

Analisando os Quadro 2, 3, 4 e 5, para os casos dos hiperboloides, dos cones e dos
paraboloides que sdo do tipo de revolugdo, vemos que é bastante recorrente o uso do
adjetivo revolugéo ou rotagdo seguido dos termos em torno do eixo a. Da mesma forma
que discutimos para os elipsoides, no sentido de destacar variaveis relacionadas a

superficies de revolugdo pensamos que os citados termos sdo interessantes.

1 Caso a equagcdo da superficie esférica esteja na forma x2 + y2 + z2 = R?, entdo devemos identificar a
raiz quadrada do termo independente dessa equacao.
12 Na Tese do primeiro autor deste artigo havera outras aplicagdes.
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Sem fazer uma designacdo clara, e talvez recorrendo apenas a aspectos intuitivos ou
apenas como um codigo, Winterle (2000) e Lehmann (2007) usam termos semelhantes a
hiperboloide de uma/duas folhas/cones quadricos elipticos/paraboloide eliptico ao longo
do eixo a. Porém, o que significa isso? Especificamente no estudo das superficies de
revolucdo que tem um dos eixos coordenados como eixo de revolucdo, Lehmann (2007)
propBe termos correlacionando-os as intersecdes. De maneira mais especifica, segundo
esse autor,

Se eixo coordenado € o eixo de revolugdo, [...] entdo as se¢Bes da superficie

por planos perpendiculares ao eixo sdo todas circunferéncias cujos centros se

encontram sobre o referido eixo. Diz-se entdo que a superficie se encontra ao
longo deste eixo. (p. 365, grifo do autor)

Como vemos, os termos criados por Lehmann (2017) para as superficies de revolucao
ndo sdo apenas codigos e ndo se limitam aos aspectos intuitivos. Ao invés disso, o autor
refere-se aos objetos de forma bem delimitada e formal. Entretanto, conforme j& dito,
Lehmann (2007) usa esses termos para superficies que ndo sao de revolucao sem designar
o sentido de tal uso.

No caso dos hiperboloides de uma folha, o registro “hiperboloide eliptico de uma folha”,
de Leithold (1994, p. 889, grifo nosso), destaca uma elipse. Porém, como nessa superficie
ha infinitas intersecdes por planos que definem elipses, surge a seguinte questdo: qual
plano determina essa elipse? Mesmo com esses problemas, fazendo algumas delimitac6es
pensamos que a ideia de destacar uma ou até infinitas elipses obtidas por intersecbes pode
ser um recurso interessante para diferenciar os tipos de hiperboloides, os tipos de cones
quédricos e os tipos de paraboloides elipticos no que tange a sua posi¢cdo no sistema
cartesiano.

Para os cones quadricos elipticos e paraboloides elipticos, conformem consta no Quadro
4, Anton (2002) faz uso dos termos que se abre.'®* Porém, o que significa isso? Eles
recorrem apenas aos aspectos intuitivos? Sem uma delimitacdo formal esses termos
podem apresentar problemas com relagdo a Fungdo Referencial e, ainda, limitam-se a
propor codificacbes. Mesmo assim, mediante algumas delimitagdes vislumbramos
potencial nesses termos. Retomaremos o0s citados potenciais mais adiante.

Antes, recordamos que para o caso dos hiperboloides, cones quéadricos elipticos e

paraboloides elipticos padrdo as intersecdes com planos paralelos (coincidentes ou

13 Na Tese do primeiro autor deste artigo havera uma discusséo a respeito do uso dos termos que se abre
para as conicas.
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distintos) a um dos planos coordenados, que consideramos como variaveis visuais,
determinam infinitas elipses ou conicas degeneradas (valores visuais). Genericamente,
chamaremos de eixo « 0 eixo coordenado perpendicular a esses planos. Visualmente, para
essas superficies é significativo que os eixos maior e menor (ou didmetro) dessas elipses
aumentam de tamanho a medida que elas se afastam da origem seguindo na direcdo do
eixo a. Para os paraboloides elipticos padrdo essas elipses sdo determinadas apenas no
sentido positivo do eixo a (indicaremos por «..) ou apenas no sentido negativo do eixo a
(indicaremos por a_). O referido aumento da a nocao de que as elipses estdo abrindo e,
por isso, a elas usaremos os termos “elipses abrindo”. Além disso, convencionaremos que
ao dizermos “elipse perpendicular ao eixo a” queremos dizer que o plano que contém
essa elipse é perpendicular a esse eixo.

A partir da posicdo das elipses abrindo em relagdo aos eixos coordenados podemos
reconhecer as diferentes posi¢des padréo e, ainda, propor registros linguisticos conforme
mostra quadro seguinte. Nele, perceba que estendemos o uso do termo abrindo, recorrente
nas conicas, para diferentes os tipos de quadricas. Note ainda que deixamos explicitas as
articulacdes entre os registros em lingua natural com as unidades simbolicas e as variaveis
visuais tomadas.

Quadro 7 - Propostas de registros basicos em lingua natural para os hiperboloides, cones e paraboloides
elipticos padrdo

Registros béasicos em lingua Variavel visual Unidade simbolica correspondente
natural

Hiperboloide de uma folha/duas | “Elipses abrindo | A variavel quadratica o? tem

folhas/cone quédrico eliptico perpendiculares” ao eixo | coeficiente com sinal diferente das

abrindo em a. coordenado a. outras duas varidveis quadraticas.

Paraboloide eliptico abrindo em | Elipses abrindo | A varidvel linear é «; as variaveis

a,. perpendiculares ao | quadraticas tém coeficientes com
semieixo a, . sinal positivo.

Paraboloide eliptico abrindo em | Elipses abrindo | A variavel linear é a_; as variaveis

a_. perpendiculares ao | quadréticas tém coeficientes com
semieixo a_. sinal negativo.

Fonte: Os autores

Na analise de nossas propostas inicialmente retomamos que um hiperboloide de uma
folha/duas folhas/cones quéadricos elipticos padrdo pode estar em trés posicoes diferentes

no sistema cartesiano (abrindo em z, em y ou em x) e que conforme € essa posi¢ao ha

14 Podem-se obter elipses nas intersecdes dessas quadricas com planos ndo perpendiculares a um dos eixos
coordenados. Porém, quando essas superficies estiverem nas posi¢des padrdo ou transladadas usaremos os
termos “elipses abrindo” apenas para as elipses determinadas nas interse¢cfes com planos que sdo
perpendiculares a um dos eixos coordenados. Ja para as posi¢des rotacionadas usaremaos 0s termos “elipses
abrindo” apenas para as que sdo determinadas nas interse¢c6es com planos perpendiculares a um dos eixos
de simetria dessas quadricas.
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uma equacdo correspondente. Dai perceba que em nossas propostas essa relacdo
biunivoca é mantida isso por que para cada uma dessas posi¢fes (ou equagdes) hd um
correspondente registro basico em lingua natural. Para entender tal questdo, basta
constatar que no sistema cartesiano xyz as elipses abrindo podem ser perpendiculares ao
eiX0 x, OU a0 eixX0 y ou ao eixo z. Nesses casos, a unidade simbdlica correspondente que
permite tal identificacdo é o termo quadratico com sinal diferente. Essa, por sua vez,
recorre a outras duas unidades significantes: que sinal é esse (positivo ou negativo)? Que
variavel quadratica é essa? Assim, nas posi¢des padrdo, nossas propostas contemplam os
3 tipos de hiperboloides de uma folha, os 3 tipos de hiperboloides de duas folhas e os 3
tipos de cones quadricos elipticos.

Para os paraboloides elipticos as elipses abrindo podem estar em 6 posicdes. No sistema
cartesiano xyz tratam-se das elipses abrindo perpendiculares ao semieixo x., ou x_, ou
Y+, 0Uy_, 0u z, ou z_. As unidades simbdlicas correspondentes sdo a variavel linear e o
sinal dos coeficientes dos termos quadraticos. Quando esse sinal for positivo as elipses
sdo perpendiculares ao semieixo o, e quando eles forem negativos elas séo
perpendiculares ao semieixo a_. Assim, nas posi¢cOes padrdo, nossas propostas
contemplam os 3 tipos de paraboloides elipticos abrindo em a, e os 3 tipos de
paraboloides elipticos abrindo em a_. Além disso, andlogo ao que dissemos no paragrafo
anterior a relagdo um para um é mantida (uma posicéo padrdo — uma equagao - um registro
basico em lingua natural).

As designacdes presentes em nossas propostas de registros em lingua natural permitem
expansdes discursivas e conversdes (em duplo sentido). Para isso, claro, é necessario
termos certos conteudos principalmente no que diz respeito a interse¢fes com planos.
x? z

a

2 2
Como exemplo de aplicagdo, considere a quadrica de equacdo = + %—c—z = 1. Nela,

2
entre outras, podemaos elaborar perguntas como as seguintes: que quadrica é essa (1)? Que
eixo coordenado as elipses abrindo sdo perpendiculares (2)? Qual seu registro basico em
lingua natural dessa quadrica? Para discutir essas perguntas, inicialmente cabe
identificarmos na equagdo as seguintes unidades significantes simbolicas: um dos
membros da equacdo tem trés termos quadraticos sendo dois com coeficientes positivos
e um negativo; no outro membro temos apenas o numero 1. Diante dessas unidades, temos
um hiperboloide de uma folha padréo e assim respondemos a questdo (1). Além disso,
como z2 é a variavel quadratica que tem coeficiente com sinal diferente das outras duas

variaveis quadraticas, entdo graficamente temos que as “elipses abrindo” dessa superficie
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sdo perpendiculares ao eixo z e, consequentemente, também sabemos que
linguisticamente se trata de um hiperboloide de uma folha abrindo em z. Dessa forma,
sem contar que identificamos a posic¢éo da quadrica no sistema cartesiano, respondemos
questdes (2) e (3). Outras possibilidades de questionamentos sdo os seguintes: qual a
equacdo dos planos que determinam as elipses abrindo? Prove algebricamente que a
intersecdo desses planos com a quédrica determinam elipses. Conforme ja dissemos, as
elipses abrindo sao perpendiculares ao eixo z (ou paralelas ao plano xy), logo, os planos
que as determinam também o0s sdo e, com isso, tratam-se dos planos de equacéo z =
k; k € R. Para realizarmos a solicitada prova primeiro substituimos a equacdo do plano
na equacdo da quadrica e depois realizamos simplificacdes. Com isso, ficamos com a
2 y2

equagao — (;+k2) + - <C2+k2> = 1 que de fato se refere a elipses, pois ha as seguintes
a )

c2

unidades significantes simbolicas nessa equacdo: um dos membros da equacdo tem dois
termos quadréaticos com coeficientes positivos; no outro membro temos apenas 0 nUmero
1.

Registros em lingua natural dos paraboloides hiperbdlicos

Para os paraboloides hiperbdlicos os registros que encontramos nos livros sdo mais
problematicos no que diz respeito a Funcao Referencial.

Ao tratar as quadricas Anton (2002, p. 239) propde o “exercicio 5” em que o objetivo ¢
trabalhar a transformacdo do registro simbdlico para o registro em lingua natural. Parte
do enunciado dessa questdo diz o seguinte: “[...] identifique a superficie quadrica e dé
uma descricao verbal de sua orientacdo [...]”. Como exemplo ainda na parte do enunciado,
sem dizer qual é o correspondente registro simbdlico, esse autor usa o seguinte registro

em lingua natural: “[...] paraboloide hiperbdlico assentado no eixo y [...]”. Para o registro
simbolico y =i—z—2—z, Anton (2002, p. 574), sem expor explicacbes, d& como
correspondente, na secdo das respostas, 0 seguinte registro em lingua natural:
“paraboloide hiperbolico montado nos eixos x e z”. Nesses casos, 0s usos das descrigdes
verbais sdo feitos de forma codificada e sem apresentar designacdes explicitas e
delimitadas. Diante desses limites, para entendermos a associagdo entre as formulas e
esses termos em lingua natural nos resta fazermos algumas suposigdes.

Uma suposicdo é que Anton (2002) recorreu a possivel associacdo entre o objeto

matematico sela (paraboloide hiperbdlico) com o objeto real sela de cavalo. Dai, suponha
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ainda que Anton (2002) considerou implicitamente as seguintes designacdes a respeito de
“assentar”: no objeto real assentar se refere, de alguma maneira, ao assento da sela do
cavalo; no objeto ideal assentar se refere a obter uma parabola na interse¢do da quédrica
com algum plano. Dessa forma, certamente fizeram-se associac¢fes entre parabola (objeto
ideal) e o0 assento da sela de um cavalo (objeto real). Admitindo essas suposicGes, em
“[...] paraboloide hiperbdlico assentado no eixo y [...]”, proposto por Anton (2002, p.
239), supostamente estd implicito que se trata de uma sela tal que se obtém uma parébola
abrindo em y na intersecdo dessa quadrica com um plano. Porém, temos 0s seguintes
problemas com essas descri¢cOes e suposi¢les: essa parabola estd abrindo no sentido
positivo ou negativo? Que plano foi usado nessa intersecdo? Sem essas duas delimitacdes

e baseando-se apenas nas suposicdes que agora fizemos, com a descricdo verbal desse

2

2
autor nao sabemos se ele se refere a sela de equacgdo y = % - i—z ou a de equagdo y =

x% oz . , . . ~
— = + = pois ambas possuem parabolas abrindo em y na intersegdo com um dos planos
a c

coordenados. Temos, portanto, problemas de referéncia.

Ainda recorrendo a comparagdo com o objeto real sela de cavalo, supomos que “montado
Nos eixos x e z” implica obter uma parabola na intersegdo com o plano xz. Nesse caso,
ha 4 selas (de equagdes z =Z—z—i—z, z= —Z—E+Z—z, X =Z—z—i—j ex= —i—z+i—z)que
satisfazem o que procuramos. Novamente, ha problemas de referéncia.

Outra suposigdo ¢ que “paraboloide hiperbdlico montado nos eixos x € z” queira dizer
que a intersecdo da quadrica com o plano xz determina conicas degeneradas (duas retas

concorrentes). Assim, o problema da referéncia ndo unitéria se repete, pois, ha dois tipos

2 2 2

de selas que tem esta caracteristica (y = z_z — i—z ey=-2+45)
Os termos de Winterle (2000) e Lehmann (2007) também possuem problemas
semelhantes.

Destacamos que em nossa compreensdo epistemologica 0s objetos matematicos, como
um paraboloide hiperbolico, séo objetos ideais e a sela de um cavalo € um objeto real.
Com isso, este pode ser apenas uma representacdo daquele. Stewart (2010, p. 768, grifo
nosso) se refere a essa relacdo da seguinte maneira “[...] o formato da superficie [do
paraboloide hiperbdlico] perto da origem se assemelha a uma sela.” De maneira parecida,
Lehmann (2007, p. 383, grifo nosso) escreve que “a superficie [do paraboloide] tem a

forma de sela [...]”.
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Retornando as andlises dos termos pesquisados, mesmo com o0s problemas citados, com
algumas delimitagdes, nos apropriaremos da ideia de “assentar” aqui discutida. Para
tanto, recordamos que as interse¢oes dos paraboloides hiperbélicos padrdo com os planos
coordenados determinam o0s seguintes objetos: um par de retas concorrentes; duas
parabolas abrindo no mesmo eixo coordenado, mas, em sentidos opostos. Chamaremos o
eiXo que essas parabolas estdo abrindo de eixo a e, dessa forma, uma dessas parébolas
estd abrindo sentido positivo de a (semieixo a,) e a outra no sentido negativo de «
(semieixo a_). Assim, adotamos as seguintes convencoes:

- Parébola assento'® ou simplesmente assento € a que esta abrindo o ;

- Parabola estribo ou simplesmente estribo é a que esta abrindo a_.*

Diante dessas convenc@es, no sistema cartesiano afy, que ja definimos no comentario

2
anterior ao Quadro 6, considere o paraboloide hiperbdlico padréo de equagdo a = y—z -
a

2
L Assim, propomos o “registro basico em lingua natural” do quadro a seguir. Mais uma

vez note que deixamos explicitas as articulacfes entre os registros em lingua natural com
as unidades simbdlicas e as variaveis visuais tomadas. Conforme ja dissemos, tal

delimitacdo e fundamental para a aprendizagem na perspectiva da TRRS.

Quadro 8 - Proposta de registro basico em lingua natural para os paraboloides hiperbolicos padrdo

Registros basicos Variaveis visuais Unidades significantes
em lingua natural simbdlicas
correspondentes

Sela com assento | - A parabola assento estéa abrindo em o ; - O termo linear é «;

abrindo em a, e
contido em 8 = 0.

- a parabola assento esta contida no plano de
equacdo B = 0.

Comentéario: Em decorréncia da definicdo de
parabola assento e estribo, temos as seguintes
consequéncias imediatas determinadas por
expansdes discursivas:

- A parabola estribo esta abrindo em o_;

- 0 termo quadratico com
coeficiente negativo é do
tipo (—B%).

Comentario: por expansbes
discursivas:

- O termo quadratico com
coeficiente positivo é do

— a parabola estribo estd contida no plano | tipo y2.
coordenado que é perpendicular ao plano de
equacdo B = 0 (trata-se do plano coordenado de

equacdoy =0).

Fonte: Os autores

15 Em concordancia com a concepcéo epistemoldgica que dissemos anteriormente, estamos concebendo
que a parabolas assento e a parabola estribo sdo objetos ideais enquanto que 0 assento e os estribos (parte
da sela do cavalo em que se colocam 0s pés) sdo objetos reais. Estes objetos reais sdo apenas representacdes
daqueles objetos ideais.

16 Pode-se obter parabolas nas intersecdes dos paraboloides hiperbdlicos com planos que ndo sdo os
coordenados. Porém, quando essas superficies estiverem nas posi¢cBes padrdo usaremos 0S termos
“parabolas assento e estribo” apenas para as paradbolas determinadas nas interse¢cfes com os planos
coordenados. Para as posi¢Oes transladadas e rotacionadas diremos “parabolas assento e estribo” apenas
para as que sdo determinadas nas intersecGes com os planos de simetria desses paraboloides.
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No Quadro 8 para definirmos a pardbola assento precisamos articular as seguintes
variaveis visuais dessa conica: em que semieixo positivo ele esta abrindo (1)? Qual plano
coordenado contém o assento (2)? No caso das selas padrdo que estdo no sistema
cartesiano xyz, para a variavel (1) tem os seguintes valores visuais: semieixo x,;
semieixo y,; semieixo z,. J& para a variavel (2) tem os seguintes valores visuais: plano
xy de equacdo z = 0; ou plano xz de equacdo y = 0; ou plano yz de equacdo x = 0.
Articulando os valores de (1) e (2), temos as seguintes 6 possibilidades para a posi¢éo da
parabola assento: abrindo em x.,. e contida em z = 0; abrindo em x . e contidaem y = 0;
abrindo em y, e contida em z = 0; abrindo em y, e contida em x = 0; abrindoem z, e
contida em x = 0; abrindo em z, e contida em y =0. As unidades simbolicas
correspondentes a essas duas variaveis sdo, respectivamente, as seguintes: qual variavel
é linear? Qual termo quadratico tem coeficiente negativo? Com isso, cada uma dessas
possibilidades se refere a uma das 6 quédricas padrao.

A seguir, tomaremos um exemplo de aplicacdo para um desses 6 casos. Porém, antes
lembramos que pela designacédo que demos a pardbola assento deve estar abrindo em um
semieixo positivo e € determinada pela intersecdo da sela padrdo com um dos planos
coordenados. J& a parabola estribo deve estar abrindo no mesmo semieixo da parabola
assento, mas, em sentido oposto, e deve ser determinada pela intersegdo com outro plano
coordenado que contenha esse mesmo semieixo. Também sabemos que a intersecdo da
sela com o terceiro plano coordenado é um par de retas concorrentes.

Dito isso, considere a quadrica de equacdo z = 2—2 — z—z. Nela, entre outras, podemos
elaborar perguntas como as seguintes: que quéadrica é essa (1)? Em que eixo coordenado
as parabolas assento e estribo estdo abrindo (2)? Quais as equacgdes dos planos que contém
essas parabolas (3)? Qual o registro basico em lingua natural dessa quadrica (4)? Para
discutir essas perguntas, inicialmente cabe identificarmos na equagdo as seguintes
unidades significantes simbdlicas: um dos membros da equacdo tem dois termos
quadraticos com sinais opostos; no outro membro temos uma variavel linear com
coeficiente 1. Diante dessas unidades, temos uma sela padrdo e assim respondemos a
questdo (1). Para responder (2), note que a variavel linear € z, logo, a parabola assento
estd abrindo em z, e a pardbola estribo esta abrindo em z_. Para responder (3), note que
o termo quadratico com coeficiente negativo (positivo) é tipo —y? (x?), logo, o plano de

equacdo y = 0 (x = 0) contém a parabola assento (estribo). Com isso, trata-se de uma
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sela com assento abrindo em z, e contida em y = 0 (4). Outro caminho para resolver
essas questdes € proceder da seguinte maneira: determinar algebricamente a intersecao da
quadrica com os planos de equagdo x = 0 (plano yz), y = 0 (plano xz) e z = 0 (plano
xy); verificar em qual desses casos determinamos as parabolas assento e estribo; analisar
geometricamente os procedimentos utilizados. Note ainda que um dos frutos das questdes

que elencamos é permitir identificar a posi¢do da quadrica no sistema cartesiano.

Consideracoes finais

Os termos que Leithold (1994), Winterle (2000), Anton (2002) e Lehmann (2007) usam
para se referir as quadricas tém potencial para dizer algo dos objetos sob a forma de uma
proposicdo matematica (Funcdo Apofantica), para religar a outras proposices
matematicas de forma coerente (Expansdo Discursiva) e realizar conversdes, por isso, na
perspectiva da TRRS, pensamos que eles podem trazer contribuicfes interessantes para a
aprendizagem. Entretanto, por vezes nos deparamos com 0s seguintes problemas: a
designacdo dos objetos ndo é consistente (Funcédo Referencial) e geralmente ndo deixam
explicitas correlagdes entre os registros em lingua natural com unidades simbdlicas e
visuais; uso mais enfatico apenas dos aspectos intuitivos; recurso de codificagdes em
detrimento de conversdes. Dessa forma, 0s aspectos semioticos e cognitivos podem ser
comprometidos ou pouco explorados e, com isso, mesmo diante do citado potencial,
podem surgir problemas na identificacdo dos objetos, aléem de comprometer o0s
tratamentos, as conversdes e as expansdes discursivas que envolvam 0s registros em
lingua natural.

De qualquer forma, os termos pesquisados parecem recorrer, mesmo que nem sempre
explicitamente, a algumas variaveis visuais e a propriedades globais das figuras.

Com nossas propostas nossa intensdo é que os registros em lingua natural contenham
algumas e ndo todas as varidveis visuais do objeto. Do contrario, 0s registros seriam
tediosos e nada praticos. Para tanto, nos focamos em escolher variaveis visuais que
expdem propriedades globais da figura. Consequentemente, podem-se incluir outros
elementos em nossa proposta ou, ainda, escolher outras variaveis diferentes das que
escolhemos o que, inclusive, pode sugerir outros termos. Pensamos que estas escolhas
dependerdo dos interesses dos professores e dos alunos. Portanto, ndo pretendemos que

nossos termos sejam absolutos e, assim, queremos apenas contribuir para o debate.
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Como contribuicdo nossas propostas almejam as seguintes possibilidades: (1) criar
designac6es linguisticas que ndo apresentem problemas de referéncia aos objetos e que
possuam articulagdes explicitas entre os registros em lingua natural com as unidades
simbolicas e as variaveis visuais tomadas; (2) explorar linguisticamente todas as
diferentes posi¢cdes de uma quéadrica no sistema cartesiano; (3) a partir dos registros em
lingua natural, explorar de maneira imediata a0 menos uma propriedade global da figura
e por Expansdes Discursivas explorar outras propriedades; (4) realizar conversoes entre
0s registros em lingua natural, cartesiano e simbélico. Assim, pode-se dar mais destaque
aos aspectos semioticos e cognitivos presentes nos registros em lingua natural sem, com
isso, fazer com que um termo linguistico tenha apenas a funcdo de codificacdo. Com
alguns ajustes, que alias sdo motivo de preocupacdo de uma Tese em desenvolvimento,
também podemaos estender tais propostas para as quadricas transladadas e rotacionadas.
Destacamos ainda que tendo como base o conhecimento de que eixo (ou semieixo)
coordenado que as “elipses abrindo sdo perpendiculares” podemos diferenciar e
reconhecer a posicao da correspondente quadrica no sistema cartesiano. De forma anéloga
ocorre com a parabola assento nos paraboloides hiperbolicos.

Lembramos ainda que para a TRRS a aprendizagem integrativa ndo se limita a apenas o
estudo dos registros em lingua natural e, por isso, a apropriacdo apenas desses termos nao
é o suficiente para esse tipo de aprendizagem. Além disso, 0 entendimento desses termos

necessita que se tenham nocGes basicas a respeito das quadricas.
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