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Resumo

Este estudo tem por objetivo caracterizar os saberes relativos ao conteddo de
Combinatoria no livro didatico de matematica do Ensino Médio sob a otica das
praxeologias mateméticas. O marco tedrico adotado é a Teoria Antropoldgica do
Didatico, desenvolvida por Chevallard e colaboradores. Trata-se de uma pesquisa de
cunho qualitativo do tipo documental. A implementacdo da metodologia possibilitou
identificar, de forma explicita, os tipos de tarefas e as técnicas que permitem cumpri-las
e tecnologias que justificam essas técnicas. De forma geral, o livro didatico apresenta
subsidios suficientes para que o aluno possa compreender a distin¢do dos problemas de
contagem da Combinatdria, embora se reconheca que outras técnicas podem ser
utilizadas na realizacéo dos tipos de tarefas propostos.
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Abstract

This study aims to characterize the knowledge about the content of Combinatorics in the
didactic textbook of mathematics in High School from the point of view of mathematical
praxeologies. The theoretical framework adopted is the Anthropological Theory of
Didactics, developed by Chevallard et al. It is a qualitative research of the documentary
type. The implementation of the methodology made it possible to identify, explicitly, the
types of tasks and the techniques that allow them to be fulfilled and the technologies that
justify these techniques. In general, the textbook presents sufficient subsidies so that the
student can understand the distinction of the counting problems of the Combinatorial,
although it is recognized that other techniques can be used in the accomplishment of the
types of tasks proposed.
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Introducéao

Os problemas em Educacdo Matematica sdo diversos e de diferentes naturezas. No campo
da Combinatdria, por exemplo, esses problemas parecem ser ainda mais emblematicos.
Estudos como os de Ferreira, Rufino e Silva (2016) e Esteves (2001) tém reforgado a
ideia da dificuldade de alunos, de diferentes niveis, na compreensao dos problemas e na
aquisicdo dos conceitos concernentes a esse campo matematico.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (BRASIL, 1997) indicam a importancia do
aprendizado de Combinatdria desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Essa ideia
também tem sido reforcada pela Base Nacional Comum Curricular do Ensino
Fundamental (BRASIL, 2017). Apesar dessas orientacdes, € possivel observar que este
conhecimento vem sendo sistematizado na sala de aula no ultimo ano do Ensino
Fundamental e de maneira mais aprofundada no Ensino Médio.

Nessa perspectiva, Borba (2010), em suas pesquisas, argumenta que desde o inicio do
processo de escolarizacdo deve-se trabalhar com variadas situa¢Ges combinatdrias e que
a resolucdo de problemas de Combinatéria possibilita ricos desenvolvimentos
conceituais, ndo apenas especificos a Matematica, mas, também, de outras areas do
conhecimento.

As investigacdes que se tem desenvolvido no ambito do ensino e da aprendizagem das
nocBes de Combinatoria tém experimentado durante os uUltimos anos no Brasil uma
evolucdo significativa. Um levantamento bibliografico realizado por Silva e Pessoa
(2015b) em artigos cientificos publicados em anais de eventos cientificos nacionais e
internacionais realizados em territério nacional, na &rea da educacdo matematica, no
periodo de 2009 a 2013, comprova a evolucdo ndo apenas quantitativa, mas também
qualitativa desses trabalhos que abordam o campo da Combinatdria, se comparado a um
estudo de mesmo impacto realizado por Borba, Rocha, Martins e Lima (2009) no qual o
recorte temporal se deu do ano 2000 a 2008.

No contexto das investigagdes sobre livros didaticos, tem-se observado que esse tipo de
estudo tem figurado como uma importante tematica em pesquisas na area da educacéo
matematica, especialmente ligadas a Combinatoria como, por exemplo, os trabalhos de
Silva e Pessoa (2015a), Fonseca et al. (2014), Oliveira e Coutinho (2013), Gomes e
Gitirana (2011) e Barreto e Borba (2010), que estudaram esse objeto matematico, presente

nos livros didaticos, sob diferentes enfoques.
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O fato das pesquisas que se respaldam na analise de livros didaticos ocuparem posi¢édo de
destaque, no contexto da educacdo matematica, ndo se da forma desconexa. Esse recurso
didatico € parte integrante da cultura escolar e um dos recursos mais utilizados nao apenas
no processo de ensino e aprendizagem, em todos os niveis de ensino, mas também para
determinar conteudos e até mesmo estabelecer estratégias de ensino (SILVA e PESSOA,
2015a; FONSECA et al., 2014).

Considerando a importancia do livro didatico como recurso integrante do processo de
ensino e aprendizagem no ambito das escolas brasileiras e, ndo raro, sendo o0 (inico recurso
disponivel e/ou utilizado nessas escolas, faz-se necessario investigar como a
Combinatoria esta estruturada e organizada nesses livros destinados as classes de
matematica. Apesar dos esforgos concentrados em abordar essa temética, como ja
apontado anteriormente em diversos estudos, entendemos ainda ser necessario haver um
maior investimento a fim de que outros enfoques sejam trazidos a luz e, assim, agregar
importantes contribuicdes e reflexdes nessa area.

Assim, esta investigacdo procura responder, de forma mais geral, a seguinte pergunta:
Como os saberes relativos ao conteudo de Combinatdria estdo apresentados no livro
didatico de Matematica do Ensino Médio?

Para estudar as condicdes e as caracteristicas do conteddo de Combinatoria, presentes no
livro didatico de Matematica, sentimos a necessidade de recorrer a um modelo teorico.
Entre as manifestacfes que emergem das tendéncias em Didatica da Matematica, surge a
Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), originalmente desenvolvida por Chevallard
(1999), cujo objetivo primeiro de investigacdo € a analise da atividade matematica escolar
com suas relacdes humanas e enquadradas em certas instituicdes sociais. Este referencial
tedrico tem provado ser uma poderosa ferramenta para analise, por exemplo, de praticas
docentes e de livros didaticos (ALMOULOUD, 2015).

A escolha da TAD como aporte tedrico da investigacdo em tela foi motivada pelo fato de
que essa teoria permite descrever e analisar os saberes matematicos propostos para
realizacdo deste estudo. Servimo-nos também dessa teoria como referencial
metodoldgico, pois ela aponta um percurso metodolégico, possibilitando modelizar os
saberes e as atividades matematicas que estdo dispostos no livro didatico, favorecendo a
organizacdo dos dados analisados.

O principio fundamental da TAD consiste no fato de que toda atividade humana
regularmente feita pode descrever-se como um modelo unico, denominado praxeologia
(CHEVALLARD, 1999). As noc¢Oes de tipo de tarefa, técnica, tecnologia e teoria,
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mobilizadas para certo tipo de tarefa, constituem uma organizacdo praxeoldgica ou
organizacdo matematica, tornando-se ferramenta fundamental para modelizar qualquer
atividade matemaética. Essas nogdes serdo aprofundadas, posteriormente, no marco
tedrico deste estudo.

Dessa maneira, 0 presente estudo propde como objetivo principal caracterizar os saberes
relativos ao conteudo de Combinatdria no livro didatico de matematica do Ensino Médio;
de maneira especial, centra-se na andlise sobre as atividades matematicas em torno do
estudo de Combinatdria sob a otica das praxeologias.

De modo mais especifico, esse estudo pretende descrever e analisar as organizacGes
matematicas — os tipos de tarefas, as técnicas, as tecnologias e as teorias, bem como
procura classificar essas organiza¢des matematicas a partir do grau de complexidade de
seus elementos.

Para alcancar 0s objetivos apontados acima, o referido trabalho, na sua
fundamentacdo teorica, investira inicialmente em apresentar e discutir a Teoria
Antropoldgica do Didatico (CHEVALLARD, 1999) em seus aspectos gerais, dando
enfoque a nocdo de praxeologia, objeto de anélise do presente estudo. Detalhamos na
segunda parte do referencial tedrico as ideias que dao sustentacdo aos problemas de
contagem dos tipos Arranjo, Permutacdo e Combinacéo, tipos de problemas mais tratados
no ambito do Ensino Médio, etapa de escolarizacdo a qual pretendemos atingir. Na
sequéncia, serd demarcado o percurso metodoldgico: inicialmente investiremos em
caracterizar e justificar a op¢do metodoldgica deste estudo para, em seguida,
contemplarmos as etapas da pesquisa e os critérios de analise. Por fim, nos dedicaremos

a apreciacdo, andlise e discussao dos resultados.
Teoria Antropoldgica do Didético

A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) foi inicialmente idealizada pelo investigador
francés Yves Chevallard no final da década de 1980 com as primeiras teoriza¢6es sobre
Transposi¢do Didatica (TD). A priori, 0 conceito de TD era entendido como corpo
teorico, passando, mais tarde, a ser incorporada no marco tedrico da TAD.

A TAD esta inscrita dentro do programa de investigagdo denominado ‘“programa
epistemologico” que tem sua origem nos trabalhos de Guy Brousseau (BOSCH, 2000). A

caracteristica principal do programa epistemoldgico consiste em considerar que o objeto
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primeiro de investigacdo da didatica é a atividade matematica tal como se realiza em
distintas instituicdes da sociedade.

Sobre a TAD, Chevallard (1992) coloca que ela deve ser encarada como um
desenvolvimento e uma articulacdo das nogdes cuja elaboracdo visa permitir de maneira
unificada um grande nimero de fenémenos didaticos, que surgem no final de maltiplas
analises. Dessa forma, a TAD situa a atividade matematica e, por conseguinte, o estudo
da matematica, dentro do conjunto das atividades humanas e de institui¢c@es sociais. Essa
afirmacdo pode muito bem justificar a razéo pela qual o autor se utilizou do termo
“antropologico”. O esquema a seguir sintetiza o enfoque da TAD e os motivos pelos quais

recebe esse nome.

Figura 1: Esquema sintetizador do enfoque da TAD

TEORI;AANTROPOLOGIC/{ DO PIDATICO .

~ \

Trata de Atividades Humanas Se refere ao estudo

Fonte: Elaboragdo propria dos autores

O postulado basico dessa teoria consiste em considerar que toda atividade humana
regularmente realizada pode descrever-se como um modelo Unico, que se resume com a
palavra praxeologia, negando a visdo particularista do mundo social e incluindo a
atividade matematica dentro de um modelo mais amplo de atividade humana
(CHEVALLARD, 1999). Assim, uma praxeologia que descreve uma atividade
matematica ou o saber que dela emerge se chama praxeologia matematica ou

organizacdo matematica (OM). A esse respeito, Bosch assinala que:

Uma organizagdo matematica € uma entidade composta por: tipos de
problemas ou tarefas problematicas; tipos de técnicas que permitem resolver
0s tipos de problemas; tecnologias ou discurso (“logos”) que descrevem ou
explicam as técnicas; uma teoria que fundamenta e organiza os discursos
tecnoldgicos. (BOSCH, 2001, p. 16, grifo da autora).

Mais precisamente, numa organizacdo matematica é possivel distinguir dois aspectos

inseparaveis que podem ser definidos a partir dos radicais etimoldgicos da propria palavra

praxeologia:

e O nivel da pratica ou préaxis ou do saber fazer, que engloba um certo tipo de tarefas
e questdes que se estudam, assim como as técnicas para resolvé-los. Este primeiro

bloco se denomina bloco pratico-técnico;
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e O nivel do logos ou do saber, em que estdo situados os discursos racionais sobre a
pratica que descrevem, explicam e justificam as técnicas que se utilizam, e que recebe
0 nome de tecnologia. Também dentro do saber, aparece um segundo nivel de

descricdo, explicacdo e justificativa que se denomina de teoria. Este segundo bloco

se denomina bloco tecnolégico-tedrico. O mapa conceitual a seguir organiza de forma

sintética a estrutura e 0s componentes de uma praxeologia.

Figura 2: Mapa Conceitual dos componentes de uma Praxeologia

Organizacdo
Praxeologica

Saber fazer Saber

Como ' .

. Explica Justifica

realizar

\ ]\ )

I |

Bloco Bloco

Pratico-técnico Tecnologico-tedrico

Fonte: Elaboracdo prépria dos autores

A partir da nogdo de praxeologia, Bosch (2001) entende que fazer matematica consiste
em ativar uma organizacdo matematica, isto é, resolver determinados tipos de tarefas com
determinados tipos de técnicas (o “saber fazer”) de maneira inteligivel, justificada e
fundamentada (mediante o “saber”). Esse trabalho pode conduzir a construcdo de novas
organizacfes matematicas ou, simplesmente, a reproducao de organizacGes previamente
construidas. Nessa perspectiva, a autora ainda advoga que “Ensinar e aprender
matematica corresponde a atividade de reconstrucdo de organizacfes matematicas para
poder utiliza-las em novas situagdes e sob diferentes condi¢des” (BOSCH, 2000, p. 16).
A raiz da nocdo de praxeologia se encontra nas nocdes solidarias de tarefa t, e de tipos de
tarefas T. Quando uma tarefa t faz parte de um tipo de tarefas T, se escrevera t € T.
Segundo Chevallard (1999), na maioria dos casos uma tarefa se expressa geralmente por
um verbo como, por exemplo, limpar a casa, desenvolver uma expressédo literal dada,
dividir um inteiro por outro, contar a quantidade de objetos de uma colecao finita, etc.

Diante dessas consideracdes, podemos afirmar que a nogédo de tarefa, ou melhor, do tipo
de tarefa, supGe um objeto relativamente preciso. Isso implica dizer que, o verbo em si
pode caracterizar um tipo género de tarefa, mas ele apenas ndo é capaz de caracterizar um

tipo de tarefa. Por exemplo, contar representa um género de tarefa. Mas contar,
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simplesmente, ndo haveria tarefa. Mas, se dizemos contar quantos anagramas podem ser
formados com as letras da palavra ESCOLA teremos um tipo de tarefa.
Podemos dizer que se um tipo de tarefa T é considerado em certas institui¢cdes é porque
existe uma técnica T ou um numero limitado de técnicas que permitem ndo apenas
resolver essa tarefa, mas também resolver muito mais tarefas do mesmo tipo.
E muito comum que numa instituicio, a respeito de certo tipo de tarefas, se reconheca
apenas uma técnica, conhecida como técnica candnica e exclua técnicas alternativas que
podem existir em outras instituicdes. Esta exclusdo tem relacdo com a ilusdo de
“naturalidade” das técnicas institucionais. Pensando em situacdOes de ensino e
aprendizagem no ambito da matemaética, professores que desconhegcam ou néo
reconhecam a validade de técnicas alternativas na resolucdo das tarefas propostas além
daquelas postas por ele, pode acabar restringindo o arsenal cognitivo dos estudantes.
Nenhuma técnica pode sobreviver com normalidade em uma instituicdo se ndo aparece
como uma maneira de fazer ou proceder corretamente, compreensivel e justificada. Por
tanto, a existéncia de uma técnica pressupde que existe em seu entorno um discurso
interpretativo e justificativo da técnica, que é o que chamamos de tecnologia 6. A esse
respeito, Chevallard (1999, p. 4) considera que

O estilo de racionalidade posta em jogo varia, é claro, no espago institucional

e, em uma determinada instituicdo, a beira da historia desta instituicdo, de
modo que uma racionalidade institucionalmente dada podera aparecer... como

pouco racional em outra instituicéo.

Ainda sobre tecnologia 8, Chevallard (1999) afirma que em uma instituicdo I, qualquer
que seja o tipo de tarefas T, a técnica 7 relativa a T esta sempre acompanhada de ao menos
um embrido ou mais frequentemente ainda, de um vestigio de tecnologia 6 e que, em
muitos casos, alguns elementos tecnolégicos estdo integrados na técnica. Camara dos
Santos e Bessa de Menezes (2015) afirmam que quando em uma instituigéo | existe, em
principio, somente uma técnica (t) que é reverenciada, reconhecida e empregada, essa
técnica adquire um papel de ‘“autotecnoldgica”, ou seja, ndo ird necessitar de
justificativas, pois essa é a melhor maneira de se fazer nesta instituicdo I. Ja Santos e
Freitas (2017) defendem que, em dado momento ou instituicdo, uma determinada técnica
pode ser uma tecnologia e, uma tecnologia que justifica a técnica utilizada pode, em outra
etapa da aula ou em outro ano escolar, passar a ser uma técnica.

Alem de justificar a técnica e torna-la inteligivel, a tecnologia tem a fungdo de contribuir

para modificar a técnica com a finalidade de ampliar seu alcance e, 0 que é mais
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importante, tornar possivel a producdo de novas técnicas. Também fazem parte da

tecnologia associada a uma técnica as proposicdes que descrevem seu alcance, sua relagcdo

com outras técnicas, as possiveis generalizacdes e as causas de suas limitagdes.

Toda tecnologia precisa também de uma justificacdo ja que suas afirmag@es, mais ou

menos explicitas, pode se pedir uma razdo, uma explicacdo. Passa-se, entdo, a um nivel

superior de justificacdo-explicacdo-producdo, que chama teoria ®, que tem para a

tecnologia 0 mesmo papel que esta tem para a técnica, ou seja, uma tecnologia da

tecnologia. A esse respeito, Almeida (2016, p. 99) enfatiza que

ateoria assume para a instituicdo ou para a pessoa uma funcgéo, no caso, tedrica
para justificar e esclarecer. No entanto, os caminhos trilhados para tornar
efetiva essa fung@o ndo tém sido tdo “transparentes”, pois a pratica educacional
tem mostrado uma grande quantidade de abstracdo na apresentacdo da teoria

por parte dos professores e na disposicédo dela (da teoria) nos livros didaticos.

Por sua vez, Chevallard (1999) introduziu a distin¢éo de diferentes tipos de Organizacdes

Matematicas (OM), de acordo com o grau de complexidade de seus componentes:

v

Organizagdes Pontuais (OMP): Elas sdo geradas pelo que é considerado na
instituicdo como um Unico tipo de tarefa e € definido a partir do bloco técnico-pratico.
Neste primeiro tipo de organizacgdo, os tipos de tarefas e as técnicas tém um papel
claro e predominante. Além disso, raramente se encontram OMP j& que, geralmente,
uma teoria responde a varias tecnologias, cada uma das quais, a sua vez, justifica e
torna inteligivel varias técnicas correspondentes a varios tipos de tarefas. Ruiz Olarria
(2015) advoga que é dificil encontrar para as OMP um discurso tecnolégico-tedrico
que as descrevam, estruturem e justifiquem de forma mais ou menos sistematica;
Organizagdes Locais (OML): E o resultado da integracio de varias organizacoes
pontuais. Em cada OML, o discurso tecnoldgico assume o protagonismo, ja que ele
serve para justificar, explicar, relacionar entre elas e produzem as técnicas de todas as
OMP que a compdem. Neste caso, a técnica perde o status de autotecnolégica;
Organizacdes Regionais (OMR): Obtida mediante a coordenagdo, articulacdo e
posterior integracdo de varias organizagfes locais a uma teoria matemética em
comum. Esta integracdo implica que o discurso tedrico assuma o papel central,
Organizacdes Globais (OMG): Emergem adicionando varias organizacfes regionais

da integragéo de diferentes teorias.

O mapa conceitual a seguir procura sintetizar os elementos de uma OM bem como busca

fazer a distingdo entre as OM a partir do nivel de complexidade desses elementos.
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Figura 3: Mapa Conceitual dos elementos e distincdo de OM

Organizacgoes
Matematicas

Saber fazer Saber

E

Quando foca em sta centrada O enfoque esta

um tipo de em uma em uma
Organizacio Organizacio Organizacio Organizacio
Pontual Local Regional Global

Articulacdo de Coordenagao de Integragao de
varias varias varias

Fonte: Elaboragdo propria dos autores

Combinatoria e suas técnicas de contagem

Os principios elementares de contagem constituem a base da Combinatdria. Os aspectos
mais rudimentares dessa ideia estdo intrinsecamente ligados a vida cotidiana das pessoas
e sdo utilizados nas mais diversas atividades humanas, desde as mais simples até as mais
complexas. Em épocas primitivas, tinha-se algum senso numérico de acréscimo ou de
retirada marcados com objetos concretos até chegar os nimeros naturais. A partir dai, a
ideia de contar evolui de um processo meramente empirico para um processo mental, no
qual os mascadores sdo abstratos. Contar, entdo, passou a ser enumerar.

Na imperiosa necessidade de se fazer evoluir cada vez mais essa ideia, ja que 0 nimero
de elementos de um conjunto pode ser muito grande e que o procedimento vai para além
de uma simples enumeracdo, surgem os Principios Aditivo e Multiplicativo (também
chamado de Principio Fundamental da Contagem). O primeiro remete a situag@es que se
pode realizar uma decisdo de maneiras m e a outra, de n e ndo ha como realizar as duas
simultaneamente, o total € m+n. O segundo aplica-se a situa¢fes que se pode decompor
em duas ou mais decisdes sucessivas e independentes. Se em duas, com m maneiras para
a primeira e n para a segunda, tem-se o produto m - n.

Embora a Combinatoria tenha emergido das bases da aritmética, ndo é qualquer contagem
que envolva a enumeracdo ou mesmo a simples aplicacdo das regras da soma ou do
produto que caracteriza um problema desse campo (BENITEZ e BRANAS, 2001).
Partindo desse pressuposto, Borba et al (2015b, p. 1350) defendem que “A Combinatoria
estuda técnicas de contagem — direta e indireta — de agrupamentos possiveis, a partir de
elementos dados, que satisfagam a determinadas condi¢des.”. As autoras ainda reforcam

a ideia de que a contagem de problemas combinatdrios vai além de uma mera enumeragédo
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de objetos expostos, pois as contagens realizadas nesse campo devem atender a certos
critérios.

Santos, Mello e Murari (2008) e Morgado et al (2016) colocam que h4, basicamente, dois
tipos de problemas nesse campo: os problemas de contagem e os de existéncia. Os
primeiros, que contam ou classificam os subconjuntos de um conjunto finito e que
satisfazem certas condi¢cOes dadas, e 0s segundos, que buscam demonstrar a existéncia de
subconjuntos de elementos de um conjunto finito dado e que satisfazem certas condigdes.
Com foco nos problemas de contagem, que buscam analisar as diferentes maneiras de
dispor os elementos de um conjunto: a natureza e a ordem dos elementos, chegam-se aos
conceitos de Arranjo, Permutacdo e Combinagéo, cujas aplicacdes estdo embasadas no
Principio Multiplicativo. Rufino (2015) adverte que aquilo que estd sendo contado,
interfere na forma de contar.

Buscando caracterizar esses problemas de contagem a partir das ideias de ordem e
natureza apresentadas por Merayo (2001), Silva e Pessoa (2015b) reforcam que tais
significados foram considerados como caracteristicos do pensamento combinatorio e
contribuem para a reflexdo teorica da necessidade de se considerar esse conjunto de
significados no ensino e aprendizagem da Combinatéria no Ensino Bésico. A seguir,
apresentaremos as definicdes desses tipos de problemas baseadas em Merayo (2011).
Denominamos Arranjo Simples a todo agrupamento ordenado formado por n elementos
tomados de um conjunto de m elementos distintos, de maneira que dois agrupamentos sao
considerados distintos se diferem em algum de seus elementos ou, se tendo 0s mesmos
elementos, diferem pela ordem em que estdo colocados.

Recebe 0 nome de Permutacdo Simples de m elementos, cada um dos distintos
agrupamentos que pode formar-se, de maneira que cada um contenha 0S mesmos m
elementos, divergindo apenas pela ordem de colocacdo desses m elementos. Ja as
Combinacbes Simples sdo agrupamentos formados de n elementos tomados de um
conjunto de m elementos distintos, tal que dois deles se consideram distintos se diferem
em algum de seus elementos. Neste caso, dois grupos sdo iguais se contém os mesmos
elementos, ainda que em distinta ordem. Apresentamos, a seguir, uma sintese do sistema

de informacdo da Combinatoria.
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Figura 4: Mapa Conceitual de Combinatéria, focando os conceitos de Arranjo, Permutacdo e Combinacéo

CONTAGEM
marcadores concretos marcadores abstratos
PROCESSOEMPIRICO | 5™ ' pROCESSO MENTAL
numeérico
realizagbes acrescimolredugao associa/corresponde realizacBes sucessivas/
unitarias PRINCIPIOS BASICOS DE independentes
CONTAGEM
AnB=¢—>n(AUB)=n(A)+n(B) n(Ax B) = n(A) xn(B)
PRINCIPIO ADITIVO PRINCIPIO MULTIPLICATIVO
ANnB=d
PRINCIPIO sofrem reformulagdes/
INCLUSAO-EXCLUSAO generalizagBes
tem como
n(AUB) =n(A) +n(B)-n(ANB) 3 base
— COMBINATORIA
limita/d4 a condicdo classifica/conta
PROBLEMAS DE EXISTENCIA PROBLEMAS DE CONTAGEM
-~
conta natureza conta ordem/natureza conta ordem
COMBINAGAO |[«— € —] ARRANJO [— ¢ —>| PERMUTACAO
Fonte: Rufino (2015) apud Ferreira, Rufino e Silva (2016, p. 314)
Metodologia

Trata-se de uma pesquisa qualitativa com corte descritivo e interpretativo (MOREIRA,

2011; BOGDAN E BIKLEN, 2010) do tipo documental (SEVERINO, 2007; PADUA,

2004) sobre a Organizacdo Matematica em torno do contetdo de Combinatoria, mais

especificamente dos problemas de contagem do tipo Permutacdo, Combinacéo e Arranjo,

proposta por um livro didatico de Matematica do Ensino Médio adotado por uma escola

da rede publica do estado de Pernambuco para o triénio 2018 a 2020.

Os critérios adotados para a andlise do livro didatico levam em conta dois enfoques

norteadores concernentes as OM propostas pelo livro didatico:

1. A primeira etapa de categoria diz respeito a caracterizacdo das organizacGes
matematicas em si, ou seja, a descricdo dos tipos e subtipos de tarefas, técnicas,

tecnologias e as teorias;
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2. No segundo momento, buscamos classificar as organiza¢cdes matematicas de acordo
com o grau de complexidade de seus elementos que podem ser distinguidas como
OMP, OML, OMR ou OMG.

Vale ressaltar que este estudo ndo tem por objetivo atribuir juizo de valor ou mesmo de

avaliar no sentido de enaltecer ou depreciar a obra em andlise, tampouco hé interesse em

estabelecer comparacao entre livros didaticos, o que pode muito bem justificar a escolha
de apenas uma obra para analise. O objetivo é analisa-la e discuti-la sob a ética do
postulado basico da TAD que é a praxeologia, e mais especificamente, da praxeologia

matematica.
Analise e discussao dos resultados

O livro didatico objeto de analise ¢ o “Matematica: ciéncias e aplicagdes — ensino médio,
volume 2, lezzi et al., 2016”. Refor¢ando mais uma vez que, a colecéo, a qual pertence
esse livro, foi a escolhida por uma unidade de ensino da rede publica estadual de PE para
0 triénio 2018 — 2020. Ressaltamos ainda que a escolha de analise apenas do livro volume
2, que corresponde ao livro utilizado no 2° ano dessa etapa de escolarizacéo, se da pelo
fato de que os conceitos de contagem que se pretende investigar estdo presentes apenas
nesse volume.
De forma geral, o livro estd organizado em capitulos identificados por titulos que
expressam as tematicas trabalhadas, os quais, por sua vez, sdo subdivididos em varias
secdes que estdo ligadas a tematica maior. Os capitulos do livro e/ou suas respectivas
se¢des geralmente estdo estruturados da seguinte maneira:
1. Inicialmente é apresentado um problema do qual parte a discussao do conteldo;
2. Em seguida sdo apresentadas algumas técnicas que podem resolver essa situacao-
problema;
3. Sistematizacdo do conteldo;
4. S&o apresentados exercicios resolvidos nos quais os autores buscam abordar a(s)
forma(s) de resolver esses exercicios;
5. S&o propostos exercicios de graus diferentes de dificuldades para se resolver
(geralmente essa secéo parte de problemas mais simples para os mais complexos);
6. Por fim, hé no final de cada capitulo uma se¢ao intitulada de “Desafio” na qual é
proposto um problema de natureza diferente das demais apresentadas

anteriormente.
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Em alguns capitulos ainda consta uma se¢do chamada de “Aplicacdes” na qual se
encontra uma situacdo contextualizada de uma possivel aplicacdo do conteudo.

Dos 11 capitulos que compde o volume analisado, apenas o capitulo n° 10 € destinado ao
conteldo de Combinatdria, que esta disposto num total de 26 paginas. Como o objeto de
interesse deste estudo estd centrado na caracterizacdo das organizacdes matematicas em
torno do conteudo de Combinatoria, mais precisamente das técnicas de contagem
permutacdo, arranjo e combinacdo, presentes no livro didatico do Ensino Médio,

classificaremos os tipos e subtipos de tarefas, totalizadas em 51, em trés categorias, de

acordo com o tipo de problema de contagem a qual pertencem:

Quadro 1: Distribuicdo dos subtipos de tarefas das presentes no LD referentes a Permutacdo Simples

Tipo de problema de
contagem

Tipo de tarefa (T)

Subtipo de tarefa (fx)

Permutagdo Simples

(T1) Calcular o namero de
agrupamentos formados a partir
de m elementos, nos quais todos
0s m elementos serdo usados, ou
seja, esses agrupamentos serdo
distintos entre si apenas pela
ordem dos seus elementos.

(fi1)) Determinar 0 ndmero de
permutacdes B, formadas a partir de m
elementos

(fi) Determinar o0 nimero de
permutacbes formadas a partir de m
elementos das quais
my, My, ..., My_; €Em devem estar
fixados na sequéncia dos m elementos.;
(fi3) Determinar 0o nimero de
permutaces formadas a partir de m
elementos das quais my, m,, ..., my,_4 €
m, devem aparecer na sequéncia juntos,
nessa ordem ou nao.

(f12) Determinar a posicdo do elemento
m, € m nasequéncia de m elementos.

Fonte: Elaboracdo prépria dos autores

Quadro 2: Distribuigdo dos subtipos de tarefas das presentes no LD referentes a Arranjo Simples

Tipo de problema de
contagem

Tipo de tarefa (T)

Subtipo de tarefa (fx)

Arranjo Simples

(T,) Calcular o nUmero de
agrupamentos formados a partir
de m elementos, nos quais
poderdo ser formados
agrupamentos ordenados de 1
elemento, 2 elementos, 3
elementos, ..., n elementos, com
0 < n < m. Esses agrupamentos
podem ser distintos um dos
outros pela ordem ou natureza
dos seus elementos.

(1) Dado m elementos distintos,
determinar A,,, (numero de arranjos
desses m elementos, tomados n a n).
(f22) Determinar A, ,, - By, sendo A o
ndmero de arranjos de m elementos,
tomados nan, e B, o nimero de arranjos
de x elementos tomados y a y.

(f23) Determinar o nimero de arranjos
Ap,n dos quais my, my, ...efoum,,_, €
m Sempre aparecem ou nao aparecem
nesses agrupamentos;

Fonte: Elaboracdo prépria dos autores
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Quadro 3: Distribuicdo dos subtipos de tarefas das presentes no LD referentes a Combinacgéo Simples

Tipo de problema de Tipo de tarefa (T) Subtipo de tarefa (fx)
contagem

(1) Dado m elementos distintos,
determinar  Cpp (nimero  de
combinacfes desses m elementos,
tomados n a n, com n elementos
distintos, escolhidos entre 0s m). (fx)
Determinar  Cp,, * Dy, sendo C o
nimero de combinagdes de m
elementos, tomados nan, e D, 0 nimero
de combinagBes de x elementos
tomadosyay.

(Ts) Calcular o ndmero de
agrupamentos  (subconjuntos)
formados a partir de m
elementos, nos quais poderao ser
formados agrupamentos de 1
elemento, 2 elementos, 3
Combinacao Simples elementos, ..., n elementos, com
0 < n < m. Esses agrupamentos
sdo distintos uns dos outros

apenas pela natureza dos seus fz) Determinar o nimero de
elementos, pois a ordem dos (fas

elementos ndo gera novas combinagdes  Cpn  dos  quais

possibilidades. my,my, ..e/0UmMy_ €M sempre
aparecem nesses agrupamentos.

Fonte: Elaboragéo propria dos autores

A partir de agora, concentraremos esforgos em apresentar a praxeologia matematica em
torno dos subtipos de tarefas encontrados. Chamamos a atencdo para o fato de apenas
utilizarmos, nessa abordagem, os subtipos dos quais aparecem exemplos ou exercicios
resolvidos no LD com a finalidade de mantermos uma estreita relagéo das praxeologias
aqui apresentadas com aquelas que figuram no livro didatico.

Em relacdo ao subtipo de tarefa €11, foram empregadas duas técnicas, t; e T, para
resolver a tarefa: T4, que compreende a listagem, uma a uma, de todas as possibilidades
de agrupamentos, e T, que corresponde a utilizagdo do Principio Fundamental da
Contagem. A figura 4 traz um exemplo do subtipo de tarefa €11 apresentada no livro

didatico.

Figura 4: Exemplo de subtipo de tarefa f11 presente no LD

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 235)

Nota-se que se trata de um problema de contagem do tipo permutagdo, nos quais 0s

agrupamentos formados (nesse caso, a partir do conjunto m = {4, B, C, D} sdo distintos
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uns dos outros apenas pela ordem de seus elementos e a escolha da técnica t4, por parte
dos autores, se apoia justamente na intencdo do leitor (aluno) perceber essa ideia, como
se percebe no seguinte extrato: “Observe que uma disposi¢ao difere das demais apenas
pela ordem em que as quatro alunas vao se sentar nas quatros carteiras.” (IEZZE et al.,
2016, p. 235). E preciso explicitar que o nivel de alcance dessa técnica torna-se limitado,
uma vez que, quando se tem uma grande quantidade de elementos no conjunto m, o
trabalho com essa técnica pode ser inviabilizado, pois se corre grande risco de esquecer
ou contar mais de uma vez algum(ns) dos agrupamentos. J& em relacdo a técnica t,, 0S
autores defendem no inicio do topico sobre Agrupamentos simples que o PFC € a
principal técnica para resolucdo de problemas de contagem, inclusive das permutacées.
A respeito do entorno tecnoldgico-tedrico, os autores nao abordam de forma explicita
uma justificativa matematica para a técnica. 1sso também se estende aos demais subtipos
de tarefas. Dessa forma, realizamos algumas inferéncias no que se refere a apresentacéo
desse entorno, como se pode perceber no quadro-sintese a seguir:
Quadro 4: Sintese da praxeologia matematica em torno do subtipo de tarefa €11
Subtipo de Tarefa f11 Técnicas Entorno tecnol6gico-tedrico

(t4) Listagem, uma a uma, de
todas as possibilidades de

Contagem/Enumeracéo — Aritmética

Determinar o nimero de (Bcr).

~ agrupamentos.
pem;tltti?gg: fglgmgzs : (t3) Principio Fundamental da Utilizagdo da definicdo e do conceito
P T2 P de Permutacdo simples para m
Contagem

objetos — Combinatdria (6ps).
Fonte: Elaboragdo propria dos autores

Sobre o subtipo de tarefa i3, a técnica utilizada para resolucdo dessa tarefa foi a do
produto fatorial (que é uma consequéncia do PFC), que chamaremos de t3. Essa técnica
tem um nivel de alcance bastante abrangente, tratando-se de problemas de contagem do

tipo permutacédo. A figura 5 apresenta um exemplo do subtipo de tarefa tis.

Figura 5: Exemplo de subtipo de tarefa 13 presente no LD

Giba e Gina tém trés filhos: Carla, Lufs e Daniel
na qual todos aparecam lado a lado.

Em quantas possibilidades o casal aparece lado a lado?

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 237)
E possivel perceber que nesse subtipo de tarefa fi3 se exige que a técnica seja trabalhada
em mais etapas do que no subtipo de tarefa f11, j& que apesar dos agrupamentos serem
formados por todos os 5 elementos de m, o nimero de permutacdes desses m elementos
sera P,, pois dois desses elementos (Giba e Gina) deverdo ficar sempre lado a lado e, por

isso, serdo considerados como um elemento Unico. Apds permutar os 4 elementos a
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ordenar (nessa situacao temos (P, = 4! = 24:), faz-se necessario permutar os elementos
que deverdo ficar sempre juntos (P, = 2! = 2), 0 que significa que para cada um dos
agrupamentos, formados a partir de P,, teremos duas possibilidades diferentes, ou seja, a
permutacao dos dois elementos que deverao ficar juntos. Assim, o resultado procurado é
P, - P, = 24 - 2 = 48 possibilidades de se ordenar os elementos de m sob as condi¢Ges
dadas. Assim temos:

Quadro 5: Sintese da praxeologia matematica em torno do subtipo de tarefa €11
Subtipo de Tarefa f13 Técnica 13 Entorno tecnolégico-tedrico

Determinar o ndmero de

permutacbes formadas a Utilizac&o da definigdo e do
partir de m elementos das . conceito de Permutacao simples

. Produto fatorial ; S
quais my, my, ..., My_q € M, para m objetos — Combinatéria
devem aparecer na sequéncia (Bps).

juntos, nessa ordem ou nao.

Fonte: Elaboragdo propria dos autores

A respeito do subtipo de tarefa t21, 0s autores propuseram a utilizacdo de duas técnicas
para resolucdo: a técnica t,, que se trata da utilizacdo do Principio Fundamental da
Contagem, e a 14, que se refere a aplicacéo direta da formula de arranjo simples, ambas
as técnicas com um nivel de alcance bastante abrangente, ja que podem ser aplicadas a
resolucédo de todas as tarefas do subtipo f21 que pode ser conhecida no exemplo a seguir:

Figura 6: Exemplo de subtipo de tarefa £1 presente no LD

Dado o conjunto das vogais V = {a, e, i, 0, u}, determine a quantidade de arranjos que podemos forr
com trés elementos de V.

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 240)

E possivel perceber que caracteristicas da tarefa acima demarcam um tipo de contagem
que se classifica Arranjo Simples, ja que os agrupamentos formados a partir de V podem
ser distintos um dos outros pela ordem ou natureza dos seus elementos. Além disso, o
proprio enunciado da tarefa ja demarca o tipo de contagem e faz inferir também o tipo de
técnica que se deve utilizar como se percebe em “... determine a quantidade de arranjos”
lezzi et al. (2016, p. 240). Como, nessa situacdo, todo arranjo formado é um agrupamento
ordenado de trés elementos, escolhidos entre os cinco de V, fazendo a contagem pela
técnica T, teremos 5 possibilidades para a 12 letra da sequéncia, 4 para a 22 letra da
sequéncia e 3 para a 3? letra da sequéncia. Multiplicando as possibilidades, obtemos o

numero de arranjos 5-4 -3 = 60. Ja realizando a contagem pela técnica T4, teremos
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2!

tarefa £1:

2432 _60.0 préximo quadro apresenta a sintese da praxeologia do subtipo de

Quadro 6: Sintese da praxeologia matematica em torno do subtipo de tarefa t2:

Subtipo de Tarefa fo1

Técnicas

Entorno tecnoldgico-tedrico

Dado m elementos
distintos, determinar A,, ,,
(ndmero de arranjos desses
m elementos, tomados n a

(t3) Principio Fundamental da
Contagem

Utilizac8o da definicdo e do

conceito de Arranjo Simples para m
elementos, tomadosnan—

(t,) Férmula de Arranjo Simples

n).

Combinatoria (6as).

Fonte: Elaboragdo propria dos autores
Sobre o subtipo de tarefa f22, 0os autores também indicaram as técnicas t, e T, para
realizacdo da contagem. Os autores também propuseram a utilizacdo de esquemas

resolutivos no momento de se trabalhar com a técnica t,. A figura 7 exemplifica esse tipo
de situacao:

Figura 7: Exemplo de subtipo de tarefa 22 presente no LD trabalhada com as técnicas T, € T

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 241)

O quadro a seguir sintetiza a praxeologia do subtipo de tarefa €2.:

Quadro 7: Sintese da praxeologia matematica em torno do subtipo de tarefa €22

Subtipo de Tarefa f2» Técnicas Entorno tecnoldgico-tedrico
Determinar A, , * By, (t3) Principio Fundamental da
sendo A o nimero de Contagem Utilizacdo da definicdo e do

arranjos de m elementos,
tomadosnan,eB, 0

ntmero de arranjos de x

elementos tomados y a .

conceito de Arranjo Simples para m
elementos, tomados nan —

(t,) Férmula de Arranjo Simples Combinatéria (fas).

Fonte: Elaboragéo propria dos autores
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A respeito do subtipo de tarefa €31, 0s autores elegeram as técnicas T, e ts, que se tratam
do Principio Fundamental da Contagem e da Formula de Combinacdo Simples,
respectivamente. E preciso ressaltar que o trabalho com a técnica t,, nesse caso, necessita
de mais uma etapa, ja que, nos problemas desse tipo, a permutacdo de m elementos da
origem a uma Uunica combinacdo, pois os agrupamentos formados a partir de m séo
distintos um dos outros apenas pela natureza dos seus elementos. Logo, é necessario
excluir a quantidade de vezes que um mesmo agrupamento foi contado. Podemos

perceber um exemplo de subtipo de tarefa €31 na figura abaixo:

Figura 8: Exemplo de subtipo de tarefa 31 presente no LD
Em uma classe de 30 alunos pretende-se formar uma comissao de trés alunos para representagao discente

no colégio. Quantas comissoes distintas podem ser formadas?

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 241)

Como podemos constatar, trata-se de um problema de combinagdo simples. Para se
resolver esse exemplo utilizando a técnica T, realizam-se duas etapas: na primeira, se
determina o nimero de comissdes formadas levando em consideracao a ordem de escolha
dos elementos (30 - 29 - 28); por fim, como a ordem ndo importa, determina-se 0 nUmero

de ordens possiveis para escolher trés determinados alunos (3 - 2 - 1 ou P; = 3!). Assim,

. - ~ , 30-29-28 , ;. .
0 nimero de combinacdes é a1 - 4060. Ja o trabalho com a técnica g, consiste na

aplicacdo direta da formula de combinacéo simples:
o . __ 300 _ 30t 30-29-28-27!
3037 (30 —3)131 7 27131 27!+ 6

Apresentamos a sintese da praxeologia do subtipo de tarefa 31 no quadro a seguir:

= 4060

Quadro 8: Sintese da praxeologia matematica em torno do subtipo de tarefa fs:

Subtipo de Tarefa fa1 Técnicas Entorno tecnoldgico-tedrico
Dado m elementos (t3) Principio Fundamental da
distintos, determinar Cy, ,, Contagem

Utilizacdo da definicéo e do
conceito de Combinagdo Simples
(t5) Férmula de Combinacéo para m elementos, tomadoshan —

Simples Combinatoria (6cs).

(ndmero de combinagdes
desses m elementos,
tomadosn an, comn
elementos distintos,
escolhidos entre os m).

Fonte: Elaboracdo prépria dos autores

Em relagdo ao subtipo de tarefa fs2, os autores aplicaram a formula de Combinagédo
Simples (t5) no seu processo de resolucdo. Como justificativa da técnica, utilizaram-se
da enumeragdo de agrupamentos e também do diagrama da arvore de possibilidades.
Chamamos a atencdo para o fato de que a tecnologia aqui empregada corresponde a

técnicas utilizadas, em outros momentos, para a resolucdo de outros tipos e subtipos de
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tarefas no campo da Combinatdria. A esse respeito, Santos e Freitas (2017) assinalam
que, em dado momento ou instituicdo, uma determinada técnica pode ser uma tecnologia
e, uma tecnologia que justifica a técnica utilizada pode, em outra etapa da aula ou em

outro ano escolar, passar a ser uma técnica. Temos, na Figura 9, um exemplo do subtipo

de tarefa £32.

Figura 9: Exemplo de subtipo de tarefa €32 presente no LD

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 246)

Os autores dividiram o trabalho com a técnica em trés momentos: no primeiro momento
. . Lo 4-3 . .
escolhem-se os dois funcionarios homens (C,, = 1= 6). Para justificar o uso da

férmula de Combinacdo Simples, os autores enumeram as 6 possibilidades na tentativa
evidenciar que os agrupamentos formados nesse caso sdo ndo ordenados e distintos um
dos outros apenas pela natureza dos seus elementos; no segundo momento, é realizado o

mesmo procedimento para a contagem das possibilidades das duas funcionarias (Cs, =

% = 10); no terceiro momento, antes da contagem do numero de possibilidades de

composicdo com as duplas, os autores justificam a escolha da técnica utilizando o
diagrama da arvore de possibilidades, como podemos ver na figura 10:

Figura 10: Diagrama da arvore de possibilidades utilizado na 8 da s> do LD

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 246)

Como o diagrama deixa evidente que cada dupla masculina podera se juntar a qualquer
uma das dez duplas femininas, o resultado procurado € C,,:Cs, = 6-10 = 60

possibilidades. No préximo quadro, elencamos a sintese da praxeologia relativa ao

subtipo de tarefa €z..
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Quadro 9: Sintese da praxeologia matematica em torno do subtipo de tarefa €32
Subtipo de Tarefa f3, Técnicas Entorno tecnoldgico-tedrico
e Listagem, uma a uma, das
possibilidades de agrupamento

Determinar Con * Dyy,»

) (Ocr);
Se?ﬁgm CN 0 nugwero (:g e Diagrama da arvore de
co acoes € (ts) Formula de Combinacéo possibilidades (84p);
elementos, tomadosnan, e Simol e -
D o nGMmero de Imples o Utlllzggao da definicéo e do
cc;mbinagﬁes de X conceito de Combinacéo

Simples para m elementos,
tomados n a n — Combinatéria
(Ocs).

elementos tomados y a y.

Fonte: Elaboragdo propria dos autores
Em relagdo a classificagdo das OM’s, quanto ao grau de complexidade de seus elementos,

presentes no livro didatico, ¢ possivel classificar as OM’s apresentadas como
Organizagdes Matemaéticas Locais, pois 0 que se observa é a existéncia da articulacdo de
vérias Organizac¢des Pontuais em torno de um mesmo discurso tecnolégico. O quadro a

seguir sintetiza as Organizacdes Matematicas descritas neste estudo.

Quadro 10: Sintese das OrganizacGes Matematicas apresentadas

Subtipo de Tarefa | Técnicas | Entorno tecnolégico-tedrico
11 ? Ocr
2
0
fa s PS
?1 K Oas
22 Ty
T
t
8 Ocs
Ts
7]

Fonte: Elaboragdo propria dos autores

Considerac6es Finais

Tomando como referéncia o livro didatico analisado, podemos concluir que 0 mesmo
aborda trabalhos de elaboracdo e sistematizacdo de diferentes técnicas para realizar
grande parte dos subtipos de tarefas relativos aos problemas de contagem da
Combinatoria dos tipos Arranjo, Permutacdo e Combinagdo. No entanto, para alguns
subtipos de tarefas ndo foram apresentadas essa sistematizacdo de técnicas, embora se
possam utilizar técnicas que se amparam nos entornos-tecnoldgicos descritos. O livro
didatico também nao justifica a existéncia da maioria das técnicas, o que pode dificultar
a avaliacdo das mesmas quanto aos seus limites de aplicacdo e potencialidade, por
exemplo. Apesar disso, por meio de inferéncias, é possivel justificar a existéncia de uma

determinada técnica a partir do tipo de problema de contagem que se apresenta, j& que,
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aquilo que se esta contando (tipo de tarefa), interfere na forma de contar (técnica)
(RUFINO, 2015).

Ao que tudo indica, na analise realizada, o livro didatico apresenta subsidios suficientes
para que o aluno possa compreender a distincdo dos problemas de contagem da
Combinatéria a partir das ideias de ordem e natureza. No entanto, é necessario que, 0s
professores de Matematica, ao langarem méo de um recurso didatico como esse, atentem
para os limites e possibilidades de sua utilizacéo, buscando a proposicéao de técnicas além
das apresentadas no material, na tentativa de cada vez mais fazer evoluir as organizacoes

matematicas num processo continuo.
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