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Reflexdes sobre um Modelo Epistemoldgico Alternativo (MEA)
considerando as analises das relacdes institucionais acerca do objeto
matematico limites de funcdes

Reflections on an Epistemological Model Alternative (MEA) considering the
analyzes of the institutional relations about the mathematical object limits of
functions
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Resumo

A pesquisa visa contribuir com o processo de formacédo docente a partir de reflexdes
sobre um MER, que considera as incompletudes do trabalho institucional relativo ao
objeto matematico limite de funcéo de uma variavel real. Nosso aporte tedrico se alicerca
na Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD). No Modelo Epistemoldgico Dominante
(MED), questionamos o que esta posto; analisamos os livros didaticos do plano de ensino
dos cursos de engenharia civil, elétrica e bacharelado e licenciatura em quimica da
Universidade Tecnologica Federal do Parana (UTFPR), campus Pato Branco e 0s
cadernos dos estudantes dos respectivos cursos. A constatacdo de uma incompletude
institucional trouxe reflexdes acerca da constru¢cdo de um Modelo Epistemolégico
Alternativo (MEA), as quais apresentaremos neste trabalho.

Palavras-chave: Limite, Teoria Antropoldgica do Didatico, Modelo Epistemologico de
Referéncia.

Abstract

The research aims to contribute to the process of teacher formation from reflections on a
MER, which considers the incompleteness of the institutional work relative to the
mathematical object: limits of the function of a real variable. Our theoretical knowledge
is based on the Didactic Anthropological Theory (TAD). In the Dominant
Epistemological Model (MED), we question what is set; we analyzed the textbooks of the
teaching plan of the civil engineering, electrical and baccalaureate courses and degree
in chemistry of the Federal Technological University of Parana (UTFPR), Pato Branco
campus and the students’ notebooks of the respective courses. The finding of an
institutional incompleteness brought reflections about the construction of an Alternative
Epistemological Model (MEA), which we will present in this work.

Keywords: Limit, Anthropological Theory of Didactics, Epistemological Model of
Reference.
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Introducéo

A partir de relatos de algumas pesquisas (NASCIMENTO (2003), ZUCHI (2005),
JUTER (2006), MORU (2006), TRUNG (2007), LIRA (2008), CELESTINO (2008),
CETIN (2009), SARVESTANI (2011), JOB (2011), SANTOS (2013), AMATANGELO
(2013) , AYDOS (2015) , LECORRE (2016), SILVA (2017)), verifica-se que a maior
dificuldade dos alunos é entender a formalizacdo matematica do conceito de limite de
uma funcdo. Apoiando-se nestas pesquisas e, em seus resultados, considerou-se a
possibilidade desta dificuldade estar relacionada & maneira como esse tema tem sido
proposto ou abordado nas instituicbes de ensino. Sendo assim, pode-se dizer que estes
resultados de pesquisa motivaram a escolha do conceito de limite de uma funcdo como
objeto de estudo desta investigacao.

Primeiramente, decidiu-se evidenciar o problema didatico referente a este objeto
matematico e suas dimensoes: epistemoldgica, econémica e ecoldgica. A articulagdo
destas trés dimensdes, conduziu nosso olhar, no que se refere ao problema didatico, para
reflexdes acerca da construcdo de um MEA.

No que segue, discutiremos nosso referencial tedrico, mais especificamente o que

entendemos por dimens@es epistemoldgica, econdmica e ecoldgica.
Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)

Segundo Chevallard (1999, apud ALMOULOUD, 2007, p. 111), essa teoria estuda o
homem perante o saber matemético, e mais especificamente, perante situacfes
matematicas. Um motivo para utilizacdo do termo “antropoldgico” ¢ que a TAD situa a
atividade matematica e, em consequéncia, o estudo da matematica dentro do conjunto de
atividades humanas e de institui¢fes sociais. Nesta perspectiva, a TAD considera como
elementos primitivos Institui¢ées (1), Individuos (X) e Objeto (O). As Relagdes Pessoais
R(X, O) e as Relagdes Institucionais R1(O) sdo nog¢des basicas nesta teoria.

Segundo Almouloud (2007, p.114), “a Relagdo Institucional que se estabelece entre uma
Institui¢do (I) e um Objeto (O) depende das posigdes que estes ocupam nessa Institui¢do
e do conjunto de tarefas que essas pessoas devem cumprir usando determinadas técnicas”.
Chevallard (1999, apud ALMOULOUD, p.114-115) concebe uma Relagao Institucional,
quando um Objeto (O) existe para pelo menos uma Instituicdo (I); ja a relagcao pessoal,
quando um Objeto (O) existe para pelo menos uma pessoa (X). Podemos afirmar que ha

distintas relagdes de pessoas (professores / alunos) com o Objeto (limite) que fazem parte
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das diferentes Institui¢des (livro didatico, caderno dos estudantes, por exemplo, usados
nesta pesquisa). Assim, nesta pesquisa, focamos o nosso olhar nas Relagdes Institucionais
envolvidas na Institui¢dao analisada.

Uma parte da teorizacdo da TAD consiste do desenvolvimento da noc¢do de organizacao
praxeoldgica que, de acordo com Almouloud (2007, p.114) acrescenta as nogdes acima
descritas, as nogOes de tipo de tarefa, técnica, tecnologia e teoria. Para ele, tais nogoes
vdo permitir modelizar as praticas sociais em geral e, em particular as atividades
matematicas. Os tipos de tarefas (T), a técnica (1), a tecnologia (0) e a teoria (®) sdo
definidos segundo Chevallard.

Neste trabalho de pesquisa, a TAD ¢ de fundamental importancia para a analise das
praxeologias matematicas das atividades propostas nos livros didaticos e nos cadernos
dos estudantes. Neste trabalho, também, faremos uma analise praxeoldgica didatica dos
livros didaticos.

Uma praxeologia didatica surge na intengdo de ensinar uma Organizagdo Matematica
(OM). Na TAD, analisa-se a Organizacdo Didatica (OD) por meio de seis momentos
didaticos (CHEVALLARD, 1999): i) Primeiro momento de estudo: trata-se do primeiro
contato com a organizagdo envolvida por meio de seus tipos de tarefas T; ii) Segundo
momento de estudo: onde ocorre a exploracao do tipo de tarefa T e elaboracao de uma técnica
T ; i11) Terceiro momento de estudo: onde ocorre a construcao, ainda que embriondaria, do
bloco tecnologico-tedrico [0/@] referente a T; 1v) Quarto momento de estudo: em que ocorre
o trabalho da técnica t para melhorar sua eficiéncia, podendo-se também trabalhar a
tecnologia 0; v) Quinto momento de estudo: em que ocorre a institucionaliza¢do da
organizacao matematica elaborada, com o reconhecimento dos elementos que compdem
definitivamente a organiza¢do matematica; vi) Sexto momento de estudo: trata-se da
avalia¢do, em aproximagdo com o momento da institucionalizacdo. Essa avaliacdo ndo

deve ser centrada apenas nas pessoas, mas também nas tarefas, técnicas e tecnologias.
Modelo Epistemoldgico de Referéncia (MER) em um problema didatico

O problema didatico da modelagdo matemética no &mbito da Teoria Antropolégica do
Didatico (TAD), segundo Gascon (2011b apud FARRAS, BOSCH e GASCON, 2013) pode

ser descrito pelo seguinte esquema heuristico: {[(Po ® P1) [S] P21 [S] Ps } [S] Ps sendo
Po a formulacdo do problema inicial, denominado problema docente Po € 0 problema

didatico Ps, que contem as trés dimensdes: dimensdo epistemoldgica P1; a dimenséo

74 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.20, n.3, pp. 72-96, 2018



econdmica-Institucional P2 e a dimenséo ecologica P3. O simbolo ® refere-se a Po por ser
incompleto, sendo necessario adicionar ao menos a dimenséo epistemolégica P para ser
considerado um problema.

O simbolo ndo deve ser interpretado como uma inclusdo. Esse indica que cada uma
das dimensd@es P;i é logicamente anterior as dimens@es Pi+1 ou pelo menos Pi vem antes de
Pi+1 em um desenvolvimento hipotético do problema. Dizemos que para uma formulacéo
completa de Pi+1 requer certa formulacéo prévia, mesmo que implicitamente, de P;.

Por fim, Ps é denominado problema didéatico e definido como uma formulagéo, contendo
as trés dimens0es fundamentais, as relacdes entre elas e, algumas questdes novas que néo
aparecem em nenhuma das dimensdes anteriores.

Em funcdo de uma série de pesquisas realizadas sobre o ensino e a aprendizagem de
limites enunciadas anteriormente, direcionamos o nosso trabalho acerca da seguinte
questdo de pesquisa: Quais as possiveis incompletudes do MED e, quais 0s tipos de
reflexdes se fazem necessarias acerca da construgdo de um MEA?

Para isso, € necessario questionar o MED nas institui¢cfes de ensino, sendo que neste
trabalho investigaremos as relacdes institucionais acerca do objeto matematico limite, a
partir de analises dos livros didaticos que constam na referéncia bésica do plano de ensino de
cursos de engenharia civil, engenharia elétrica e bacharelado e licenciatura em quimica da
Universidade Tecnoldgica Federal do Parand, campus Pato Branco (UTFPR-PB) e, também
analises dos cadernos de alunos dos respectivos cursos.

Relatamos a seguir uma pesquisa investigativa sobre as dimensdes do problema didatico
acerca do objeto matemaético limite e, algumas reflexfes acerca do MER no ambito do

ensino do conceito de limites, de tal forma a responder a nossa questdo de pesquisa.
Dimensdes do Problema Didatico

Na Figura 1 apresentamos 0s recursos que utilizamos para o estudo e investigacao de cada
dimensdo: na dimensdo epistemoldgica realizamos um estudo do ponto de vista da
Histdria da Matematica, o que implica em através da historia identificar a Razéo de Ser
do objeto matematico, também analisamos as Contribui¢fes para o estudo de limites: a
partir dos trabalhos de pesquisadores investigamos a razdo de ser do objeto matematico
nestes trabalhos.

Na dimensdo econdmica, tomamos como referéncia o Plano de Ensino dos cursos de
engenharia e quimica da instituicdo analisada, por meio deste, analisamos 0s Livros

Didaticos da Bibliografia Basica; também tomamos como referéncia os Cadernos de

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.20, n.3, pp. 72-96, 2018 75



Alunos, procurando identificar como o0 objeto matematico existe na instituicdo. Estas
analises permitem explicitar o Modelo Epistemoldgico Dominante (MED). A dimenséao
ecoldgica é resultado de um olhar para todas as outras dimens6es a fim de responder a
questdo central (Figura 1): Como o objeto matematico existe na instituicdo de acordo com

estas perspectivas?

Figura 1. Esquema das dimensdes do problema didatico
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Fonte: Construido pelos autores

Dimensdo Epistemoldgica

Segundo Farras, Bosch e Gascén (2013), a dimenséo epistemolégica de um problema didéatico é
considerada uma dimensdo central, uma vez que impregna e condiciona fortemente as outras
dimensbes do problema didatico.

Como ja comentado anteriormente, segundo Farras, Bosch e Gascon (2013), no dominio da TAD,
0 problema de investigacao surge de um problema inicial, que denominamos de problema docente
Po. No ambito desta pesquisa, o problema docente é: 0 que temos que “ensinar” aos alunos sobre
limite de uma fungdo? Os pesquisadores compreendem que para transformar um problema
docente em um problema de investigagdo em didatica, no ambito da TAD, é necessario questionar
a forma de interpretar o MED, ndo somente nas instituicdes escolares, mas também na noosfera.
Neste caso, com relacdo a dimensao epistemoldgica P1, propomos a seguinte questdo: Qoi: Como
podemos organizar o estudo do conceito de limite de uma funcéo de uma variavel real mediante
um MER do modelo epistemol6gico geral que propde a TAD?

No processo de investigacdo acerca da dimensédo epistemolodgica, investigamos aspectos

referentes a Historia da Matematica e, Contribuigdes de pesquisas (Figura 1) no sentido
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de estabelecer a razéo de ser deste objeto matematico e, conseguir responder a questdo

Qo1.
Limites x Fontes Historicas x Razao de Ser

A partir do estudo e investigacdo em fontes historicas (BURNET, 1957; BICUDO, 1998;
BARON, 1985; RADICE, 1981; GILES, 1979, STRUIK, 1997) que envolvem aspectos
historicos e filosoficos relacionados ao surgimento do calculo diferencial e integral e, em
especifico as primeiras ideias de limite, como, por exemplo, as primeiras no¢fes de
aproximacdao (epsilon e delta), infinito, infinitesimal e continuo, conseguimos construir a
primeira parte do mapa epistemologico (Figura 2).

O “estagio inicial” acontece no século V ¢, é caracterizado, neste trabalho, primeiramente,
por um relato do pensamento matematico das primeiras civilizacGes: egipcia e babilbnica,
as questdes filosoficas a respeito de conceitos como o0 movimento, o indivisivel, o0s
infinitesimais e as primeiras reflexdes sobre o infinito, os quais provocaram evolugdes no
pensamento matematico da época que impactaram diretamente na defini¢do formal atual
de limite de funcdo de uma variavel real.

O estagio intermediario compreende do século V ao século XVII e, foi um periodo em
que a visdo era puramente geomeétrica. Problemas como o de calcular a medida da area
de um circulo, por exemplo, foi um marco na época e, em razao deste problema, destacou-
se a Teoria das ProporcGes e 0 Método de Exaustdo de Eudoxo, (ROQUE, 2012, p.192-
193). Pode-se dizer que a fase, denominada neste trabalho como intermediaria, apresentou
as duas maiores contribuicdes de Eudoxo: a Teoria das Proporcdes e o Método de
Exaustdo como avancos do ponto de vista geométrico a solucdo de problemas
relacionados a area e volume.

O estagio formal, periodo entre os séculos XVIII e XIX, é caracterizado pelas
contribuicdes de matematicos, como Isaac Barrow (BOYER e MERZBACH, 2012, p.
270), Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz (BROLEZZI, 1996, p. 30), cada um
com o seu estilo, um com vistas para o continuo e o outro para o discreto e, Jean Le Rond
D'Alembert, que defendeu o uso da teoria dos limites para fundamentar as bases do
calculo (BARON & BOS, 1985, v.3, p. 28).
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Figura 2. Mapa Epistemolégico
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Fonte: Construido pelos autores

A construgdo, fundamentagdo e consolidacdo do célculo diferencial e integral s6 seria
possivel com uma constituicdo rigorosa de nimero real, e isto s6 ocorre na segunda
metade do século XIX, com as contribui¢cGes de Carl Friedrich Gauss, Georg Cantor,
Augustin Louis Cauchy, Richard Dedekind e Karl Weirstrass (ZUCHI, 2005).

Entdo, com a nocéo de limite estabelecida por Cauchy, Weierstrass formaliza o calculo
utilizando a linguagem de épsilons e deltas. (BOYER, 1959, p. 287) que culminou na
Aritmetizacao da Andlise, a qual foi uma busca pela fundamentacao do céalculo ndo mais
de maneira geométrica, mas sim por meio de nimeros.

As andlises referentes a estes trés momentos do desenvolvimento histérico de limite de
uma fungdo nos levaram a concluir que a génese do saber estd associada ao limite de
razbes incrementais e, que para a formalizacdo do conceito de limite varios
conhecimentos fundamentais tiveram de ser adquiridos. A Figura 3, apresenta 0 Modelo

Epistemologico de Referéncia (MER) deste saber e, estes conhecimentos fundamentais.
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Figura 3. Modelo Epistemologico de Referéncia (MER)
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Fonte: Construido pelos autores

Contribuicdes para o estudo de limites

Neste processo de investigacdo acerca das contribuicdes para o estudo de limite, fez-se
também um mapeamento das dificuldades encontradas no que se refere ao ensino e
aprendizagem de limites procurando evidenciar principalmente aspectos que nos levam a
entender a importancia da razéo de ser desse objeto matematico. Neste caso, selecionamos
apenas algumas teses dentre o periodo de 2003 a 2017. As teses Nascimento (2003),
Zuchi (2005), Juter (2006), Moru (2006), Trung (2007), Lira (2008), Celestino (2008),
Cetin (2009), Sarvestani (2011), Job (2011), Santos (2013), Amatangelo (2013) , Aydos
(2015) , Lecorre (2016), Silva (2017), relatam que a maior dificuldade dos alunos é
entender a formalizagdo matematica do conceito de limite de uma fungdo devido a uma
série de obstaculos de natureza epistemoldgica, psicoldgica associados as convicgdes
prévias sobre a matematica e sobre o conteudo de limites, dificuldades relativa a
compreensdo da relagdo entre 6 € €, a nogdo de infinito, abstracdo, matematica basica e a
aplicagéo préatica de limites, fatos ja evidenciados nas pesquisas de Tall (1978), Cornu (1983
apud Trung, 2007) e Sierpinska (1985 apud TRUNG, 2007).

Designaremos por Ro:1 a resposta a questdo Qoi: Como podemos organizar o estudo do

conceito de limite de uma funcdo de uma varidvel real mediante um MER do modelo

epistemoldgico geral que propde a TAD?
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Ro:: Segundo Gascon, Bosch e Farras (2013), desde os primeiros trabalhos de Yves
Chevallard sobre o ensino de &lgebra (CHEVALLARD 1985, 1989a, 1989b, 1989c, apud
GASCON, BOSCH e FARRAS, 2013), o enfoque antropoldgico situa a modelizago
matematica no centro da atividade matematica, assumindo que a modelizacdo nédo é
apenas um aspecto da matematica, mas que, em certo sentido, toda a atividade matematica
pode ser interpretada como uma atividade de modelizacao.

Dessa forma, em nosso processo de pesquisa e investigagdo sobre o ensino e a
aprendizagem do conceito de limite, constatou-se que todas as teses pesquisadas
apresentavam como objeto de estudo a importancia de os alunos compreenderem o
conceito de limite de uma funcdo. E, o processo de estudo e pesquisa referente a dimenséo
epistemoldgica deste saber, deixa explicito a razdo de ser do ensino de limite. Logo,
considerando um MER (Figura 3), compativel com a proposta da TAD, o estudo do
conceito de limite deve envolver praxeologias matematicas de acordo com a génese deste
saber, ou seja, envolvendo conceitos relativos a razdo incremental, que levem a
compreensdo das nogdes fundamentais do conceito de limite: convergéncia, infinito,
indivisiveis e continuo. E, dessa forma, surgem uma série de questionamentos, por
exemplo, como esse objeto matematico existe nas instituicBes, ou seja, quais sdo as
praxeologias matematicas dos livros didaticos e dos cadernos dos alunos, por exemplo?

Sendo assim, faz-se necessario conhecer a dimenséo econdémica deste problema didatico.

Dimensdo Econdmica

Para a analise da dimensdo econémica do problema didatico Ps, procuraremos revelar o
MED declarado pela instituicdo de referéncia (livros didaticos, cadernos dos estudantes),
por intermédio de uma analise institucional. Analisou-se os livros que constam na
Bibliografia Basica do Plano de Ensino dos cursos de engenharia civil, elétrica e
licenciatura e bacharelado em quimica da UTFPR-PB e, os cadernos de alguns alunos
desses respectivos cursos. Consideramos a seguinte questdo de pesquisa: Qo2: Como
incide o MED sobre a forma de organizar o estudo de limites nas instituicGes,

principalmente no que se refere a defini¢cdo formal de limites?
Livros Didaticos

O foco desta investigacéo € identificar através das OM e OD o grau de relevancia da

definicdo formal de limite na Instituicdo.
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Quadro 1: Referéncias Basicas dos cursos

. Numero de chamada
Livro Autor LD Biblioteca (UTFPR-PB) Cursos
Calculo. vol, 1 | AAntom HiBivens, T.e 515 A634c 8. Ed.
Davis, S
Engenharia Elétrica

Calculo Avila, G. 2 515 A958¢ca 7. Ed. (UTFPR-PB-EL, 2016)

Calculo Stewart, J. 3 515 S849c 7. Ed.

Calculo Stewart, J. 3 515 S849c 7. Ed.

, Anton, H.; Bivens, I. e Engenharia Civil
Célculo. vol. 1 Davis, . 1 515 A634c 8. Ed. (UTFPR-PB-CV, 2016)
Calculo. vol. 1 Thomas, G. B. 4 515 T456¢ 10 Ed.

Célculo. vol.1 | Antom He: Bivens, I. e 1 515 A634c 8. Ed.
Dauvis, S.
- Quimica (UTFPR-PB-
, Fleming, D. M.;

Calculo A Goncalves, M. B. 5 515 F599c 6. Ed. QB, 2016)

Calculo vol 1 Thomas, G. B. 4 515 T456¢ 10 Ed.

Fonte: Autores desta pesquisa

Analise Praxeologica da Organizacdo Matematica dos Livros Didaticos

Na analise dos livros, verificou-se que Anton; Bivens; Davis (2007), Stewart (2013) e
Thomas (2002) apresentam primeiramente nogdes intuitivas de limite de uma funcéo.
Anton; Bivens; Davis (2007), apresenta o problema de encontrar uma reta tangente a uma
curva em um ponto e o problema da area; Stewart (2013) apresenta o problema da reta
tangente e, o problema da velocidade instantanea; Thomas (2002) apresenta o problema
da velocidade instantanea e o problema da reta tangente.

Anton; Bivens; Davis (2007), Stewart (2013) ap6s a se¢do com as nogdes intuitivas,
apresentam outras se¢fes sobre limites laterais, limites infinitos, calculando limites,
limites no infinito, para depois apresentarem uma se¢do em especifico para discutir a
“definigéo precisa” de limite.

Enquanto que Thomas (2002) apresenta logo em seguida das no¢des intuitivas, uma se¢ao
sobre a definigédo precisa de limite.

Neste caso, daremos énfase as atividades matematicas propostas na se¢do em especifico
sobre a “defini¢do precisa de limite”, pois o foco desta investigacao € saber como se da a

relagdo R(O, X) e RI(O) (onde O é o objeto matematico limite de uma funcéo, X os alunos
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e l ainstituicdo investigada) do ponto de vista da definicdo formal de limite. Sendo assim,
escolheu-se para analise praxeol6gica apenas uma tarefa de cada livro didatico conforme

apresentado nos quadros 2, 3,4, 5¢e 6.

Quadro 2: Organizagdo Matematica do exercicio 3do LD 1

Tarefa Técnica Bloco Tecnoldgico-Tedrico

Suponha que € seja um
numero positivo qualquer.
Encontre o maior valor de

d tal que |5x-10| < ¢ se

Trabalhar com a a definicdo de Limite
desigualdade, resolucéo de

uma inequacéo

0<|x-2/<8

Fonte: Anton; Bivens; Davis (2007, p.140)

Quadro 3: Organizacdo Matematica do exercicio 13 do LD 3

Tarefa Técnica Bloco Tecnolégico -Tedrico

Encontre um numero 3 tal
que se [X-2| < 3, entdo

Trabalhar com a
desigualdade, resolucéo de a definicdo de Limite

| 4x-8| < ¢, onde £=0,01 tima Inequacao

Fonte: Stewart. (2013, p.108)

Quadro 4: Organizacdo Matemaética do exercicio 31 do LD 4

Tarefa Técnica Bloco Tecnoldgico -
Teobrico

Encontre um intervalo aberto em torno de xo
no qual a desigualdade |f(x)-L|<e valha. Dé | Trabalhar com

entdo um valor para & >0 tal que para todo x | a desigualdade e L
P auep g a definicdo de Limite

satisfazendo 0< |x-Xo| < & a desigualdade resolucdo de
If(x)-L|<e seja verdadeira. (f(x)= x+1; L=5; | uma inequagao
Xo=4; €=0,01)

Fonte: Thomas (2002, p. 95)

O autor Avila (2003) apresenta a nog&o intuitiva de limite a partir do problema da reta
tangente a uma curva, as se¢des limite e continuidade, limites infinitos e limites no

infinito e, em nenhum momento apresenta a definigdo formal de limite.
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Quadro 5: Organizacdo Matematica do exercicio 1 e 11 do LD 2

Tarefa

Técnica

Bloco Tecnoldgico -Tedrico

Calcule os limites
indicados:

. x-3
I 5

1) Substituicao de
valores
2) racionalizacao

1) Conceito de limite de
uma funcéo polinomial.
2) Conceito de limite de
uma funcao racional

Fonte: Avila (2003)

O autor Fleming; Gongalves (2006) apresenta a noc¢do intuitiva de limite a partir de

consideracBes no conjunto dos nimeros reais, introduzindo a nogdo de tender para o

infinito e, o conceito de limite para os diversos casos de limite de uma fungdo. Em seguida

apresenta uma se¢ao com a defini¢do formal de limite, intitulada “Definicao”.

Quadro 6: Organizacdo Matemética do exercicio 11 do LD 5

para o ¢ dado tal que |f(x)-L|<e sempre que 0<
IX-a < 8. Dar exemplos de dois outros numeros
positivos para 8, que também satisfazem a
implicacdo dada: }Ciir% 2x+4=8 ¢=0,01

desigualdade,

resolucéo
uma
inequacao

Tarefa Técnica Bloco Tecnoldgico -
Teorico
Dado lim f(x) = L . Determinar um nGmero & | Trabalhar
x—=a
com a

Conceito da definicao de
de | Limite

Fonte: Fleming; Gongalves (2006)

Andlise Praxeoldgica da Organizagdo Didéatica do livro Analisado

Analisou-se a OD do livro LD 1, poisos LD 1, LD 3, LD 4 e LD 5 séo livros com muitas

caracteristicas em comum, inclusive o fato de apresentarem a defini¢do formal de Limites

no mesmo formato, enquanto que o LD 2 possui uma abordagem extremamente diferente

dos demais. O autor desse livro ndo leva em consideracdo a defini¢cdo formal, foco de

investigacdo deste trabalho e, os tipos de tarefa séo de calculo direto de limites. Induzimos

deste fato que a analise do livro LD 1 contribuirad de forma significativa a evidenciar as

tarefas e técnicas relacionadas, assim como as tecnologias que as justificam.

Calculo 1 (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2007)
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O autor estabelece que desenvolverd o conceito de limite em etapas, partindo de uma
noc¢do informal e intuitiva para uma definicdo matematica precisa. Nesta perspectiva, 0
primeiro MD é caracterizado por uma abordagem intuitiva da nocéo de Limites a partir
de um problema acionando o conceito de reta tangente a uma curva em um ponto e, 0
problema da medida da area de uma superficie plana. Os tipos de tarefa T caracteristicos
do primeiro MD sao: i) Dada uma funcéo f e um ponto P(Xo, Yo) em seu gréfico, encontre
a equacdo da reta que é tangente ao grafico em P. ii) Dada uma funcédo f, encontre a
medida da area da regido situada entre o grafico da funcédo f e um intervalo [a, b] no eixo
X.
No segundo MD, os autores Anton; Bivens; Davis (2007, p.104) introduzem o conceito
de limite da seguinte forma: “ O uso mais basico de limites ¢ descrever como uma fungao
se comporta quando a variavel independente tende a um dado valor” e, dessa forma
percebe-se que introduzem uma técnica t de calculo de limites a partir de um processo de
aproximacdo exemplificado a partir de uma tabela de valores (x, f(x)).
O terceiro MD é caracterizado por uma introducdo, mesmo que considerada informal do
conceito de limite:

Se os valores de f(x) puderem ser tornados tdo préximos quanto queiramos de

L, desde que tomemos os valores de x suficientemente préximos de a (mas,
ndo iguais a a), entdo escreveremos: lim f(x) = L (*) que deve ser lido como
xX—a

“o limite de f(x) quando x tende a @ ¢ L”, ou “f(x) tende a L quando x tende a
a”. A expressdo (*) também pode ser escrita como: f(x) — L quando x — a .
(Anton; Bivens; Davis, 2007, p.104)

de forma a constituir o bloco tecnolégico/ tedrico [6/@] que justifica a técnica t utilizada
no segundo MD.

O quarto MD ¢ caracterizado por uma se¢do em especifico, a qual os autores Anton;
Bivens; Davis (2007, p.113) denominam de “Calculando Limites”, onde sdo propostas
diferentes tarefas T associadas & técnica t proposta no segundo MD e, diferentes
abordagens desta técnica enunciadas a partir de teoremas especificos para cada tipo de
funcdo. No quarto MD percebe-se uma desconexdo entre a ideia informal do conceito de
limite do segundo MD e, a técnica utilizada segundo o conceito, para um Célculo de
Limites completamente dissociado ao conceito intuitivo, por exemplo, enunciado no
primeiro MD.

No quinto MD, os autores Anton; Bivens; Davis (2007, p.134) introduzem uma sec¢éo
denominada: “Limites (discutidos mais rigorosamente)”. Percebe-se que 0 objetivo do

autor é fazer a institucionalizacdo, definir a organizacdo matematica, introduzir a

84 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.20, n.3, pp. 72-96, 2018



definicdo formal a partir dos epsilons e deltas. Mas, neste caso, surge uma questdo: Sera
que da forma como o estudo foi organizado, a partir das praxeologias propostas, o aluno
se encontrara preparado para este MD? A institucionaliza¢do ocorrera de fato, uma vez
que, diante de resultados de pesquisa cientifica, a definicdo com épsilons e deltas é
considerada extremamente abstrata para os alunos? O salto entre o segundo MD, o quarto
MD e o quinto MD é um fator a se levar em consideracdo e motivo de reflexdo sobre
essa desconexdo do ponto de vista matematico e, acerca da relagdo R(X, O), ou seja, de
como o estudante se relaciona com o0 objeto matematico diante da organizacdo desta
transposicao didatica apresentada no livro didatico.

O sexto MD, neste trabalho, refere-se a uma avaliacdo das organiza¢cGes matematica e
didatica segundo um conjunto de critérios definidos por Chevallard (1999, apud
ALMOULOUD, 2007, p.126), os quais serdo explicitados a seguir.

Segundo o critério de identificacdo, verifica-se que os tipos de tarefa sdo apresentados
sem estabelecer conexdes entre o conceito intuitivo de limite, o célculo de limites e a
definicdo formal. Asseveramos que essa falta de articulacdo pode ser fonte de dificuldade
a aprendizagem do aluno e, a relacdo aluno — objeto matematico R (X, O) pode ser aqguém
do que é esperado em termos de aprendizado do conceito de limite. E, dessa forma,
também fica comprometida a razdo de ser do tipo de tarefa referente a definicdo formal,
uma vez que todos os tipos de tarefa referentes ao célculo de limites ndo levam em
consideracao a definicdo formal, o que também compromete o critério de pertinéncia das
tarefas propostas pelos autores desse livro.

Nossa avaliagdo, das técnicas promovidas no cumprimento das tarefas, evidencia que a
principio uma técnica, utilizando o conceito de aproximacao e, depois as técnicas sao
dadas na forma de teoremas. Acredita-se que seria necessario apenas um link entre essas
duas secBes: a no¢do de aproximacao e o calculo de limites.

Em relacdo ao bloco tecnoldgico/tedrico, 0 mesmo € justificado usando o conceito
intuitivo e, depois justificado na forma de teoremas, ndo demonstrados. Sugere-se que 0

aluno aceite o resultado do teorema sem demonstra-lo.
Caderno dos Alunos

Optamos por integrar na pesquisa a analise dos cadernos de alunos, no que se refere a
introducao ao topico limite de fun¢do de uma variavel real, a definicao formal e aos tipos
de exercicios. Consideramos que este tipo de analise pode auxiliar-nos na compreensao

de como se estabelece a institucionalizagao do saber limite de funcdo de uma variavel
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real, e oferecer dados que dao indicios do “saber aprendido”.

Para o estudo, selecionamos cadernos de trés alunos (A, B e C) de maneira aleatoria, de
tal forma que sdo notas de aulas de trés professores diferentes (A, B e C).

No caderno do aluno A o objeto matematico limite é introduzido do ponto de vista do
estudo do comportamento da funcdo f quando x se aproxima de um determinado valor.
Em seguida ¢ estabelecida a notacdo de limite de uma funcao f quando x tende a “a”.
Encontram-se, depois, Varios tipos de tarefas, as quais se referem ao célculo direto de
limite de uma funcéo (Figura 4).

Tipo de Tarefa 1: exercicios 1 e 2, Figura 4.

Técnica: substituir o valor de “a” no lugar do x na fungéo, da qual se quer saber o limite
quando x tende a “a” (a=5; a=-3)

Tecnologia: a técnica acima utilizada exige o conhecimento do seguinte Teorema:

Para qualquer polindmio p(x)=Co + C1 X + ...... + ¢n X" e qualquer nimero real a, entdo

limp(x) =co+cra+ -+ cua™ =p(a).

Figura 4. Caderno do Aluno A (engenharia elétrica) — Professor A

Fonte: Caderno do Aluno A

Tipo de Tarefa 2: exercicios 3 e 4, Figura 4.
Técnica: fatoracdo e/ou uso de Briot-Ruffini quando ao substituir o valor de “a” (a=1)
no lugar de x, aparece uma diviséo por zero.
Tecnologia: a técnica Brio-Ruffini permite uma simplificacdo da funcéo racional, uma
vez que a funcéo referente ao denominador tem limite igual a zero no ponto a, permitindo

a utilizagdo do seguinte Teorema:
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Teorema: Suponhamos que duas funces f e g tenham limites em um ponto a, se

lim g(x) # 0, entdo a funcéo L tem limiteem a e limz(x) _ A/
x—>ag ’ ¢ g "x-ad - lim g(x)

No caderno do Aluno B a introdugao a limite de uma fungao ¢ dado da mesma forma que
no caderno do Aluno A. O professor introduz a defini¢do formal de Limite e, em seguida
apresenta um exemplo (Figura 5) com o seguinte tipo de tarefa: Mostre utilizando a

defini¢ao formal de limite que lin% 4x -5=17.
xX—

Figura 5. Caderno do Aluno B (engenharia civil) — Professor B

Fonte: Caderno do Aluno B

Para este tipo de tarefa, verifica-se na resolugdo do aluno (Figura 5) - 0 que pode ter sido
resolvido pelo professor como um exemplo da definicéo - que a técnica aplicada se refere
ao conceito de limite do ponto de vista formal, o qual envolve operagdes com
desigualdades que quantificam o quanto x se aproxima de “a” implica em o quanto f(x)
se aproxima de um determinado valor L.

Tecnologia: definicdo: Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto que
contenha o nimero a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o limite de

f(x), quando x tende a a é L e, escrevemos: lim f(x) = L, se para todo nimero ¢ > 0,
x—a

houver um nimero 3 >0 tal quese 0 < |[x —a| < § entdo |[f(x) — L| < ¢
No caderno do Aluno C, a introducéo a limite de uma funcéo é dada da mesma forma que
os cadernos dos alunos A e B. O caderno do Aluno C apresenta apenas um exemplo em

que a tarefa € que o aluno mostre que: lirr% 3x —1 = 2, Figura 6.
x—
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Figura 6. Caderno do Aluno C (Quimica)— Professor C

Fonte: Caderno do Aluno C

A técnica aplicada envolve o conceito de limite do ponto de vista formal, o qual envolve
operagdes com desigualdades que quantificam o quanto x se aproxima de “a” implica em
o quanto f(x) se aproxima de um determinado valor L.

Tecnologia: definicdo: Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto que
contenha o nimero a, exceto possivelmente no proprio a. Entdo dizemos que o limite de

f(x), quando x tende a a, é L e, escrevemos: lim f(x) = L, se para todo numero ¢ > 0,
xX—-a

houver um nimero 8 >0 tal quese 0 < |x —a| < § entdo |f(x) —L| < ¢

Retornando a nossa questdo de pesquisa referente a dimensdo econémica, questao Qoo:
Como incide o MED sobre a forma de organizar o estudo de limite nas instituicdes,
principalmente no que se refere a definicdo formal de limite?

A partir das andlises institucionais do MED, constatamos que as OM ensinadas e/ou
aprendidas na universidade analisada sdo pontuais, pouco articuladas entre si, inclusive
no que diz respeito as técnicas utilizadas. Pode-se dizer que esses fatores levam a
incompletude das organizacGes matematicas. Na analise dos cadernos dos alunos,
percebe-se que existe uma desconex&o entre a nogdo intuitiva de limites e a definicdo
formal, a qual nem sempre é apresentada aos alunos. O objeto matematico (limite) existe

na instituicdo analisada, mas com incompletudes nas relagdes R(O, X) e RI(O).
Dimensao Ecologica

Segundo Gascon (2011), a questao principal da dimensao ecoldgica é: Por que as coisas
(OM e OD) sao como sdo na Institui¢do e, que condi¢des sao requeridas para fazerem de
outra forma, dentro do que ¢ possivel? Sendo que a nossa questdo de pesquisa €: Qos:
Qual o possivel Modelo Didético de Referéncia (MDR) a ser institucionalizado para o

ensino de limites?
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A partir das andlises realizadas na dimensao econdmica, percebe-se que deve existir uma
certa dificuldade do professor em estabelecer uma conexdo entre o dominio intuitivo-
formal. Esta observag¢ao contribui para a resposta da pergunta: Por que as coisas sdo como
sao? Principalmente no que diz respeito a constatacdo desta lacuna na transposi¢ao
didatica.

Para responder a outra pergunta: Que condigdes sdo requeridas para fazerem de outra
forma? Faz-se necessario refletir sobre as seguintes questdes: o que eu posso fazer para
ensinar uma tarefa matematica? Como dirigir o estudo de tal tarefa na aula?

A incompletude observada, pode estar associada a diversos fenomenos, entre eles, a
desarticulagdo do objeto matemadtico (limite) motivada pela epistemologia dominante nas
instituicdes (CHEVALLARD, 1991). Em relagao a dificuldade em estabelecer um link
entre o conceito intuitivo e formal, percebe-se que os professores ndo t€m um apoio na
instituicao formadora e/ou ndo encontram no saber a ensinar referéncias para que eles
possam alicergar e construir suas praticas. Neste caso, instaura-se um fendmeno que passa
despercebido na pratica docente, denominado por Farias (2010) de vazio didatico, o qual
influenciard diretamente na pratica do professor. Outro fendmeno, ¢ a dissociacdo entre
o trabalho da técnica e o tecnologico-tedrico, uma vez que, Bosch, Fonseca e Gascon
(2004) entendem que as atividades institucionais somente se completam quando se
integra o trabalho da técnica com o tecnologico-teorico.

A constatagdo de uma incompletude no sistema de ensino suscita a necessidade de
reflexdes sobre um Modelo Epistemoldgico Alternativo (MEA) para apoiar a proposta de

um MDR.

Reflexoes acerca de um Modelo Epistemolégico Alternativo (MEA) para o objeto

matematico limite

Diante do MED investigado, propomos aqui algumas reflexdes na forma de questdes:

i.  Acredita-se que a defini¢do “mais precisa” a que se referem alguns autores de
livros didaticos, Anton; Bivens; Davis (2007), Stewart, J. (2013) e Thomas (2002)
e, que faz parte das notas de aula dos professores B e C deve ser acessivel e, de
pertencimento aos alunos. Mas, serd que isso acontece?

ii.  Como fazer um link entre a defini¢do formal e o calculo de limites? Inferimos que
para desenvolver este link, o professor precisa de um suporte no sentido do
planejamento do tipo de tarefa que contribua para isso, uma vez que o proprio

livro didatico ndo apresenta. Algumas pesquisas tém relatado este fato em relagao
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ao livro didatico, como por exemplo, Bokhari; Yushau (2006), os quais relatam
que o livro didatico tem dado pouca atencdo aos aspectos fundamentais, ou seja,
arelagdo entre € e 6 na defini¢do formal de limite de uma func¢ao e, os professores
tratam este topico apressadamente. Logo, entende-se que esta questdo é um objeto
de pesquisa e investigagdo para o desenvolvimento de tipos de tarefas adequados,
ou seja, que contribuam para a compreensao da relacao entre € e O na defini¢ao
formal de limite de uma fung¢ao e, assim estabelecam um link entre a defini¢ao
formal e o célculo de limites.

Outra reflexdo ¢ a respeito da organizagdo didatica: Serd que ¢ valido trabalhar
com praxeologias em um meio como as aulas do Circulo da Matematica
(INSTITUTO TIM, 2013), por exemplo, em que € proposto um problema, o qual
pode ser: Como estabelecer um link entre a ideia intuitiva e a defini¢cdo formal de
limite (uma vez apresentada aos alunos a definicdo formal)? E, a partir desta
questdo, com a ideia de pessoas ao redor de um circulo, que irdo refletir, usar a
imaginacdo, em uma dialética de acdo caracteristica da Teoria das Situacdes
Didaticas de Brousseau (1986, apud ALMOULOUD, 2007, p.31), o problema
podera ser discutido entre o professor e os alunos, supondo conjecturas, de acordo
com as dialéticas de formulagdo, validagao e institucionalizagdo do saber pelo
professor.

Mas, do item iii) surge uma questdo: Como trabalhar neste formato de aula do
Circulo da Matematica em uma turma de 40 alunos e, cumprir todo o cronograma
do plano de ensino, por exemplo? Sera que € valido nos Gltimos minutos de aula
abrir uma discussdo entre os alunos sobre a questdo do item iii: Como estabelecer
um link entre a ideia intuitiva e a definicao formal de limite (uma vez apresentada
aos alunos a definicdo formal)? Acredita-se que esta pausa para a discusséo
provocaria uma situagdo de acdo, que envolveria o uso da imaginagéo dos alunos
sobre a questdo e, o compartilhamento destas ideias, resultados de sua imaginacao,
é fundamental para a sua aprendizagem. Vygotsky mostra que 0 processo de

imaginar € fundamental na formacao dos conceitos, no desenvolvimento humano.

[A imaginacdo] transforma-se em meio de ampliacdo da experiéncia de um
individuo porque, tendo por base a narragdo ou a descri¢do de outrem, ele pode
imaginar o que ndo viu, o que ndo vivenciou diretamente em sua experiéncia
pessoal. A pessoa ndo se restringe ao circulo e a limites estreitos de sua prépria
experiéncia, mas pode aventurar-se para além deles, assimilando, com a ajuda
da imaginacao, a experiéncia historica ou social alheia (VIGOSTKY, 2009, p.
25)
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As aulas do Circulo da Matematica (INSTITUTO TIM, 2013) tem como base
fundamental trabalhar com uma questdo matematica e, permitir que os alunos usem a sua
Imaginacdo, compartilhem as ideias gerando um ambiente de empatia.

As questdes propostas para a reflexdo sobre o MEA para limite de uma fungdo
fundamentam-se em uma frase do livro “The Art of Infinite: The Pleasures of
Mathematics, de Robert e Ellen Kaplan:

...... but we come up against in school are boredom and fear, wedged
between iron rules memorized without reason. Why hasn’t mathematics
the gentle touches a novelist uses to lure the reader into his imagination?
(KAPLAN; KAPLAN, 2003, p.1)

Segundo Boaler (2018, p.26):

Numerosas pesquisas (SILVER, 1994) demonstram que, quando os
alunos tém a oportunidades para propor problemas matematicos,
considerar uma situagdo e pensar em uma pergunta matematica a ser
feita sobre ela — que € a esséncia da matematica real -, eles se envolvem
com mais profundidade e alcancam melhores resultados. Nas salas de
aula, [...] eles passam seu tempo respondendo a perguntas sem vida,
perguntas que eles ndo fizeram.

Estas informacdes reforcam a necessidade de uma praxeologia nos moldes da

Atividade baseada no Processo de Criagdo do Aluno (APCA), Figura 7.

Figura 7. Esquema sobre APCA

y y=1(x) 4@50

LF—--14
| Seja f(x) definida em todo x de algum
L-¢€ il > Intervalo aberto que contenha o niimero a,
v | x o . ~ ~ .
Xof - 5 Vis3o matemética a coma po§5|vel excegdo que f(x) ndo precisa
: Ser definidaem a. Escreveremos:

oedes

limf(x) =L

x—=a
4§ -ofa-§-0! Se, dado qualquer nimero £>0, pudermos
: \ Encontrar um nimero d tal que:

X, a-86 a a+?d Xy matematizagdo [f(x)-Lj<e se O< |x-a| < &

N

Fonte: Construido pelos autores

APCA tem como caracteristica principal o protagonismo do aluno, valoriza a sua
criatividade, a partir da sua imaginacdo em um processo de abstragdo rumo a
matematizagao, de forma a estabelecer um link entre o dominio intuitivo e formal.

Segundo Figueroa; Almouloud (2016), APCA ¢ um tipo de atividade que envolve uma
situagdo adidatica, o problema ¢ criado e/ou inventado pelo aluno. Este tipo de atividade
proporciona interagdes entre o aluno, o saber e o meio, levando a mobilizagao dos saberes

adquiridos através das dialéticas da agdo, formulagdo, valida¢ao e institucionalizagdo. E,
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a analise a partir da TAD, em particular das praxeologias matematicas, implica no aluno
ter que construir estratégias para o problema inventado e, mobilizar saberes matematicos
para justificar a sua técnica a partir da tecnologia e a tecnologia a partir da teoria.

Mas, sdo apenas reflexdes sobre a construcdo de um MEA, ainda estamos em um processo
de estudo e investigacao para a construcdo de praxeologias matematicas, por intermédio

de um Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP).
Considerac0es Finais

Nos livros didaticos, identificamos tarefas pontuais e locais. Entretanto, o estudo das
organizagGes matematicas se concentra principalmente no bloco do saber fazer (praxis),
enquanto que no bloco tecnoldgico-tedrico (logos) comprovamos escassa justificativa da
técnica. Também verificamos uma ampla quantidade de tarefas com énfase no célculo de
limites, além da falta de atividades que contemplem a definicdo formal de limite.

Nos cadernos dos estudantes, identificamos apenas um exemplo de tipo de tarefa sobre a
definicdo formal de limite, o qual d& a impressdo de ter sido resolvido pelo professor.
Dessa forma, parece ndo ter existido momentos de discussdo sobre as dificuldades
evidenciadas nas pesquisas: dificuldades em entender a defini¢cdo do ponto de vista do
épsilon e delta.

A partir dos principais resultados desta pesquisa, foi verificado que o MED apresentou
restricdes no ambito do saber limite de uma fungdo quanto a concepg¢do do conceito de
limite na instituicdo analisada. Podemos afirmar que esta constatacdo nao se confirmaria,
caso ndo considerdssemos o problema didatico na esfera da dimensdo econdmica
(FARRAS; BOSCH; GASCON, 2013).

Com este estudo, foi constatada a existéncia de incompletudes nas relag@es institucionais,
0 que admitiu a necessidade de reflexdes acerca da construcdo de um MEA, o qual diante
dessas incompletudes, em termos econdmicos traz uma nova perspectiva da relacdo R(X,
0) , fundamentada a partir da constru¢do de um MER.

As reflexdes foram apresentadas e, a partir destas espera-se contribuir para o processo de
formacdo docente no que diz respeito a construcdo de praxeologias matematicas

pertinentes ao problema didatico investigado.
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