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Resumen

El presente articulo tiene por objetivo exponer una caracterizacion de competencia
algebraica articulada en niveles e indicadores de desarrollo. Dicha caracterizacion fue
utilizada para el andlisis de la practica matematica realizada por profesores de
matematicas en servicio. De esta manera, a través de un estudio cualitativo de tipo
exploratorio se indaga y describe la competencia algebraica manifestada por estos
profesores que inciden en el nivel bachillerato mexicano (que atiende a estudiantes de
entre 16 y 19 afos). Los resultados sugieren gque los docentes presentan inconsistencias
al resolver tareas que demandan un nivel tres de competencia algebraica por lo que la
articulacion de programas formativos basadas en esta propuesta contribuird al
desarrollo de competencias algebraicas en los docentes de matematicas.

Palabras clave: competencia algebraica, algebrizacion, profesor en servicio.

Abstract

The objective of this paper is to present a characterization of algebraic competence
articulated in levels and development indicators. This characterization was used to
analize the mathematical practice of inservice teachers of mathematics. Through a
qualitative and exploratory research design, the algebraic competence in the teachers on
high school (with students between 16 and 19 years old) is investigated and described.
The results suggest that teachers present inconsistencies when solving tasks that demand
a level three of algebraic competence, so the articulation of training programs based on
this proposal will contribute to the development of algebraic competences in teachers of
mathematics.
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Introduccion

El algebra escolar es un punto de interés para la educacion matematica debido a su
importancia dentro del conocimiento matematico, pero sobre todo por el dificil acceso
conceptual que tienen la mayoria de los estudiantes sobre su contenido. Esto queda
revelado en diversas pesquisas (KIERAN, 2007; FILLOY; PUIG; ROJANO, 2008;
CUESTA; ESCALANTE; MENDEZ, 2013) que evidencian que aun después de cursar
algebra durante varios afios los errores persisten y, aunque los estudiantes muestran
mayor flexibilidad para el trabajo con las expresiones algebraicas debido a su contacto
con matematicas avanzadas, su competencia algebraica no se desarrolla como se
esperaria. Esta incomprension permanece desde la escuela secundaria hasta los estudios
universitarios (CUESTA; ESCALANTE; MENDEZ, 2013). Es por esta razon que la
formacidn inicial y continua del profesor de matematicas adquiere relevancia, dado los
efectos de sus competencias docentes en el desempefio de sus estudiantes. Asi lo reportan
las diferentes pesquisas que se han centrado desde la perspectiva de la disciplina y desde
la formacion del profesorado de matematicas, particularizandose en determinar los
conocimiento y competencias que requiere un profesor de cualquier nivel, para afrontar
la ensefianza de las matematicas (PONTE; CHAPMAN, 2016; SOWDER, 2007). Por lo
tanto, profundizar en estos estudios centrandose en el algebra resulta sustancial porque
los profesores de matematicas precisan tener conocimientos sobre este topico y sobre lo
que implica su ensefianza. La finalidad es que los profesores sean capaces de movilizar
la creacion de situaciones que promuevan en los alumnos un razonamiento algebraico que
impliqgue una compresion profunda de los conceptos del algebra y la capacidad de
aplicarla a una amplia gama de temas; lo que idealmente seria desarrollar una
competencia algebraica en ellos (HUMBERSTONE; REEVE, 2008; OLDENBURG,
2010).

Con objeto de indagar sobre la competencia algebraica de profesores de matematicas se
utilizaron dos actividades que involucran la busqueda de relaciones funcionales y entre
variables. De esta manera, como antesala, en el apartado dos se expone la sinergia entre
los términos comprension, conocimiento y competencia. En el apartado tres se utiliza el
constructo de los niveles de algebrizacidn, procesos matematicos y complejidad de las
tareas matematicas, como orientadores de la competencia algebraica. En el apartado
cuatro se describe la metodologia, la muestra y se justifica la seleccién de las tareas
utilizadas. En el quinto apartado se expone la caracterizacion de la competencia
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algebraica de los profesores involucrados. Finalmente, en el Ultimo apartado se apuntan

algunas de las conclusiones.
Competencia matematica desde el Enfoque Ontosemiético

Particularmente desde el Enfoque Ontosemidtico (EOS), Godino y colaboradores
(GODINO; GIACOMONE; BATANERO; FONT, 2017; GODINO; RIVAS; CASTRO;
KONIC, 2012; PINO-FAN, GODINO; FONT, 2011) han venido desarrollando un
modelo de conocimiento y competencia didactico-matematicos (CCDM). En este modelo
el conocimiento del profesor se articula en tres dimensiones. La primera dimension es el
conocimiento del contenido matematico per-se, en el cual los autores distinguen el
conocimiento comun del ampliado. La segunda dimension es el conocimiento didactico-
matematico que articula seis facetas: epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional,
mediacional y ecoldgica. Finalmente, la tercera dimension es la meta didactica-
matematica que refiere al conocimiento necesario para reflexionar sobre la propia
practica, asi como para detectar y valorar las mejoras potenciales de la practica docente y
el proceso de instruccion.

Por otro lado, la competencia en el modelo CCDM se entiende desde la perspectiva de la
accion competente, considerandola como el conjunto de conocimientos que permite el
desempefio eficaz en los contextos propios de la profesion. Se trata de una potencialidad
que se actualiza en el desempefio de acciones eficaces (FONT, 2018); es decir, se toma
como indicador de competencia “una accion eficaz realizada en un determinado contexto
con una determinada finalidad” (FONT, 2011, p. 18). De esta manera en el marco del
EOS las nociones de conocimiento y competencia se relacionan, teniendo en cuenta las

conexiones entre practica y objeto. Tal como Godino et al. (2017, p. 95) sefialan

La practica, como accion orientada al fin de resolver un problema o realizar
una tarea, conlleva una competencia por parte del sujeto que la realiza. Pero la
realizacion competente de una practica implica la intervencién de objetos
interconectados que regulan y emergen de la misma, los cuales constituyen el
conocimiento declarativo o discursivo correspondiente.

Ligado a la nocion de conocimiento y competencia emerge el de comprension. Se
entiende a la comprension como una competencia (y no como proceso mental), de modo
que un sujeto comprende un determinado objeto matemaético cuando lo usa de manera
adecuada en diferentes practicas matematicas (GODINO, 2002). De esta manera, la
competencia implica tanto conocimiento como comprension. “Desde un punto de vista

pragmatico, conocer/saber implica el uso competente de los objetos constituyentes del
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conocimiento, la capacidad de relacionar entre si dichos objetos, o sea, comprender, y de
aplicarlos a la solucion de problemas” (GODINO et al., 2012, p. 3).

Estas interpretaciones también son compartidas por otros autores. Por ejemplo, Gonzalez
y Wagenaar (2003) mencionan que la competencia implica conocer y comprender, es
decir, implica un conocimiento teérico de un campo académico y también refiere a la
aplicacion practica y operativa de ese conocimiento a ciertas situaciones. Por su parte
Solar, Garcia, Rojas y Coronado (2014, p. 37) mencionan que “conocimiento y
competencia se construyen de manera simultanea, articulada y complementaria en una
relacion de influencia reciproca”.

Bajo estas afirmaciones, toma relevancia la competencia algebraica del profesorado de
matematicas en la resolucion de tareas y actividades escolares, particularmente las de
indole algebraica. Lo previo se justifica porque existen pocas investigaciones enfocadas
al estudio de las compentencias en algebra (y en otras areas de las matematicas especificas
como el calculo, probabilidad, geometria, etc.). Ademas, el aprendizaje del algebra
representa un area de dificil acceso conceptual para los estudiantes, situacién que suscita
la incidencia en errores de manera reiterada y que por tanto restringe la comprension de
los contenidos de esta materia (CARRAHER; SCHLIEMANN; BRIZUELA; EARNEST,
2006). Por lo tanto, los profesores deben desarrollar una competencia algebraica para que
puedan incidir, posteriormente en el desarrollo de las competencias algebraicas de sus
estudiantes; sobre todo, porque segun estudios realizados sobre el profesorado
(DARLING-HAMMOND; HOLTZMAN; GARLIN; HEILING, 2005) existen relaciones

significativas entre las competencias de los docentes y el desempefio de sus estudiantes.
Elementos tedricos para una caracterizacion de competencia algebraica

En el modelo CCDM, la nocion de competencia, a diferencia de la nocién de
conocimiento, se articula en dos dimensiones; la primera refiere a la competencia
matematica y la segunda a la competencia de andlisis e intervencién y conocimiento
didacticos (FONT, 2018; GODINO et al., 2017). En este documento abordamos la
competencia matemaética, focalizando el &lgebra. Como previamente se introdujo, la
formulacién de la competencia desde el EOS se entiende como el conjunto de
conocimientos que permiten una accion eficaz orientada al fin de resolver un problema.

Sin embargo, para ser operativa se necesita una caracterizacion, es decir, niveles y
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descriptores que permita su desarrollo y evaluacion (FONT, 2018). Esto se confirma con
lo que Seckel y Font (2015, p. 60) mencionan:

El punto de partida debe ser una tarea que produce la percepcion de un
problema que se quiere resolver, para lo cual el futuro profesor debe movilizar
habilidades, conocimientos, para realizar una practica que intenta dar solucién
al problema. Dicha préactica se habra realizado con més o menos éxito (logro).
Dicho logro se puede considerar como evidencia de que la persona puede
realizar practicas similares a las que estdn descritas por alguno de los
descriptores de la competencia, el cual a su vez se suele asociar a un
determinado nivel de competencia.

A apartir de esta necesidad de caracterizacidn de las competencias, se utilizaron 3 criterios
para articular los niveles y descriptores de la competencia algebraica: niveles de
algebrizacion, complejidad de la tarea y los procesos matematicos. Los indicadores del
modelo de niveles de algebrizacion (AKE; GODINO; GONZATO; WILHELMI, 2013;
GODINO; WILHELMI; NETO; AKE; CONTRERAS; ESTEPA; LASA, 2016) es
utilizado para detallar la practica matematica de caracter algebraico. EI modelo sugiere 6
niveles de algebrizacién, los niveles del 0 al 2 son considerados protoalgebraicos,
mientras que los niveles del 3 al 6 estdn enmarcados en el dominio del algebra. Segun
este modelo “los objetos algebraicos inmersos en el pensamiento funcional y estructural,
que pueden estar 0 no en un contexto de modelizacion, van adquiriendo un significado
diferente conforme haya una “evolucion” en los procesos de generalizacion,
simbolizacion y transformacion” (AKE; GODINO, 2018, p. 175). A continuacién, se
describen los niveles de algebrizacion recogidos de los trabajos de los autores (ver cuadro
1).

Los niveles de algebrizacion (NA) contienen indicativos graduales de uso y tratamiento
de objetos algebraicos que deberian estar presentes en una practica matematica, con el
objetivo de promover progresivamente un pensamiento algebraico. Sus descriptores
ofrecen orientacidn para caracterizar las practicas matematicas en términos de niveles de
algebrizacion. Este hecho se utiliza como un primer indicativo para denotar una
competencia en términos algebraicos, es decir, ser competente en algebra implica
expresar un nivel de algebrizacion especifico ante determinada tarea que lo promueve. La
propuesta que se plantea para una primera aproximacion a una competencia algebraica
queda enmarcada dentro del nivel 3 de algebrizacion, es decir, se trabaja con el
significado de equivalencia del signo igual, se opera con las variables y se utiliza el

registro simbolico-literal.

516 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 22, n. 1 pp. 512-531, 2020



Cuadro 1. Niveles de algebrizacion de la practica matematica

Nivel Descomposicién de los indicadores

Objetos algebraicos: No hay objetos algebraicos, se trabaja com las variables como
nameros particulares y con el significado operacional del signo igual.
Transformaciones: Solo hay célculos aditivos y multiplicativos, es decir, operaciones
aritméticas con nimeros especificos.

Simbolizacién: El objeto es reconocido como una nueva entidad y representada de
manera informal (iconica, indexical o gestual, tabular, gréafico, etc.). Por lo tanto, se
utiliza un lenguaje diferente al simbdlico-literal o alfanumérico.

Por ejemplo, en tareas de caracter estructural no se reconocen propiedades como la
asociativa, conmutativa y otras. Por otro lado, en tareas de caracter funcional, se puede
iniciar el trabajo con patrones, se determina una regla recursiva.

Obijetos algebraicos: Se trabaja con conjuntos y clases de nimeros. Se usa la variable
en su significado de incognita y se trabaja el significado de equivalencia del signo igual.
Transformaciones: Se realizan operaciones con numero particulares y se aplican
propiedades de la estructura algebraica en los naturales.

Simbolizacion: El objeto es reconocido como una nueva entidad y representada de
manera informal (iconica, indexical o gestual, tabular, grafico, puede manifestarse el
uso del lenguaje natural y el uso de simbolos). Por lo tanto, se utiliza un lenguaje
diferente al alfanumérico.

Por ejemplo, en tareas de tipo estructural se identifican propiedades y relaciones;
ademas, se trabaja la equivalencia a través de “ecuaciones numéricas” enmarcadas
dentro del pensamiento relacional. En tareas de caracter funcional, se expresa una regla
general.

Obijetos algebraicos: Se contintia con el trabajo con conjuntos y clases de nimeros. Se
utiliza la variable como incdgnita y como ndmero generalizado. Se trabaja con el
significado de equivalencia del signo igual; es posible generar el planteamiento y
tratamiento de ecuaciones y el planteamiento de funciones particulares.
Transformaciones: Operaciones con numero particulares, pero se aplica propiedades
de la estructura algebraica en N y la igualdad como equivalencia.

Simbolizacion: El objeto es representado de manera simbolico-literal o formal, se le
identifica como un nuevo objeto.

En tareas de tipo estructural se resuelven ecuaciones de la forma Ax + B = C 0 bien
resolucion de ecuaciones con cajones vacios o simbolos, pero en esos casos no se opera
con ellos en ambos lados de la ecuacién. En el caso de las tareas de tipo funcional se
obtiene una regla general.

Objetos algebraicos: Se continda con el trabajo con conjuntos y clases de nimeros. Se
trabaja con el significado de equivalencia del signo igual.

Transformaciones: Se opera con las variables, por tanto, existe un tratamiento de
ecuaciones y de funciones particulares.

Simbolizacion: El objeto es representado de manera simbolico-literal o formal, se le
identifica como un nuevo objeto.

Por ejemplo, en tareas estructurales se resuelven ecuaciones de la forma Ax + B =
Cx + D, es decir, se opera con la literal en ambos lados de la ecuacion. Se puede
realizar este trabajo con la equivalencia utilizando simbolos. En el caso de las tareas
con caracter funcional, se obtiene una regla general y se opera con las variables para
obtener formas equivalentes de expresion. En este nivel la actividad forma parte de un
conocimiento de la estructura y la equivalencia de las ecuaciones o funciones
subsecuentes que se obtiene al resolver una ecuacion o funcion reconociendo “formas”
matematicas existentes entre los elementos, lo que los autores denominan sentido
estructural. El trabajo con sistemas ecuaciones y operaciones con funciones (en ambos
casos expresiones particulares) son caracteristicos de este nivel también.

Nivel cero de
algebrizacion

Nivel 1 de algebrizacion

Nivel 2 de algebrizacién

Nivel 3 de algebrizacién

Fuente: Elaboracion propia
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Continuacion del Cuadro 1. Niveles de algebrizacion de la practica matematica

Obijetos algebraicos: Uso de variables y pardmetros, emerge la nocion de familia de
ecuaciones y de funciones. Se trabaja con el significado de equivalencia del signo igual.
Transformaciones: Se reconoce el significado de los parametros, pero no se opera con
ellos; se opera con las variables. Los pardmetros son entendidos como valores fijos que
no cambian o bien adquiere sistematicamente valores especificos.
Simbolizacion: El objeto es representado de manera simbolico-literal o formal, se le
identifica como un nuevo objeto.
En tareas estructurales y en las de tipo funcional se trabaja con familia de ecuaciones y
funciones. En este caso, las funciones y ecuaciones representan una clase de situaciones
o familia de graficos, se discrimina entre el dominio y el rango de funciones y/o
ecuaciones paramétricas, es decir, funciones que asignan una funcién o ecuacion
especifica a cada valor del pardmetro.
Objetos algebraicos: Uso de variables y parametros; familia de ecuaciones y de
funciones.
Transformaciones: Tratamiento de variables y pardmetros; se reconoce el significado
de los pardmetros y se opera tanto con ellos. Los pardmetros son entendidos como
incdgnitas. En este sentido, las operaciones en las que intervienen parametros, cuando
son realizadas de manera comprensiva y no puramente algoritmica, implican una fase
superior en el proceso de reificacion de los objetos intensivos representados, esto es,
familias de ecuaciones y funciones.
Simbolizacion: El objeto es representado de manera simbolico-literal o formal, se le
identifica como un nuevo objeto.
En tareas estructurales esta el trabajo sintactico que involucran variables y parametros
como podria ser la obtencion de la formula general para la ecuacion de segundo grado;
del mismo modo para las tareas de tipo funcional se puede referir por ejemplo a la
demostracion de la suma de los n primeros términos de una progresién geométrica. En
este nivel, la comprensién de que la solucién de una expresion que contiene un
parametro resulta ser otra expresion que puede ser considera como un objeto que, a su
vez, puede ser sometido a otros procedimientos es esencial.
Objetos algebraicos: Uso de variables y parametros; familia de ecuaciones y de
funciones; propiedades estructurales y funcionales.
Transformaciones: Tratamiento de variables y parametros; aplicacion de propiedades.
Simbolizacion: El objeto es representado de manera simbolico-literal o formal, se le
identifica como un nuevo objeto.
En tareas de tipo estructural la introduccion de algunas estructuras algebraicas (como la
de espacio vectorial, 0 la de grupo), podria poner en juego un conjunto de objetos
matematicos sobre los cuales se definen operaciones que cumplen un sistema de
propiedades especificas. Para el caso de tareas de caracter funcional el analisis del
algebra de funciones pone en juego objetos y procesos algebraicos de mayor grado de
generalidad cuando se refiere a una funcion cualquiera y se opera con ella para producir
otra nueva funcién y estudiar sus propiedades; por ejemplo, cuando se determina que la
composicion de funciones no es conmutativa.

Fuente: Elaboracion propia

Nivel 4 de algebrizacion

Nivel 5 de algebrizacion

Nivel 6 de algebrizacién

Este primer posicionamento no insinla que el pensamiento algebraico sélo se geste en
contextos simbdlicos-literales, puesto que las investigaciones sobre el pensamiento
algebraico temprano (KIERAN; PANG; CHIFTER; FONG, 2016) indican lo contrario;
sin embargo, si implica que la notacién simbdlica es la méas adecuada para producirlo.
Esto significa que no se puede referir a una competencia algebraica si no esta enmarcada

propiamente en el terreno del algebra; este es nuestro posicionamiento inicial. Asi,
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coincidimos con Arcavi (2007) al expresar que ser competente en algebra implica, entre
otras cosas, el ejercicio de esa transicion bidireccional y flexible de la manipulacion
algebraica desprovista de significado a traves de reglas y procedimientos sintacticos.

Por otro lado, retomamos los aportes de Solar et al. (2014) sobre la competencia
matematica para situarla y particularizarla al dominio del &lgebra. Para estos autores las
competencias matematicas se constituyen en procesos matematicos, los cuales sustentan
su desarrollo y con ellos el “estudiante despliega sus capacidades para avanzar, de manera
progresiva, hacia el desarrollo de una competencia matematica” (p. 41). En palabras de
estos autores, “las competencias matematicas fueron concebidas la capacidad para
resolver problemas matematicos; la capacidad de argumentar y comunicar el pensamiento
matematico en forma escrita y oral” (SOLAR et al., p. 37). Esto también es concordante
con los que plantea Rico, sobre que “la competencia o alfabetizacion matematica se
refiere a las capacidades de los estudiantes para analizar, razonar, comunicar, argumentar
eficazmente cuando enuncian, formulan y resuelven problemas matematicos en una
variedad de dominios y situaciones” (RICO, 2007, p. 49). De esta manera, retomamos la
nocion de procesos matematicos de razonar (este interpretado desde el razonamiento
algebraico y los niveles de algebrizacion), solucionar y/o resolver, asi como también
argumentar y comunicar (SOLAR et al., 2014; RICO, 2007) para situarlos al trabajo
algebraico en el aula. Asi, ante una tarea que implique un nivel tres de algebrizacion, el
proceso de resolver, interpretar, validar y comunicar refiere a distintos niveles de
competencia. Se precisa reconocer que, aunque la tarea demande un nivel 3 de
algebrizacion, es posible situarla en tres contextos diferentes, segin la matematica escolar
y nivel de complejidad de la tarea planteada. Las del primer contexto, son tareas que
resultan familiares y movilizan conocimientos ya practicados (RICO, 2007). Desde
nuestra postura respecto al trabajo algebraico, también demandarian la formacién y
transformacion de expresiones, ecuaciones y funciones, lo que Kieran (2007) denotarian
actividades de tipo generacional y transformacional. Denotamos a estas actividades como
prototipicas y/o rutinarias. Las tareas del segundo contexto estan basadas en situaciones,
se trata de tareas que no necesariamente son rutinarias, aunque resulten familiares a los
estudiantes, plantean mayores exigencias en interpretacion y conexion (RICO, 2007).
Situamos estas tareas en contextos de aplicacién o modelizacién en las que el algebra se
utiliza como herramienta, lo que Kieran (2007) denomina actividad de tipo global.
Finalmente, las tareas del tercer contexto demandan una mayor comprension,

razonamiento y reflexion, asi como realizar generalizaciones (RICO, 2007). Denotamos
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a estas tareas como abiertas. De esta manera, se propone que la competencia algebraica
para un nivel 3 de algebrizacion (NA-3, NCA) debe estar en funcion a 3 ejes que se
pueden apreciar en el cuadro 2. En este punto es importante mencionar que se pueden
describir competencias para un nivel 4 de algebrizacion (NA-4, NCA), considerando
dichos ejes, y de la misma manera para los niveles posteriores; sin embargo, esto queda
fuera del alcance de este articulo dado que en la experiencia que se describe se utilizaron

tareas cuyo alcance es de un nivel 3 de algebrizacion.

Cuadro 2: Componentes e indicadores de la competencia algebraica

Componentes de la competencia algebraica

Nivel 3 de algebrizacion

Tipo de tarea escolar segin su
complejidad y nivel de algebrizacion

Tipo de proceso
matematico

A partir de la préactica
algebraica manifestada

0 sin apoyo de la
tecnologia). Es decir,
expresar en su practica
matematica un nivel 3 de

El resolutor debe abordar tareas que
impliquen un nivel 3 de algebrizacion

delimita el alcance de la practica
matematica esperada del resolutor y
los objetos algebraicos de carécter
estructural o funcional que se podrian

El resolutor debe
manifestar los

por el resolutor se en 3 tipos de contextos: siguientes
caracteriza las a) Ejercicios prototipicos, y/o procesos
representaciones y la rutinarios matematicos:
¢ | simbolizacion, asi como | b) Situaciones de aplicacion o a) Resolver
S | las trasformaciones que modelizacion b) Interpretar
& | se realizan sobre los c) Problemas abiertos c) Validar
'S | objetos algebraicos (con | Con el analisis a priori de la tarea se d) Comunicar

algebrizacion movilizar.

Fuente: Elaboracion propia

Los componentes descritos en el cuadro indican que trabajar el simbolismo algebraico
adecuadamente, implica un primer nivel de competencia algebraica (NCA-1) para
resolver ejercicios tipo y rutinarios; esto es plantear relaciones estructurales y funcionales
(ecuaciones y funciones) y ejecutar el trabajo algebraico para resolver correctamente la
situacion. Se denota ejercicios tipo y rutinarios bajo el reconocimiento de que éstos se
gestan en el sistema escolar y se presentan de manera rutinaria en los libros de texto. Por
otro lado, un segundo nivel de competencia algebraica (NCA-2) implica el trabajo con
situaciones de aplicacion y/o modelizacién frente a las cuales se establece relaciones,
conexiones y se integra conocimientos matematicos que permiten identificar y aplicar
propiedades o invariantes para resolver e interpretar adecuadamente este tipo de
situaciones. Finalmente, el tercer nivel de competencia (NCA-3) demanda abordar
problemas abiertos en las que implica ofrecer generalizaciones para resolverlos; ademas

de ofrecer validaciones de las soluciones a este tipo de problemas, asi como comunicarlos.
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También implicaria, si es necesario referir a problemas mas simples para alcanzar la

solucioén.
Elementos metodoldgicos del estudio

El estudio cualitativo de tipo exploratorio (CRESWELL, 2009), que pertenece a una
investigacién mas amplia en curso, tiene como objetivo describir la practica algebraica
de los docentes de matematicas en términos de la competencia algebraica. Cabe
mencionar que el trabajo realizado con los profesores fue de acompafiamiento segun los
involucrados requerian alguna orientacion para llevar a cabo la realizacion de las tareas.
La intervencion se realizé con dos profesores de matematicas jovenes que imparten clase
a nivel bachillerato (nivel educativo mexicano que atiende a estudiantes de entre 16 y 19
afios) que cuentan con una Licenciatura en Matematicas Aplicadas y que acababan de
finalizar una Maestria en Didactica de la Matematica (MDM) de tipo profesionalizante.
Este tipo de maestrias, en México, pretenden no sélo la profesionalizacion del docente de
matematicas sino acercar la investigacion en Didactica de la Matematica a los profesores
y hacerla orientativa de su préactica docente; el objetivo de la MDM no es, por tanto,
formar investigadores. Los participantes del estudio expresaron estar familiarizados con
actividades que involucran el estudio de relaciones y generalizacion. La eleccion de esta
muestra fue incidental, por tanto, no aleatoria (LEON; MONTERO, 2003) ya que los
profesores participaron en tanto que estaban recién graduados misma generacion de la
MDM vy de su interés en participar en el estudio.

Por otro lado, la seleccién de las tareas estuvo guiada por el nivel de algebrizacion que
conlleva la resolucion de las tareas, que desde nuestra propuesta se toma un nivel 3 de
algebrizacion como punto de partida. Se eligieron tareas que plantean situaciones
abiertas, no tipicas de caréacter funcional y estructural en las que se solicita realizar
validaciones de la propia actividad matematica llevada a cabo (NCA-3), esto
considerando la formacion académica de los participantes.

A continuacion, se describen las 2 tareas utilizadas, con 4 consignas o items cada una, y
la intencionalidad de cada consigna. La primera tarea, de caracter funcional, tomada de
Moreno (1998) refiere al trabajo con la literal como variable y a un proceso de
generalizacion a través del andlisis de patrones. Los primeros dos items a) y b) solicitan
resolver la tarea orientando la practica matematica del docente a un primer analisis de los

casos particulares cuyo caso general implica una funcion cuadratica (ver cuadro 3).
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Cuadro 3. Tarea sobre el trabajo con la variable y generalizacion de patrones

Tarea 1. Considera un plano, éste queda divido en dos regiones si se considera una recta que
lo atraviese, en 4 regiones si se consideran 2 rectas y 7 regiones si se consideran 3 rectas; ahora:

a) ¢Cudl es el mayor nimero de regiones en que queda dividido si se consideran 10 rectas?
b) ¢Es posible determinar el mayor nimero de regiones en queda dividido el plano cuando se
consideran n rectas? Si es posible demuéstralo y si no es posible explica por qué
c) ¢Como sabes que lo realizado previamente es correcto? Justifica
d) ¢Qué conocimientos matematicos movilizaste para llegar a la solucidn de la actividad?
Fuente: Elaboracion propia

Para resolver esta parte de la tarea el profesor de matematicas tiene que reconocer objetos
algebraicos que emergen de la solucion tales como la nocién de funcion y el de variable;
se espera que transite de un lenguaje numérico (para el analisis de los casos particulares)
al simbolico-literal (para expresar la regla general). La identificacion del patron requiere
la interpretacion y analisis de las relaciones entre el nimero de rectas, el nimero de
intersecciones entre las rectas y el nimero de regiones. El nivel de algebrizacion que
implica la resolucidon de esta tarea es 2 dado que no se opera para obtener formas
equivalentes de la expresion encontrada; si esto se realizara, entonces se estaria frente a
un nivel 3 de algebrizacion, que es lo que se espera.

La segunda tarea, de caracter estructural fue retomada de Ruiz-Munzén, Bosch, & Gascon
(2011), refiere al analisis de relaciones y al trabajo con la literal como variable. En esta
tarea, los items a) y b) solicitan resolver la tarea orientando la practica matematica del
docente a obtener una relacion general de dependencia y luego particularizarla a un caso

(ver cuadro 4).

Cuadro 4. Tarea sobre el trabajo con la variable y relaciones entre figuras geométricas

Tarea 2. Considera un triangulo is6sceles inscrito en una circunferencia cuya la altura relativa
al lado desigual del triangulo mide 3/2 del radio de la circunferencia.

a) ¢Cbémo depende el area del triangulo del radio de la circunferencia circunscrita?
b) Si el area del tridngulo fuera de 3v/3 cm?. ;Cuéanto mide el radio de la circunferencia
circunscrita?
c) ¢Cbémo sabes que tus respuestas a las preguntas previas son validas o correctas? Explica
d) ¢Qué conocimientos matematicos movilizaste para llegar a la solucién de la actividad?
Fuente: Elaboracion propia

La resolucion de esta parte de la tarea le implica al profesor de matematicas la
identificacion de objetos algebraicos tales como las propiedades del triangulo isosceles,
rectangulo y el circuncentro; ademas existe una interpretacion de equivalencia del signo
igual pues precisa que realice sustituciones y simplificaciones; también se espera que

utilice un lenguaje simbolico-literal con interpretacion geométrica. EI nivel de
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algebrizacion que implica la resolucion de la tarea es de un nivel 3 dado que se trabaja en
términos de una variable, el radio. Por otro lado, en ambas tareas, los items c) y d) refieren
a un analisis de su practica matematica. Estas consignas proporcionan informacion
complementaria que solicita a los profesores comunicar el proceso de resolucion que
siguieron y la toma consciente de los conocimientos que movilizaron para resolver la
tarea, a partir de las respuestas obtenidas; también se solicitan las validaciones de la
propia practica matematica realizada. De manera a priori, estas dos consignas demandan

los procesos matematicos de comunicar y validar.
Aproximacon a la compentencia algebraica del profesor de matematicas

Los items a) y b) de la tarea 1 y 2 solicitan explicitamente el proceso matematico de
resolver la tarea. En el caso de la tarea 1, el del plano divido por rectas, se solicita
determinar un caso particular (item a) y posteriormente encontrar una expresion general
(item b).

En esta tarea, el Profesor A comienza la resolucion bosquejando casos particulares,
cuando se tienen 3 rectas comprueba que la manera en la que éstas son intersecadas

influye en el nimero de regiones que se pueden formar (ver figura 1).

Figura 1. Practica matematica del profesor A en la Tarea 1

Fuente: Elaboracion propia
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Procede de manera similar cuando se tienen 4 rectas. A partir de los primeros 5 casos
particulares, el Profesor A intenta encontrar una regla que describa el comportamiento de
las regiones considerando el nimero de rectas; sin embargo, tras varios intentos no logra
concretar la expresion general. Durante su practica matematica también manifiesta: “cada
recta representa dos regiones” Y “con n = 4, maximo puedo intersecar 3”, con esto se
refiere al nUmero de intersecciones que se puede obtener con 4 rectas. Lo anterior indica
que intenta conectar el nimero de rectas, con el nimero de regiones y el nimero de

intersecciones entre las rectas. Expresa que “(n — 1) es el nimero de intersecciones” lo

"(nz_l) donde n es el

cual no es correcto, ya que el nimero de intersecciones es f(n) =

namero de rectas y f(n) el nimero de intersecciones, esto indica una interpretacion
erronea de la tarea. Ademas, articula expresiones incompletas como: (n — 1) +n, (n —
D24+1,(n—1)+2(n+1)y (n—1)+ 2n, sin alcanzar a encontrar la regla general.
Aunque el Profesor A conoce la relacion de dependencia de las variables n 'y f(n), no
logra identificar el patron que le permitiria generalizar, por lo que su practica matematica
no alcanza un nivel 3 de algebrizacion, el proceso matematico de resolver la tarea no
emerge. De esta manera, el Profesor A no proporciona respuesta alguna a los items a) y
b). El hecho es entendible puesto que este profesor no llegd a la resolucion de la tarea
para el caso particular en el que se tienen 10 rectas en el plano. La resolucién incompleta
de este profesor también convergié en la falta de una explicacion del por qué sus
respuestas son correctas (item c) e indicar los conocimientos matematicos que movilizé
para llegar a la solucién (item d).

Para esta misma tarea, El profesor B halla el nimero de regiones que se forman con 10
rectas indicando que son 56 (item a); ademas responde afirmativamente al item b) de la
siguiente manera: “Si, tiene un patron recursivo, es posible encontrar la formula”. Sin
embargo, aunque afirma que es posible encontrar una “férmula”, no determina la regla
general para el nimero de regiones que se forman con n rectas.

En su practica matematica (ver figura 2) evidencia que alcanza a encontrar la relacion:
numero de regiones en la posicion (n — 1) mas el nimero de rectas de la posicion
siguiente (n) es igual al nimero de regiones en dicha posicion (n), un patron recursivo;
como se indica, actividad caracteristica de un nivel cero de algebrizacién. El Profesor B,
tampoco completa la tarea, es decir, el proceso matematico de resolver no fue alcanzado,
por lo que es comprensible que no justifique una respuesta a la que no llego (item c) e

identifique los conocimientos que requirié para resolver la tarea (item d).

524 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v. 22, n. 1 pp. 512-531, 2020



Se aprecia que mientras el Profesor A busca relaciones en sus dibujos geomeétricos, el
Profesor B advierte relaciones numéricas. Ambas practicas matematicas desarrolladas
evidencian una tendencia al uso del simbolismo y aunque éste es caracteristico de la
practica algebraica consolidada, no necesariamente se piensa que el uso de las letras es
una condicion necesaria para el modo algebraico de pensar, pues el reconocimiento de lo
general es un requerimiento previo para denotar el simbolismo; ademaés, existe la
posibilidad de manipulacién simbdlica sin sentido (ZAZKIS; LILJEDAHL, 2002),
aunque con ello se busque el convencimiento de otros y el autoconvencimiento para
validar el procedimiento ejecutado (HAREL; SOWSDER, 1998).

Figura 2. Préactica matematica del profesor B en la Tarea 1
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Fuente: Elaboracion propia

Esta primera tarea implica encontrar la funcion que describa el comportamiento entre el

numero rectas y el numero de regiones, es decir, f(n) = @ + n + 1; también

dependiendo de las observaciones de las relaciones es posible llegar a que f(n) =

n%4+n+2
2

n(n+1)

. El

+ 1, ambas expresiones son equivalentes a la expresion f(n) =

analisis de las relaciones podria estar orientado por el analisis de casos particulares en un

arreglo tabular (ver tabla 1).
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Pese a que los profesores manifestaron estar familiarizados con este tipo de actividades
de busqueda de patrones y obtencidn de una regla general, no alcanzaron a concluirla de
manera satisfactoria. Asi, ante una tarea de nivel 3 de algebrizacién de complejidad
abierta, los profesores no alcanzaron el proceso matematico de resolverla interpretar las
relaciones para encontrar una solucion. Como consecuencia de esto tampoco

comunicaron y validaron sus respuestas.

Tabla 1. Relaciones entre rectas, regiones e intersecciones

Regla Comportamiento numerico

NUmero de rectas 1 23 4 5 6 7 8 9 10
(n)
NUmero de regiones 2 4 7 11 16 22 29 37 46 56
f(n) = n(nT“) + 1 o bien,
fy=""2+n+1
NUmero de intersecciones 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45

_ n(n-1)
fm) = =22

Fuente: Elaboracion propia
En el caso de la tarea 2, se solicita expresar el area de un tridngulo isdsceles inscrito en
una circunferencia, en términos de su radio (item a) y, posteriormente particularizar a un
triangulo is6sceles para que, dada su area encontrar su radio (item b). El Profesor A,
identifica que tiene que expresar el area del triangulo isdsceles en términos del radio (),
por lo que se focaliza a encontrar la base en términos de ().
En la practica matematica de este profesor (ver figura 3) se aprecia la identificacion de la

relacion existente entre el radio y la altura del triangulo isosceles y trabaja con la
expresion Zr — r que denota a la altura menos el radio; esta propiedad caracteristica es
clave para la resolucion de la tarea. Posteriormente, llega a la conclusion que la mitad de
la base del tridangulo isésceles, a la cual denota con la letra x, cumple la relacion: x? +
(%r — )2 = r2. De lo previo, el profesor concluye que la base del triangulo es v/3 r. De

esta manera el profesor A resuelve y responde el item a) segln la expresion encontrada

3+/3712
4

A=

gue “mientras mas grande sea el radio de la circunferencia mayor sera el area

2
del triangulo”. Sin embargo, pese a esta afirmacion no hace explicito que A(r) = 3\/? :

expresion que representa a una funcion que define el comportamiento de variacién entre
3372

el area y el radio. El inciso b) implica establecer la igualdad 3v/3 = , aunque no se

indicd la unidad de medida, el Profesor A asignd los ¢m 2 para la medida del area. La

practica que desarrolla indica un nivel 3 de algebrizacion, pues existe un proceso de
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identificacion de relaciones y propiedades relativas a las figuras geométricas en cuestion

utilizando literales, ademas existe un tratamiento sintactico con las mismas expresando

una literal en términos de otra; de esta manera se alcanza el proceso matematico de

resolver la tarea.

Figura 3. Préctica matematica del profesor A en la Tarea 2
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Fuente: elaboracién propia

Posteriormente, al completar la resolucion de la tarea 2, el profesor A valida (item c) su

respuesta bajo el argumento de que ha trazado todos los casos posibles y ademas aplicd

propiedades; sin embargo, el trazado de los casos posibles fue utilizado para percatarse

de la propiedad invariante de la altura menos el radio, eso se reafirma cuando refiere a

que entre los conocimientos que utilizé (item d) se encuentra la suma de segmentos (ver
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figura 4). El proceso de comunicar y validar, no son del todo explicitos, pero se
complementa con la practica matematica que ha desarrollado el docente.

Figura 4. Procesos de comunicacién y validacién expresados por el profesor A sobre su préctica
matemaética
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Fuente: Elaboracion propia

Para esta misma tarea, el Profesor B, no llega a la solucién, aunque alcanza a bosquejar
algunas relaciones intentando encontrar la base del triangulo en términos del radio

realizando algunos trazos adicionales (ver figura 5).

Figura 5. Préactica matematica del profesor B en la Tarea 2

Fuente: elaboracion propia
Las practicas matematicas desarrolladas por ambos profesores representan un bajo nivel
de algebrizacidn respecto a la tarea 1, en la que se esperaba una préctica algebraica de un
nivel 2 al menos; es decir encontrar alguna expresion general, aunque pudieran no
percatarse de que se trata de funcién cuadratica (nivel 3 de algebrizacion). Por otro lado,

la tarea 2 fue resuelta por un profesor de la manera esperada, alcanzando un nivel 3 de
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algebrizacion. Sin embargo, presentan inconsistencias en los procesos matematicos de
comunicar los conocimientos que se estan utilizando para resolver la tarea y al referir al

proceso de validar lo correcto de su practica matematica.
Conclusiones

Debido a las caracteristicas de la experiencia realizada, y también a las caracteristicas de
los docentes, se conjetur6 explorar el NCA-3; sin embargo, solo el Profesor A alcanzé
este nivel para la tarea 2. Esto no implica que su préactica algebraica no sea competente
para tareas sobre “ejercicios tipo o rutinarios” (NCA-1) o de “aplicacion o modelizacién”
(NCA-2); pero particularmente, al confrontarlos con estas situaciones que implican
problemas abiertos, la resolucion resultd compleja. Parte de la explicacion a este suceso,
nos lo proporcionan las consignas restantes: los profesores no logran identificar los
conocimientos necesarios para la resolucion de la tarea y presentan confusion al momento
de situar los conocimientos que se necesitarian para la solucién; ademas tampoco ofrecen
validaciones adecuadas a sus respuestas. Esta primera aproximacion resulta orientativa
para el desarrollo progresivo del pensamiento algebraico a través de los niveles de
algebrizacion y el desarrollo de competencias guiado por los mismos que podria
constatarse con estudios formativos posteriores mas amplios tanto con profesores como
con estudiantes de distintos niveles educativos. Estos estudios son pertinentes porque el
desarrollo de compentencias algebraicas en los estudiantes ha resultado un reto para el
profesorado de matematicas. Este es el motivo que los procesos instruccionales con
profesores adquiren mayor relevancia, sobre todo en México, en el que no se tiene una
formacion matematica homogenia para estos profesionales de la ensefianza segun el nivel
educativo. Por lo tanto, la consolidacion de su conocimiento matematico es un punto de

inflexion en el desarrollo de las competencias de los estudiantes.
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